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Resumen

En este escrito se categorizard a los entrelazados, estudiando algunas de sus
propiedades. En la primera parte se definen los entrelazados, se les asigna
una composiciéon y se muestran algunos ejemplos, en la segunda parte se
define el concepto de categoria tensorial, en la tercera parte se muestra
que los entrelazados forman una categoria tensorial libre, y por tltimo se
estableceran las reglas de un calculo grafico para las categorias tensoriales.
También consideramos una extension de las categorias tensoriales llamadas
las categorias trenzadas, a las cuales se le asocian graficos, andlogos a los
entrelazados. Se considera un nuevo tipo de entrelazados: los entrelaza-
dos enmarcados. Algunas propiedades de los entrelazados enmarcados son
tomadas para formar el concepto de categorfa de cintas (ribbon). Final-
mente se mostrard como las categorias de cintas producen invariantes de
nudos, llamados invariantes de Reshetikhin Turaev.

1. Los Entrelazados

Definicién 1.1. Un entrelazado L es un encajamiento propio de 1-variedades en
R? x [0, 1] como se muestra en la figura:
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La frontera de un entrelazado L serd un conjunto vacio o un conjunto finito de
puntos en (R* x {0}) U (R? x {1}).

Los entrelazados que no poseen puntos frontera, son llamados enlaces, estos son
uniones disjuntas de 1-variedades, isomorfas a la circunferencia S*. Un enlace
con un inica componente conexa serd llamado un nudo (knot).

Un entrelazado L se dice orientado cuando sus componentes conexas estan orien-

tadas, es decir las componentes son encajamientos de 1-variedades orientadas en
R3.

Definicién 1.2. Los entrelazados se pueden relacionar de la siguiente forma:

Dos entrelazados Ly y Lo se dicen equivalentes si existe un homeomorfismo lineal
h: (R%x[0,1]) — (R?x0, 1]) que preserva la orientacion y tal que h(Ly) = h(Ls).

Dos entrelazados Ly y Ly son isotdpicos si existe hy : R? x [0,1] — R? x [0, 1]
para cada t € [0,1] tal que hg = identidad y hy = h y donde (x,t) — (hux,t) es
un homeomorfismo de R* x {t} en si mismo.

Una isotopia es una deformacion continua de un entrelazado en otro que preserva
los puntos frontera y no presenta auto intersecciones. La relacién ser isotopicos
es una relacion de equivalencia.

Nos interesa estudiar las clases de equivalencia determinadas por la relacion ante-
rior, supondremos sin perdida de generalidad, que podemos alinear los m puntos
finales inferiores y los m puntos finales superiores de un entrelazados L sobre
cada uno de los planos (R? x {0}) y (R? x {1}) respectivamente, es decir los

puntos frontera inferiores seran de la forma {(1,0,0),...,(m,0,0)} y los puntos
frontera superiores seran de la forma {(1,0,1),...,(n,0,1)}. Denotaremos para
todo entero n > 0, [n] = {1,2,...,n}. Cuando n = 0 , acordaremos que [0] es el

conjunto vacio. Denotaremos por [ el intervalo [0, 1].

Definicién 1.3. Sean k y [ enteros no negativos. Un entrelazado L de tipo (k,1)
es un entrelazado tal que sus puntos frontera satisfacen la condicion

OL = LN (R* x {0,1}) = ([k] x {0} x {0}) U ([I] x {0} x {1}).

Dado un entrelazado de tipo (k,[), definimos dos sucesiones finitas s(L) y b(L)
que consisten de signos més ‘+’ o menos ‘-’. La sucesién s(L) es de longitud £,
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mientras que b(L) es de longitud [. Si k = 0, entonces s(L) es el conjunto vacio,
sil =0, b(L) =0. En el caso general, se define

s(L) = (e1,...,ek) y b(L)=(m,...,m)

donde ‘g; = +’ [resp. ‘n = +] si el punto (4,0,0) [resp. el punto (¢,0,1)] es un

punto final [resp. inicial] de L. Tenemos ‘c; = ="y ‘n; = —’ en el otro caso,
ejemplos de entrelazados importantes son:

1. El segmento de recta que une los puntos [1,0,0] € R? y [1,0,1] € R3; este
entrelazado lo denotaremos como T. Andlogamente el entrelazado que une los
puntos [1,0,1] € R3y [1,0,0] € R? lo denotaremos por |. Para estos entrelazados

tenemos que s(|) = (+), b(}) = (+), s(T) = (=), y b(T) = (—).

R? x {1}

R? x {0} Y
denotado por ‘|’ denotado por ‘1’

2. Los entrelazados de la figura siguiente

A X

denotado por X, denotado por X_

son tales que s(Xy) =b(X;) = s(X_) =b(X_) = (+,+).

3. Los entrelazados de la siguiente figura, son de tipo (2, 0)

S ¢

denotado por N denotado por n

Tenemos que s(N) = (—,+), b(N) =0, s(N) = (+,—) y b(N) = 0.
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4. Los entrelazados de la siguiente figura, son de tipo (0, 2)

NI, \_/

denotado por U denotado por U

Tenemos que s(U) = 0, b(U) = (+,—), s(T) =0, b(N) = (=, +).

1.1. Composiciéon de entrelazados

Para el entrelazado L

N,

L

y el entrelazado L':

oy

L/

La composicion de L' o L se obtiene colocando L' encima de L del siguiente modo

Yo
’ U l ~ L'oL

En general si tengo entrelazados Ly L’ tales que b(L) = s(L’) podemos definirla
composicion L' o L analogo al ejemplo anterior.
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2. Categorias tensoriales

Las categorias tensoriales también son llamadas categorias monoidales, puesto
que copian las propiedades de los monoides. Un monoide es un conjunto con
un producto el cual es asociativo y posee elemento unidad. Un ejemplo de cate-
goria monoidal es la categoria de los espacios vectoriales con un producto el cual
puede ser, la suma directa ‘@’ de espacios vectoriales, o el producto tensorial ‘®’,
de los espacios vectoriales. Primero consideraremos categorias con un producto
estrictamente asociativo y un objeto unidad a derecha e izquierda.

Definicién 2.1. Una categoria tensorial estricta (C,®,e) es una categoria C
equipada con un bifuntor ® : C x C — C tal que

®o(®xid) =®o(idx®):CxCxC—C (1)

y con un objeto unidad ‘e’ el cual es identidad por derecha e izquierda, para ®,
es decir

®o (e x id) = ide = @ o (id x e) (2)

La condicién (1) sobre la asocociatividad nos dice que (a ® b)) @ ¢ = a ® (b ® c)
para todo

a,b,c € Obj(C). La condicién (2) nos dice que a ® e = a para todo a € Obj(C).
Para comprender mejor el concepto de categoria tensorial recordaremos el con-
cepto de bifuntor. El producto O es un bifuntor O : C x C — C si:

(a) Para todo par (V, W) de objetos de la categoria, existe un objeto
VOW € 0bj(C) asociado.

(b) Existe un morfismo fOg, asociado a todo par (f,g) de morfismos de C, tal
que para f: A— By g;A — B’

fOg : ADA" — BOB'

(c) Si f"y ¢’ son morfismo tales que las composiciones f'o f y ¢'og estéan definidas
entonces:

(f'Bg') o (fOg) = (f" o f)B(g o g).
(d) También se cumple que
idVDW = ldvt\ldw
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Un ejemplo de bifuntor es el producto tensorial en la categoria Vect(k) de los
espacios vectoriales sobre un cuerpo k. Entonces el producto tensorial de espacios
vectoriales define un bifuntor de Vect(k) x Vect(k) a Vect(k).

De aqui en adelante denotaremos el bifuntor de una categoria tensorial como ®
en lugar de 0.

Una categoria tensorial (relajada o simplemente tensorial) es una categoria C con
un bifuntor ®, el cual es asociativo (salvo un isomorfismo natural «), y un objeto
e unidad el cual es una unidad a derecha e izquierda (salvo isomorfismos naturales
r y l). Formalmente tenemos la siguiente definicién.

Definicién 2.2. Una categoria tensorial (C, ®, e, a, [, 1) es una categoria C equipa-
da con un bifuntor ® : C x C — C, con un objeto unidad e, llamado la unidad de
la categoria tensorial y tres isomorfismos naturales o, l, r, tales que

a:gpea®(b®c)=(a®b)®@c

es un isomorfismo natural para todo a,b,c € C y el pentigono

(a®b)® (c®d)

a®(b®(cad)) (a®b)®c)®d

id®a

a®((b®c)®d)

es conmutativo para todo a, b, c € C.

Los isomorfismos naturales [ y r son talesquel : [, :e®a=a, r:r,:a®e=a
y satisfacen el siguiente diagrama triangular, para todo a,c € C.
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a®(e®c)

\ickéil

a a®c

/r®:d

(a®e)®c

En la siguiente seccién se muestra como los entrelazados forman una categoria
tensorial estricta.

3. La categoria de los entrelazados

Procederemos a ver el conjunto de los entrelazados orientados, como una categoria
tensorial estricta a la que denotaremos por 7. Por definicion los objetos de 7" son
las sucesiones finitas de signos més ‘4’ o0 menos ‘-, incluyendo la sucesién vacia, y
los morfismos de 7 son las clases de isotopia de los entrelazados orientados. Para
todo entrelazado orientado L, las sucesiones s(L) y b(L) definidas anteriormente,
corresponden al dominio y rango, respectivamente, del morfismo que L define.
Por otra parte la identidad id : Ob(7) — Hom(7T) esta definida por la siguiente
regla: idy es el conjunto vacio (), si £ es una sucesion finita de longitud n en Ob(7T ),
definimos id. como la clase de isotopia de los entrelazados L formados por la unién
de los intervalos ({1} x {0} x [0, 1])U ({2} x {0} x [0,1])U---U({n} x {0} x [0, 1])
del espacio R? x [0, 1], la orientacién de estos intervalos esta determinada por la
regla s(id.) = b(id.) = €. La composicién de entrelazados definida anteriormente
es la composicién en 7.

Equipamos a 7 con un producto tensorial. Este esta definido como la concate-
nacién de sucesiones, es decir, si € = (e1,...,¢;) v € = (€k41, .., &) son objetos
de 7, entonces su producto tensorial esta dado por

/
EReE = (81,...,8k,8k+1,...,81).

Ademiés ) ® e = ¢ = ¢ ® (). Esta operacién es asociativa. El producto tensorial
para los morfismos se define como sigue, si L y L’ son clases de isotopia para
entrelazados, L ® L’ es la clase de isotopia del entrelazado orientado obtenido
colocando L' a la derecha de L. Esta operacién esta bien definida (con respecto a
la relacién de equivalencia isotépica), es asociativa y define un bifuntor de 7 x 7°
en 7.
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Proposicion 3.1. La categoria de los entrelazados T equipada con el producto
tensorial definido anteriormente es una categoria tensorial estricta, en la cual la
unidad I es el conjunto vacio ().

La demostracion se sigue naturalmente de la definicién de producto tensorial de
entrelazados y de la definicién de categoria tensorial estricta.

En lo que sigue, usaremos la siguiente notacion: |= idy) y T= id), ademas
notaremos X ® Y simplemente por XY . Con esta notacién estableceremos una de
las propiedades més interesantes de esta categorias, que fue independientemente
obtenida por Turaev [Tur89] y Yetter [Yet90]. Este resultado se establece en el
siguiente Teorema:

Teorema 3.2. [Yet88/[Tur89] La categoria tensorial T es generada por los seis

morfismos
«—

«—
U7 Uama maX-f—:X—:

y las relaciones (ver la definicion de composicion de entrelazados (1.1))

(1Mol)=l=(M1o(l ) (3)

@O N=1=N1o(uv) (4)

(NI o(@N UM o1 Xee o (1TLUT) o (1T V) (5)
=M Mo AN X 1o (1T 1Mo (T 1)
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ESACANGYAC)

X, 0X =X oX, =]], (6)
/ N\
(Xs Do(l Xy)o(Xy D)= Xy)o (X4 [)o(l Xy) (7)

(1 M) o(Xem Do(lu) =],

(NN oM Xy Do(TlU)o(TL Mo X Do (T N =1T. (9
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)

G 1IC

(1L M) oM X Do (U Moo Xy No(TlU) =11. (10)
a L

Demostracion. Ver [Kas95]. O

Siempre que se tiene una categoria tensorial C (no estricta) podemos construir
una categorfa tensorial estricta C*" la cual es tensorialmente equivalente a C.
La idea general para su construccion es la siguiente: Los objetos de C*" serdn
las sucesiones finitas de la forma S = (V4,..., Vi) de objetos de C incluyendo la
sucesion vacia. Si S = (Vi,..., Vi) v 8" = (Vit1, .-, Vitn) son dos sucesiones no
vacias, denotamos por S ® S’ a la secuencia,

S®S/:(‘/17---7Vk‘7--'7vk‘+n>7

obtenida agregando S’ después de S. Ademads tenemos que S0 =S =0® S. A
cada objeto V de C*" le asignamos un objeto F'(V') de C definido inductivamente
del siguiente modo

F(0)=e, F(V)=V, F(S® (V) =F©S)aV.

Definimos los morfismos de C*" por
Homeser (S, 8") = Home(F(S), F(S").
esta nueva categoria es tensorial estricta y equivalente a C, ver [Mac98].

La categoria de los espacios vectoriales de dimensién finita sobre un cuerpo k,
Vecs(k), es un ejemplo de una categoria tensorial (usando el producto tensorial
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de los espacios vectoriales) la cual no es estricta y a la que le podemos aplicar
la técnica anterior para generar una categoria tensorialmente equivalente que
denotaremos por V.

Podemos observar que existen algunas analogias entre las categorias C*" y la
categoria de los entrelazados orientados 7; los objetos de 7 son sucesiones de
la forma: € tales que e = (g1,...,8,) = (1) ® -+ ® (&,,) los objetos de C*" son
sucesiones (V4,...,V,) = (V1) ®---® (V,). Si fijamos dos elementos V' 'y W en C
podemos obtener una biyeccion entre los objetos de 7 y el conjunto de todas las
posibles sucesiones formadas con V' y W. Si encontramos seis morfismos en C5'

que cumplan con las relaciones del Teorema (3.2), obtenemos una representacién
de 7 en C*'".

Cuando encontramos una representacion de 7 en una categoria tensorial (C, ®, I),
obtenemos un funtor tensorial F' : 7 — C. Por el hecho de ser tensorial, la imagen
de la unidad de 7 (la sucesién () ) es enviada en la unidad I de la categoria C, un
enlace L es un morfismo L : ) — ), por lo tanto F'(L) es un endomorfismo de la
unidad de C. Como un morfismo L de la categoria 7 es precisamente la clases de
isotopia de un entrelazado L, tenemos que si los entrelazados L y L’ son isotépicos
F(L) = F(L'). Estos invariantes son tan robustos que usando la técnica anterior
es posible demostrar la existencia y unicidad del polinomio Homfly.

4. Calculo grafico para categorias tensoriales

Se desea establecer un sistema para representar morfismos, de ciertas categorias
que presenten propiedades analogas a los morfismos de la categoria de los entre-
lazados orientados 7 .

Sea C una categoria tensorial. Representaremos un morfismo f : U — V en C por
una caja con dos flechas verticales orientadas hacia abajo como en la figura.

v

U

Aqui U y V son representados por las flechas y f es representada por la caja.
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El grafico para la composiciéon de f: U — V y g: V — W es obtenido, de modo
analogo a como se obtiene la composicion de dos entrelazados, es decir, colocando
el gréfico de g encima del grafico de f, como en la figura.

W/

YW 9]
o[ .
WU F

<

S

La identidad de V se representa como una flecha vertical hacia abajo | V. Kl
producto tensorial de dos morfismos f y ¢ es representado por cajas puestas una
al lado de la otra como en la figura.

v vt e v ot v
Lf]®lg] fegl  Feg [f]lg]
U oW eV (U v

Un morfismo f: U1 ® ---®@U,, » V1 ®--- ® V,, es representado por la figura

5. Dualidad

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita y V* su dual, con bases {v;} y {v'}
respectivamente, podemos definir la funcién evaluacién evy, evy : V@V — k
mediante la formula:

€Uv(?)i X Uj) =< Ui,?)j >= 5i,j-

152



CALCULO GRAFICO PARA CATEGORIAS RIBBON Y ALGEBRAS DE HOPF

También definimos la funcién coevaluaciéon oy, oy : k — V ® V* como:

dv(l) = Zvi ® v
Las funciones evy y 0y son independientes de la escogencia de la base.

Recordemos que si tenemos una funcion lineal en espacios de dimension finita
f U — V, dada por f(u;) = >, f}vi definimos su transpuesta f* : V* —
U* por f*(v7) =Y, flu'. Un ejercicio sencillo que el lector puede realizar en
este punto es verificar que evy y Jdy satisfacen: (idy ® evy)(0y ® idy) = idy y
(evy ® idy+)(idy+ @ dy) = idy~. Una propiedad interesante de la transpuesta de
una funcién f, es que se puede escribir en términos de las funciones evaluaciéon y
coevaluacion del siguiente modo:

Proposicion 5.1. Sea f: U — V una funcion lineal, entonces la transpuesta de
f, " esigual a la composicion de las funciones

L VvreUe U ——V oV U ¢

U*

Demostracion. Se sigue directamente de la definicién de evy y dy en términos de
una base. ]

Corolario 5.2. Toda categoria tensorial C,®, donde los objetos de C y los mor-

fismo de C, satisfagan las relaciones (3)- (10), del teorema (3.2), es isomorfa a
T

Demostracion. Es consecuencia inmediata del teorema (3.2). O

Si en la categoria tensorial estricta )V, asociada a la categoria de los espacios vecto-
riales de dimension finita Vecy(k), fijamos un objeto W € Vecy(k), podemos rela-
cionar a (W) € V [respectivamente (IW*) € V] con el objeto (+) [respectivamente
(—)] de la categoria 7 de los entrelazados orientados. Al morfismo U € Hom(7T),
U: 0 — (+,—) [respectivamente, al morfismo N € Hom(7T), N : (—,+) — 0]
le asignamos la funcién coevaluacion &y € Hom(V)', §y : k — V @ V* [res-
pectivamente evy|. Esta asignacion se hace de este modo dado que evy y dy

'En realidad si dy € V deberia notarse como dy : (k) — (V,V*), pero esperamos que no
creard confusiones.
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satisfacen que (idy ® evy)(dy ® idy) = idy, la cual corresponde para los mor-
fismos U,N € Hom(7) a (| N)o (U |) =] que corresponde al lado izquier-
do de la relacién (3) del Teorema (3.2); ademéds evy y dy también satisfacen
que (evy ® idy~)(idy+ ® dy) = idy~, que para U,N € Hom(7T) corresponde a
T=(N1)o(T V), el cual es el lado derecho da la relacién (4) del Teorema (3.2),

graficamente: AJ

(idv ® 6?)\/)((5\/ ® Zdv) = idv y (6?)\/ & Zdv*)(ldv* X (Sv) = idv* (11)

Dado que tratamos de adoptar un calculo grafico, el cual se parezca a los entre-
lazados, tenemos que la identidad de W* se graficard como una flecha vertical
hacia arriba denotada: T W. En términos generales tenemos que un morfismo
f U — V* puede ser representado por varios graficos entre ellos:

A 4
== =10
A

Usando la proposicién (5.1) podemos representar la transpuesta f* de un morfis-
mo f : U — V con el siguiente diagrama:

Vv
f* = (evv ® ZdU*)(Zdv* ® f & ZdU*)(Zdv* & (Sv)

En una categoria tensorial estricta, podemos abstraer la nocion de dualidad de
la siguiente forma:

Definicién 5.3. Sea (C, ®, e) una categoria tensorial estricta. Una categoria ten-
sorial posee dualidad a izquierda si para cada objeto V., V € C existe un objeto
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V* e C y morfismos by y dy de C tales que:

by ;e = VRV y dy: V'V —e,

tal que:
(idv ® dv)(bv ® Zdv) = idv Yy (dv & Zdv*)(ldv* X bv) = idv*.

Los morfismos by : e = V@ V*ydy : V¥ ®V — e son representados por los
graficos:

NIV

by dy

Las anteriores definiciones generalizan las propiedades usuales de dualidad en la
categoria de los espacios vectoriales de dimensién finita. Esto se verifica en la
siguiente proposicion.

Proposicion 5.4. Sea C una categoria tensorial estricta con dualidad a izquierda.
Entonces si f -V — W yg:U — V son morfismos de C tenemos (fog)* = g*o f*
y (idy)* = idy« para todo objeto V.

Demostracion. Usando el calculo grafico tenemos que

.

o G l0y LY 7

pIR

.
% - 1w
g~ o [7
W e
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Para ver que (idy)* = idy-, se usan las definiciones de la transpuesta de idy y la
definicién de categoria con dualidad a izquierda tenemos, asi tenemos:

(Zdv)* = (dv & Zdv*) o (Zdv* & idv & Zdv*) o (Zdv* & bv)
= (dv ® Zdv*) o (Zdv* ® bv)

O

La nocién de dualidad a derecha, se obtiene del siguiente modo: una categoria
tensorial estricta (C, ®, e) se dice que es una categoria con dualidad a derecha si
para cada objeto V' de C existe un objeto *V y morfismos

by e =>"VRV y d,: V'V —e,
en la categoria, tal que:

(& @ idy)(idy @ B,) = idy v (idey @ dy)(by @ idey) = id-y.

Podemos definir la transpuesta a derecha de f, “*f” andlogo a f*:

En categorias generales la dualidad por derecha es distinta al dualidad izquierda,
sin embargo cuando en una categoria C se tiene dualidad a derecha e izquierda
se dice que C es autonoma. En este caso, existen isomorfismos tales que:

WV V)

para todo objeto V en C. Ver [BJO1].

6. Categorias trenzadas

Consideraremos algunas extensiones de las categorias tensoriales. La primera
de ellas, es la de categoria tensorial simétrica. Una categoria tensorial simétri-
ca es una categorfa donde el producto tensorial no solo es asociativo (salvo
isomorfismos), sino que ademds es simétrico, salvo un isomorfismo natural c,
Cap 0 ®D=D® a, tal que el siguiente diagrama conmuta:
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a®b

\ch
Ca,b a®b
b®a

Asi como se generalizo la idea de asociatividad se desea generalizar la nocién de
simetria para ello definimos la nocién de trenza.

Definicién 6.1. Una trenza para una categoria tensorial (B, ®, e, a,l,r) consiste
de una familia de isomorfismos naturales:

Cap:0Rb=EDR®a, paraa,beb.

tales que los siguientes diagramas hexagonales conmuten para todo objeto U, W,V
en B.

CU,V W

U(VeW) — (VeoW)eU

ay,w,U
ay,v,w

/i

UeV)® Ve (WeUl)

CULV idyy

idy Rcy,w

/N
A

ayv.uw

Vel oW XN ve (U W)

CUQV,W

UeV)eW X we UeV)

—1
Yw,u,v
—1
Yy v,w

U (VeW) Wel)eV

A
/

idy Qcy,w

/
A

cu,w ®idy,
-1
Yy,w,v

UaWeV) 2% UeW)eV

Definicién 6.2. Una categoria tensorial trenzada (B, ®,e,a,l, 7, ¢) es una cate-
goria tensorial, con una trenza c.
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Ejemplos de categorias trenzadas son Vec(k) con el producto tensorial de los
espacios vectoriales, y el isomorfismo natural A ® B =~ B ® A como trenza, otro
ejemplo es la categoria 7 con la trenza ¢, ,, : [n] ® [m]| = [m]® [n] € Obj(T) para
objetos en Obj(7), dada por:

n

PN

— ~__

n m

Si nos basamos en el ultimo ejemplo tenemos que para una categoria tensorial
trenzada, con una trenza c, podemos representar a cy, y a c‘_/’lw, respectivamente,
con los siguientes diagramas:

V

De la definicién de trenza tenemos las siguientes relaciones:

VoW VoW
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Si aplicamos este célculo gréfico a la categoria Vecy(k), podemos relacionar los
morfismo X y X_ con morfismos cyw y c‘_/}W talesque cyw : VW - WV

y ¢y : W@V — V @W. Pero para poder identificar X, y X_ con cyw v ¢y,
respectivamente, sin temor a generar inconsistencias se necesita que cy,w y c‘_/lW
cumplan las condiciones andlogas a la de entrelazados, ver Teorema (3.2).

VeV
c ¢ /
“/> C <\
La primera gréfica nos dice que coc™! = ¢t o ¢ = idygy. La segunda grafica

afirma que

(wa@id(])(idv®CUﬁw)(CUﬁv®Z’dw) = (Z'dw®CUﬁv)(CUﬁw®idv)(2’dU®Cv7w). (12)

En el caso ¢ = cyy esta relacién es llamada la ecuacion de Yang-Baxter. Un
automorfismo ¢, ¢ : V@V — V @ V es una solucién de la ecuacion de Yang-
Baxter si satisface la siguiente ecuacién:

(c®idy)(idy ® ¢)(c ®idy) = (idy ® ¢)(c @ idy)(idy®) (13)

7. Categorias de cintas

Las categorias simétricas tienen la propiedad que cyw o cwy = idyw, esto nos
permite definir dualidad a derecha con ayuda de la trenza y la dualidad a izquierda
de la siguiente forma:

blv = CV,V* o bV /V = dv o CV,V*- (14)

Es decir, una categoria tensorial simétrica con dualidad a izquierda [ respecti-
vamente a derecha] inmediatamente tengo dualidad a derecha, [ respectivamente
a izquierda] con lo cual la categoria es auténoma. Esta propiedad se puede ver
graficamente como:
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N
S S

En categorias trenzadas, no simétricas, tenemos que ¢® # id; es decir, no nece-
sariamente las ecuaciones (14) nos garantizan una dualidad. Para poder extender
estas ideas de dualidad introduciremos los entrelazados enmarcados (framed
tangles) también llamados entrelazados de cintas (ribbon tangles). Una cinta
es la imagen homeomorfica de un rectdngulo de R? en R? x [0, 1] con dos bordes
en O(R? x [0,1]) = (R? x {0}) U (R? x {1}), a estos bordes los llamaremos las
bases de la cinta. En una cinta, cuando sea necesario, se distinguira cada una de
las dos caras, se dibujara una cara con blanco y la otra con negro. También se
consideraran imagenes homeomorficas de anillos, (en lugar de rectangulos) que
llamaremos enlaces enmarcados, los cuales también tienen caras que se pueden
distinguir una de la otra, dibujandolas en blanco y negro.

D

Definicién 7.1. Un entrelazado enmarcado, es la clase de isotopia de una union
de cintas y enlaces enmarcados en R? x [0,1], los cuales no se interceptan.

Los entrelazados enmarcados forman una categoria tensorial estricta con dualidad
a izquierda, que denotaremos por M. La categoria M se define como se definié la
categoria 7 de los entrelazados orientados. Los objetos de M son los objetos de
T, los morfismos de M son las clases de isotopia de los entrelazados enmarcados
orientados. La composicion, la unidad, el producto tensorial son andlogos a como
se defini6 en 7 . La trenza c, ., es definida por:

n m

N

\/ \/
n m

Para describir la dualidad a izquierda, sea ¢ un objeto de M explicitamente
e = (e1,...,&,) una sucesion de signos ‘+’ mas o ‘-> menos. Definimos el objeto
dual por la sucesiéon e = (—¢,,...,—&1). Las funciones b. : ) — (e ®¢e*) y
de : (¢* ®¢e) — 0 son entrelazados enmarcados representados por las siguientes
figuras:
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Para cada elemento € € Obj(M) definiremos el twist de £ que denotaremos por
0-, 0. 1 € — € asi: si € = (+), 04 es la cinta orientada hacia abajo representada
por:

0(+)

El inverso de 04, 9(11) esta dado por la cinta con direccién hacia abajo

—1 —1
0 0

Para definir el twist, en general, sea ¢ una sucesion de longitud n entonces 6.
es obtenido torciendo el plano, que contiene las n cintas, un angulo de 27, la
direccién de cada una de las cintas resultantes estda dada por los signos de la
sucesion €. Mas formalmente usando el hecho que £ también se puede escribir
como e =61 Q- Qée,, donde g;, i = 1,...,n, n > 2 son signos més [+| o menos
[-]. Sin = 2 definimos 0.,5:, = ¢, e, ©0c, @0, 0., ,, inductivamente se define el
twist de cualquier sucesion € de longitud n > 2. Como un ejemplo del twist para
un elemento ¢ € M de longitud 2, 6. es de la forma:
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Usando la trenza y el twist, podemos definir morfismos b, : ) — c* @ e y d. :
£ ®e* — () para todo objeto € de M por:

de G —X
=
CEE* CEVEV ) = di-
Oc id! | T

= (idex ® 0:)Ce b d. = d.cco+ (0. ®@id.+)

Definicién 7.2. Sea (R, ®, ¢, e) una categoria tensorial trenzada con dualidad a
1zquierda.

(a) Un twist es una familia {0y : V — V}veonr) de isomorfismos naturales tal
que el siguiente diagrama conmuta.

Voew 2 wev

Ovew l l Ow R0y

Voaw 2 wev

para todo V,W en R. Ademds

(b)
Oy = (Ov)*
para todo V en R.
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Como el twist es un isomorfismo natural tenemos para todo morfismo
f € Homg(V,W) la propiedad 0w f = f6y. Usando el célculo grafico podemos
representar las relaciones de esta definicién como

HLO_I\OO L CVW 0
Pl e A gk

CWV

Ovew = CV,WQW ® Ovew,y Oy = (Oy)*

Definicién 7.3. Una categoria cinta (R, ®,¢,0,€) es una categoria tensorial es-
tricta trenzada con dualidad izquierda y con un twist 6.

Al igual que en la categoria de los entrelazados enmarcados, para una categoria
cinta podemos definir morfismos 0, :e = V* @ V y di, : V® V* — e para cada
objeto V' € R mediante:

= (Zdv* ® ev)va* bv dlv = dVCV,V* (9\/ & Zdv*)

Como es de esperarse, estos morfismos serdan representados por:

\_

v, d,

Proposicion 7.4. Los morfismo U, y di,, nos proporcionan una dualidad a
derecha; es decir

(dy ®@idy)(idy @ by,) = idy

Para una demostracion vea en [Kas95].

163



MEMORIAS XV ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y III DE ARITMETICA

8. Traza y dimension

En los espacios vectoriales de dimensién finita las funciones evaluacion y
coevaluacion, permiten definir el concepto de traza y de dimensién, los cuales
se generalizaran a otras categorias del siguiente modo:

Proposicion 8.1. Sea f : V — V una funcion lineal. Entonces la traza de f es
tqual a la composicion de las funciones

Sy f®idy = evy

k Vo Z yevs 2 vrgy

Generalizando el concepto de traza de la categoria de los espacios vectoriales,
tenemos la siguiente definicion.

Definicién 8.2. Sea C una categoria de cintas con unidad e. Para todo objeto V
de C y todo endomorfismo f de C, denotamos por try(f) la traza cudntica de f,
como al elemento, tr,(f) = di,(f ® idy«)by = dycyy-(0v f @ idy-)by € End(e),
donde End(e), es el conjunto de los endomorfismos del elemento unidad e de R.
El conjunto End(e) es un monoide. La traza cudntica la podemos ver también
como:

by Oy f®’idv*

Cy,v* d
VeV Xy — oy —

Que es andlogo a la ecuacién de la proposicién (8.1). Usando calculo grafico
podemos representar la traza cuantica como:

La dimensién de un objeto se puede definir usando la traza cuantica asi: sea
C una categoria de cintas. Para todo objeto V de C la dimensién cuantica que
denotamos como dimy(V) como el elemento dim,(V) = tr,(idy) = di, by, del
monoide End(e).

Esta definicion y la anterior coinciden con las definiciones usuales de traza y de
dimension, en la categoria de los espacios vectoriales de dimensién finita, como
era de esperarse.
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9. Invariantes de Reshetikhin y Turaev

Todo lo anteriormente expuesto en este trabajo nos permite trasladar funtorial-
mente es decir via un funtor F': R — M morfismos f de una categoria de cinta
R a morfismos F(f) en la categoria de los entrelazados enmarcados orientados

M.

Una pregunta natural es, si los conjuntos de morfismos (en una categoria de cinta
R) correspondientes a entrelazados isotépicos (de la categoria M) son iguales.
Este problema fue resuelto por Reshetikhin y Turaev en [RT90], también puede
verse en,|Tur94].

Para establecer los resultados de Reshetikhin Turaev se necesitan las siguientes
consideraciones. Sea C una categoria de cintas con unidad e, fijemos objetos
Vi,...,V, en C y consideremos todas las posibles expresiones de la forma

X=Ve(("eWMeV)eVye ("ol V) --) (1)

donde tomamos el producto tensorial de Vi, ..., V,, un numero arbitrario de veces,
también se permiten repeticiones.

A cada expresion X se le asignara una sucesion F'(X) de flechas con nombres
propios, por la siguiente regla: al objeto **V** se le asigna T V si el total de
numero de estrellas es impar, y | V si este es par. Todos los [ son ignorados. Por
ejemplo para el elemento (15) le asignamos

Vil Ve ViTVs [ VaT Vol Vs

Para dos expresiones X; y X, considere todos los morfismos ¢ : X7 — X, que
se pueden obtener como composicién de los morfismos elementales o', [*1, r* y
b, d, V', d', 0 (para cada uno de los cuales se tiene un entrelazado enmarcado ya
asignado) con un numero finito de otros morfismos de C. A cada composicién de
morfismos ¢ : X; — Xy le asignaremos un entrelazado enmarcado G = F(p) €
M asi: tanto la base inferior y superior de GG son sucesiones de signos ‘+v,” o ‘—y;’
1 =1,...,n, es decir, signos mas o menos etiquetados por los V;, estos signos estan
dados por la sucesion de flechas asignadas anteriormente (Vea definicién (1.3)).
Los morfismos f : V; — V; corresponden a cintas planas, etiquetadas (cada
etiqueta la consideraremos un color) con la letra f, cuyas bases estdn dadas
como en el caso anterior. Como la categoria R la podemos considerar tensorial
estricta, es natural asignar a los morfismos «, [, r el entrelazado enmarcado vacio,
y aplicando las reglas del calculo gréafico desarrollado se puede enunciar el siguiente
resultado, que es la relaciéon mas importante que estableceremos en este capitulo
y que es debida a Turaev y Reshetikhin.
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Teorema 9.1. (Reshetikhin-Turaev [RT90]). Los morfismos ¢ (definidos arriba)
dependen unicamente de la clase de isotopia del entrelazado enmarcado F(p),
es decir, si F'(¢1) y F(p2) son isotépicos como entrelazados enmarcados en M
entonces Y1 = Pa.

El Teorema anterior es usado en su forma contrareciproca, para generar inva-
riantes de enlaces, es decir, si los morfismos de la categoria de cintas, asociados a
ciertos entrelazados, son distintos, entonces los entrelazados no son equivalente-
mente isotopicos. Estos invariantes son llamados los invariantes de Reshetikhin-
Turaev. Algunos ejemplos de categorias de cintas, con las que se generan in-
variantes de este tipo son: la categoria de representaciones finitas de los grupos
cuanticos, los invariantes para este caso son funciones racionales, en cierta inde-
terminada. La categoria de los espacios vectoriales de dimension finita sobre un
cuerpo k también es una categoria tensorial, los invariantes son elementos del
cuerpo k.

Del Teorema anterior se desprende un Corolario que nos indica explicitamente
como encontrar invariantes de nudos de una categoria de cintas.

Corolario 9.2. Sea R una categoria de cintas y V un objeto de R. Entonces
existe un unico funtor tensorial estricto Fy de la categoria de los entrelazados
enmarcados M a la categoria R que preserva el elemento trenza, la dualidad
izquierda y el twist, tal que F(+) =V, F_y =V".

Este Teorema produce invariantes isotopicos de enlaces enmarcados con valores
en el conjunto de endomorfismos de la unidad Fy () de la categoria R, dado que
los enlaces enmarcados son endomorfismos de la unidad (la unidad de M es ()
en la categoria M. El invariante puede calcularse usando el siguiente algoritmo:
Tome un diagrama plano D del enlace enmarcado L, D es obtenido por la com-
posicién y el producto tensorial de |T, X, U, N y el twist. Para obtener Fy (L)
se reemplaza (de acuerdo con el diagrama D de L) [T, X;,U,N y el twist, por
tdy,idy«,Cyy, by, dy y 0, respectivamente.

La categoria de los entrelazados orientados 7, también es una categoria de cintas.
La diferencia entre 7 y la categoria de los entrelazados enmarcados M es que
0(+) € Hom(T) corresponde a id(+y en 7. El twist en la categoria 7 en general
puede obtenerse usando la definicién (7.2). Podemos obtener un Corolario como
el anterior para 7 agregando la hipotesis 0y = idy a la categoria R.
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