Do0Ss FUNCIONES EULERIANAS

Rafael Angarita Cervantes Orlando Barrios Bustillo
Estudiante Universidad Pedagdgica Nacional — FEstudiante Universidad Pedagdgica Nacional
Bogota D.C, Colombia Bogota D.C., Colombia

ayhombeyguepaje@hotmail.com orlando.barrios@web.de

1. Funcion Gamma

Adrian Maria Legendre (1752-1833) propuso, en 1814, llamar Funcion Gamma
y representar con la letra correspondiente, I', a una funcion que habia sido in-
troducida por primera vez en una carta que escribié Leonard Euler (1707-1783)
a Christian Goldbach (1690-1764) en el ano 1729. Euler la defini6 en forma in-
finitesimal como limite de una expresién discreta.

n!n®
F(e) :nh—{go (z+1)(z+2) - (xr+n) (1)

Es una de las funciones no elementales mas importantes del andlisis matematico.
Se encuentra relacionada con varias consideraciones practicas y tedricas en fisica,
ingenieria y estadistica. La representacién moderna de la funcion Gamma para
un valor a > 0 esta dado por

[a) = /000 et dt (2)

La extensién para enteros negativos se tiene con

[(a) = IMNoa+k+1) (3)

ala+1)(a+2)---(a+k)
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1.1. Propiedades

IFla+1) =a! Para cualquier nimero natural a.
1 = T\ = 1 1
=z’ 1+ —)en para y=lm(1l+—=-+---+——1In(n
T (G B Y (O ),

(Constante de Euler)

Entre otras.

2. Funcién Beta
La llamada Funcién Beta de Euler, es una expresiéon integral de la forma

B(m,n) = /0 2" N1 —2)"  da (4)

y tiene, entre otras particularidades, la de estar relacionada con la funcion gamma
de una forma que resulta extremadamente 1til a la hora de demostrar algunas de
sus propiedades basicas. Admite diversas expresiones, por ejemplo

jus

B(m,n) = 2/2 sen®™ "1 0 cos® 1 0 df (5)
0

Con la cual se facilita el célculo de algunas integrales trigonométricas, como por
ejemplo, las integrales definidas

us

2
/ sen“tdt,y
0
2
/ cos“ tdt,
0

Que, usando (5), son idénticas a las funciones

1 a+1 1 1 1 a+1
_B [P :_B a’ o |
2 2 2 2 2 2
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Que también pueden ser expresadas en términos de la funciéon gamma

«
/ senatdt:/ (:os‘“talt:ﬁi2
0 0

")

2.1. Propiedades

[(m)I'(n)
B(m.n) = I'(m +n)
B(m,n) = B(n,m)
B(m,n)B(m+ n, k) = B(m,k)B(n+ k,m) = B(k,m)B(m+ k,n)
B(mi, ma)B(my + ma,m3) -+ - B(my +ma +ms + -+ mp_1,m,) =

['(mq)L(mg) --- T'(my,)
L(my +my + - +my)

3. Diferenciacion e Integracion de Orden
Fraccionario

Por 1ltimo, una de las aplicaciones mas interesantes de la funcién gamma, es que
permite generalizar los conceptos de diferenciacion e integracion.

Definamos

R = [ s dn i) = [ R
y en general

Fo(x) = / " Fuiy) dy

Que representa la n-ésima integral de la funcién f(y) entre 0 y x, Es equivalente
a tener

Fn(x):/ox%f(t) it — ﬁ/ox(x—t)”‘lf(t) dt.
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Si denotamos con D el operador de diferenciacién y con D~! el operador

[
0

Que es el inverso de la diferenciacién, podemos escribir
F(z) =D f(x).

Permitiendo definir el operador D~!7 para cualquier nimero real. Asi, la integral
de orden gamma de la funcién f(z) entre los limites 0 y x esta dada por la
expresion

D f(x) = ﬁ / £ () de (6)

De igual forma, se define la derivada de orden 7-ésimo, simbolizandolo con D7 .
Sea m el menor numero entero mayor que k, tal que kK = m —p, donde 0 < p < 1.
Entonces

DFf(a) = DD f () = - ﬁ / P () dt.

De igual forma, es valido afirmar que

DFf(z) = D? D™ f(x) = ﬁ / " — P (8) dt.

Estas igualdades tienen sentido si la funcién f(t) tiene derivada continua de orden
m-ésimo.
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