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Resumen

Se indaga sobre la geometria afin del A-dodecaedro, uno de los 92 poliedros
convexos (no uniformes) de caras regulares mixtas. Es un 12-edro con
simetria central y un eje de simetria, de cuatro caras cuadradas en su zona
ecuatorial y cuatro caras triangulares en cada polo (Ver Figura 1), cuyas
propiedades descriptivas son tabuladas en una matriz A de orden 2 x 5. Su
imagen automorfa afin es el A-dodecaedro afin (Ver Figura 2), considerado
estratégicamente como una esfera respecto a una norma sobre R?’, con-
cebida para unificar y estudiar la geometria del sélido. También, ademas
de obtener su representacion cartesiana, se describe la estereometria del
12-edro afin.

Introducciéon

Se dice que un poliedro es uniforme si todas sus caras son poligonos regulares (no
necesariamente de la misma especie) y todos los vértices son congruentes. Ademés
de las dos familias de prismas y antiprismas (o prismas oblicuos, o prismatoides o
prismoides) de caras regulares, hay 18 poliedros convexos uniformes, a saber, los
cinco solidos platonicos y los trece sélidos arquimedianos. En total, 20 poliedros
convexos uniformes ([3] pp. 148 - 151; [5] pp. 147 - 149; [6] pp. 187 - 188).

Sin embargo, en general y de acuerdo a V. A. Zalgaller ([11] y N.W. Johnson,
existen 92 poliedros convexos de caras regulares no necesariamente de la misma
especie, ademds de los 20 poliedros anteriores ([7] pp. 24 - 27). Uno de tales
poliedros es el A-dodecaedro (a falta de nombre llamado asi en el presente doc-
umento), cuyas propiedades descriptivas estan tabuladas en una matriz A de
orden 2 x 5 (Ver 1.2.1 y definicién 1.2). Es un 12-edro convexo con simetria cen-
tral y un eje de simetria, de cuatro caras cuadradas y ocho caras triangulares
(Ver Figura 1).
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Su geometria atiin se encuentra en un letargo clasico y anejo, razén por la cual,
en el presente trabajo, acometeremos un estudio novedoso y sistematico del
poliedro, enmarcado en una trama matematica de algebra lineal, analisis con-
vexo y topologia, que potencializa, unifica y clarifica su geometria afin.

En efecto, se indaga sobre el A-dodecaedro afin (Ver Figura 2), la imagen auto-
morfa afin del A-dodecaedro, considerdandolo metodolégicamente como una esfera
respecto a una norma sobre R® (Lema 2.1). Dicha norma y la combinacién li-
neal promedio de los vértices (Lema 1.5) flexibiliza la geometria del 12-edro afin,
obteniéndose para él una representacién cartesiana reducida (Teoremas 2.2, 3.1
y Corolario 4.1).

Finalmente, utilizando un importante resultado del algebra lineal (ignorado en
nuestro medio), segin el cual se correlaciona el volumen de un sélido y el de su
imagen automorfa afin, se describe la estereometria mas importante del
A-dodecaedro afin (Teorema 5.1).

Denotaremos con letra maytscula los puntos de R?, su producto interior usual
por un punto - y el producto vectorial mediante una cruz x.

Los lemas 1.5 y 2.1, los teoremas 2.2, 3.1 y 5.1, como el corolario 4.1, consigna-
dos en la presente investigacion son originales. Constituyen aportes concebidos y
demostrados por el autor.

1. Un dodecaedro de caras
regulares mixtas

1.1. Descripcién del poliedro

Consideremos el dodecaedro convexo de caras regulares mixtas, vértices V1, ..., Vi,

y centro
1
G ==(V.+ V! 1=1,...,5, 1.1.1
9 % i+5
dispuestos como en la Figura 1.

Utilizando la simbologfa consignada en el libro de Robert Williams ([10] p. 61),
entonces el poliedro tiene las siguientes propiedades descriptivas,
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Fs Fy V4 E4_4 Es_4
8 4 0 4 8

donde F, V y E son las iniciales de las palabras inglesas face (cara), vertex (vértice)
y edge (arista). En esta notacién los enteros de la segunda fila denotan: 8 caras
triangulares (equildteras), 4 caras cuadradas, 10 vértices con 4 aristas, 4 aristas
comunes a caras cuadradas, 8 aristas comunes a caras triangulares y cuadradas,
respectivamente.

10
1
Figura 1: El A-dodecaedro de centro G’ = 5(\/'; +Vis),i=1,...,5
Fuente: El Autor
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1.2. Definicién

Por esto, interpretando sus columnas como anteriormente, la matriz

~ (F3 Fy V4 Eqy Es_y
=Y 121

describe, de manera completa y genérica, el dodecaedro de la Figura 1, el cual
llamaremos el A-dodecaedro.

1.3. Tlustracion

A continuacion se dan los vértices de un Lambda-dodecaedro de centro el origen
0 y arista 2,

vll = (_17_17_1) ) v/2: (17_17_1) ’
Ve =(1,1,-1 =(-1,1,-1
f’(”) ’ 1=CLL=D (1.3.1)
Vi=(—v2-1,00)
Vis , i=1,...,5,
dispuestos como en la Figura 1, donde Vi,...,Vy, Vi s = =V i=1,...,4, son
los vértices del cubo de Edmund Hess de centro 0 y arista 2 ([4] p. 52).
Si 015 = £V 0 V, entonces
Vi-Vi=1 y V-V, =||Vill |Vs]| cosbia = 3cos b,
expresiones que implican
1
cos B9 = 3 (1.3.2)

1.4. Definicién

Un A-dodecaedro afin es la imagen de un A-dodecaedro bajo un automorfismo
afin de R? (Ver Figura 2).

En el siguiente lema se expresa explicitamente cada vértice del A-dodecaedro
como una combinacion lineal promedio (la suma de cuyos coeficientes es uno) del
centro y tres vértices fijos.
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1.5. Lema

Sea V] ... V], un A-dodecaedro de centro G’ dado en (1.1.1), y vértices dispuestos
como en la figura 1. Entonces

(V) =V, =V, +V

14+ v2

Vi=2G'"-V,_, | i=6,T8, (1.5.1)
Vo =2G' -V +V, -V, |

1++2
\V’IO:G’JF 5

(Ve = V1)

Demostracién. Puesto que V7 ...V’ es un cuadrado, entonces sus lados opuestos
son iguales y paralelos, tal como se indica en la primera ecuacién de (1.5.1).

Teniendo presente que los puntos Vi,..., V), Vi . =2G/—V; i=1,...,4,son
los vértices de un cubo de centro G/ y circunradio R, entonces por el Teorema
del Coseno aplicado al tridngulo isosceles Vi G’ V5,

4
I?=R*+R?* - 2R?cos by = 3 R? (Por (1.3.2)),

o bien,
2v/3
_ B
3
donde [ es la arista del A-dodecaedro. Se sigue para la diagonal d del cuadrado
Vi V), VI Vg (esto es, de las caras cuadradas del A-dodecaedro) la expresién

l (1.5.2)

d= 2\/6 R (1.5.3)

Ahora, dado que los cuatro tridngulos en Vi y Vi, = 2G' — VL son equilédteros
(Ver Figura 1), entonces las pirdmides regulares que determinan tienen como
bases dos caras opuestas del mencionado cubo, cuyos centros son las proyecciones
ortogonales (sobre dichas caras) de sus épices Vi y Vi . Por esto la recta a través
de éstos dos puntos, es un eje de simetria comin del cubo y el A-dodecaedro. Y
por ende, los vectores Vi — Vi, y Vi — G’ son paralelos y del mismo sentido, es
decir, existe un escalar t > 0 tal que

VLG = (V) — V) (1.5.4)
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De este modo, si C es el centro del cuadrado V] V; V. Vi (la base de la pirdmide
de dpice Vi) entonces por el Teorema de Pitdgoras aplicado al tridngulo rectdngulo

Vi CVy |
d 2
CViy /12— | =
5 [ (2) )
esto es, segun (1.5.2) y (1.5.3),

CV/=—R (1.5.5)

<&

razén por la cual
l 3
VL — Q| = §+CV§,:\§(1+\/§)R

De aqui, al tomar norma en ambos miembros de (1.5.4), hallamos

V3

S (L V2)R=t||V} = V3| =1t,

lo que implica, a la luz de (1.5.2) |

t=——,
y por ende,
V= Q' 12—&(\/3 —Vy)
Las demés combinaciones lineales promedio para Vg, ..., V], en (1.5.1) resultan
de (1.1.1),

teniendo en mente las correspondientes combinaciones lineales promedio de V y
!
V5.
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2. Geometriay Topologia del A-Dodecaedro afin

2.1. Lema

Sia > 0y A, B, Cson vectores linealmente independientes en R?, entonces la
funcién ¢ : R? — R representada por

o(X) = max{aQA.Xy +B-X|) +]C- X, [A-X| + ]B~X[} (2.1.1)

para todo X € R3, es una norma sobre R3.

Demostracion. Siendo a > 0 y el valor absoluto una funcién no negativa, la
afirmacion ¢(X) = 0 es equivalente al sistema de ecuaciones lineales

A-X=0 , B-X=0 , C.X=0 |,

para el cual det(A, B, C) # 0 por ser A, B y C linealmente independientes. La
solucion tunica del sistema es, por tanto, X = 0.

La propiedad ¢(AX) = |[A|p(X), A es un escalar, es inmediata de la misma rep-
resentacion de ¢ en (2.1.1). Ademés, por la desigualdad triangular

a{JA- X+ V)| +[B- (X+Y)|} +]C- (X+ V)| < {a(la-X| +B-X]) +|C-X|}

+ {{a(A- Y[+ [B- Y]) +1CY b} < ¢(X) + (Y) (Por (2.1.1)) ,

[A-(X+Y)[+[B-X+Y)[ <(JA-X[+[B-X]) + (|A-Y[+[B-Y])
<eX)+o(Y)  (Por (2.1.1)) ,

relaciones que implican
P(X+Y) < p(X) +p(Y)

Concluimos que ¢ es una norma sobre R3.
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2.2. Teorema

Sean A, B y C vectores en R3. tales que
A =det(A,B,C) #0 y A-C=B-C=0 (2.2.1)

Sir >0y G es un vector de R?, hagamos

p

.
_ _ -2
Vl—G+AA><C+<2 Dricle
T
-2
Va= G+ TAXC- <\/§ 1)7«ch ¢
T
Vo= G+1BxC <\/§ 1)7«1101120 , (2.2.2)
V4—G+TB><C+<\/§ Dricle
V5:G+THCH 2C s y
\Vi+5:2G—Vi s 221,,5

Si ¢ es la norma sobre R? representada en (2.1.1) con
a=2-v2 |,

entonces S,[G], la esfera cerrada de centro G y radio r, respecto a ¢, es un
Lambda-dodecaedro afin macizo y cerrado, de centro G y vértices Vi,...,Vyg
dispuestos como en la Figura 2, con las siguientes caracteristicas

(i) Vi...Vy4 V4 V3V6 V7 (v sus opuestas respecto a G) son caras rectangulares

A —
del poliedro, por lo cual la recta V5 Vg es un eje de simetria del mismo, y asi el
paralelepipedo V...V, Vg...Vy de centro

1
G:§(VZ+V,+5) s izl,...,4,
tiene rectangulares las cuatro caras laterales paralelas a dicho eje

(ii) El paralelogramo ViV, V7 Vg (y su opuesto respecto a G) es un rectdngulo
(esto es, Vi...V4Vg... Vg es un ortoedro), si y solo si ||A|| = ||B]|

(iii) Los planos faciales del poliedro tienen las siguientes representaciones. Las
caras (tridngulos y rectédngulos)

{Vl...V4 s V3V6V7V4 ,V1V4V5 ’ (223)

VaV7 Vs | V7 Vg Vs , Vg Vi Vs |
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Vio

Figura 2: G +¢~'([0,7]) es un A-dodecaedro afin de centro G, para cada r > 0
Fuente: El Autor

estan en los planos

(A-B)- (X-=G)=r , (A+B)-X-G)=r
(aA—aB+C)- (X-G)=r , (tA+aB+C)-X-G)=r , (2.24)
(—aA+aB+C)- X—-G)=r , (—aA—aB+C)- X-G)=r,

respectivamente.

Los planos faciales de sus correspondientes caras opuestas (y paralelas) respecto
a G, tienen representaciones de la misma forma anterior, cambiando r por —r.
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Demostracion. Aplicando propiedades de los determinantes y la relacién
(AxB)x (CxD)=(AxB-D)C— (A xB-C)D, encontramos que

23
det(Vl—G,VQ—G,Vg—G):%(\/5—1)#0,

teniendo presente (2.2.1); es decir, G, Vi, Vay, V3 son afin mente independientes
en R3, lo mismo que G, V] ,V,, , V} en el A-dodecaedro de la Figura 1 (de hecho
no degenerado).

Por tanto existe un unico automorfismo afin f : R® — R3 tal que
fGY=G,  f(Vi)=Vi, k=123 (2.2.5)
([2] p. 429; [8] p. 8).

Puede verificarse que los puntos Vy,..., Vi definidos en (2.2.2) son combina-
ciones lineales promedio de G, Vi, V,, V3, analogas a las correspondientes en
(1.5.1). Por tanto, se sigue de (1.5.1) y (2.2.5) que

f(vy) =V, , ,io=1,...,10,

dado que f preserva tales combinaciones. Se sigue, de acuerdo a la definicién 1.4,
que Vi ...Vig es un A-dodecaedro afin de centro G y vértices dispuestos como se
muestra en la Figura 2.

A continuacién trataremos con los planos faciales de Vy ... Vjg:

(A—B)-(Vi—G)=(A-B)- {%A x C+ (V2 -1)r|C|? c} (Por (2.2.2))

— —%B AXC (Por (2.2.1))

T T
=X det(B, A, C) = x det(A, B, C) =r

Andlogamente se prueba que los vértices Vs, V3, V4  satisfacen
(A —B)- (X —G) = r. Procediendo de este modo y segin (2.2.2), se demuestra
que las caras (2.2.3) del dodecaedro estén, respectivamente, en los planos dados
en (2.2.4). Similarmente para los planos faciales de sus caras opuestas.

Consideremos ahora el dodecaedro Vi ...Vig como un sélido macizo cerrado €,
esto es,
¢ = COHV{Vl e vlo} s
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la envolvente convexa de sus vértices ( [8] p. 158 Theorem 17,2; p.12 Corollary
2.3.1). Siendo cada X en € una combinacién convexa de la forma

10 5 5 5
X=2 4Vi=) NVit D s Vis =) AV,
j=1 j=1 j=1 j=1

+ i )\j+5 (2G — VJ) (POI" (222))

= N{(V; =G+ G} =D N {(V; - G) - G}
=G+ (N = As)(V,; = G),

donde
M+ ...+ Ao=1 y cada N\ >0 ,

se desprende

(X—G)~A:7"{()\3—)\8)—1-()\4—)\9)} s

(X=G)-B=r{—(M =) — (A2 — A7)} ,

(X=G)-C=r{(v2=1)[(A = Xs) = (ha — A7) = (A3 — Ag)]
+(A— Ag) + (A5 — Ao)}

(2.2.6)

expresiones, que de acuerdo a la desigualdad triangular, arrojan

af|]A-(X=G)|+[B-(X=G)[} +]C-(X-G)
< a{T(’)\g - )\8’ + ’)\4 - )\9’) +7"(’)\1 - )\6’ + ’)\2 — )\7’)}
+r{(1 = a)(|A1 = As| + [X2 = A7| + [A3 = Ag| + |As — Xo) + [ A5 — Aol }

4 4
= {a 015 = Avasl + (1= a) 30y = A+ s = ol

j=1 j=1

5
:Tz’)\j—)\j+5!Sr()\1+...+)\10):7« ’
7=1
y

4 5
A-(X=G)|+[B-(X=G)| <7 > IN=Xjsl <7 Y IN=Ajgs| S r(Aat . Adao) =75

J=1 J=1
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y por ende, a la luz de (2.1.1), o(X — G) < 7, esto es, € C S, [G] la esfera cerrada
de centro G y radio r respecto a la norma .

Por ser ¢(X — G) una funcién real convexa, propia y cerrada, para todo X € R3,
entonces

Fr(S,[G]) = {X e R¥jp(X - G) =1}
( [8] p- 59, Corollary 7.6.1).

Si X € conv{Vy,...,V,} C € existen \j,..., Ay no negativos, Ay + ...+ A\ = 1,
tales que
X=MVi+...+MVi+0Vs5+...+0Vyg ,

reduciéndose las expresiones en (2.2.6) a

(X=G)-A=r(A3+ ) , (X—=G)-B=—=r(Ar+X) ,
(X—G)'C:(1—@)7’()\1—)\2—)\3+)\4) s
lo que implica
aflA-(X=G)[+[B-(X-G)[} +|C- (X -G
= a(r|As + M| + 7M1 + A2]) + (1 —a)r| A — Ao — Ag + A\

:CLT()\1+...+)\4)+(1—CL)7”)\1—)\2—)\34-)\4’
=ar+(1—a)rlhi— X=X+ M <ar+Q—a)yr(M+...+X\) =1,

A-X=G)|+B-X=G)|=r(M+...+ ) =71
por lo cual, segin (2.1.1),
o(X=G)=r y conv{Vy,...,Vu} C Fr(S,[G])

Asi, utilizando (2.2.6) en general se prueba que todas las caras de € estdn con-
tenidas en la frontera de S,[G]. Por tanto

¢CS, Gy Fr(e) CFr(S,[qQ)) (2.2.7)

Si X € S,[G] ~ € entonces X es un punto interior de R ~ € por ser € cerrado, y
el segmento GX C S, [G] interseca a Fr(€) en un punto P entre G y X ( por ser €
un poliedro convexo), esto es, P in int (S,[G]) ([8] p. 45 Theorem 6.1) y ademds
por (2.2.7) P € F,(S,[G]) lo cual es imposible. Asi que S,[G] C €.

Teniendo presentes (2.2.1) y (2.2.2) obtenemos

(V4—V1)'(V2—V1):(V7—V4)'(V3—V4):0 y
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2
(Ve = Va) - (Vi = Vo) = 5 1ol (AP = 11B1P)
expresiones que implican las partes (i) y (ii) del presente teorema. Advirtiendo

1
que 5 (V1 4 V7) es el centro del paralelogramo V; V4 V7 Vg, la afirmacién sobre

% . . 7’ 77 . .
la recta V5 + V19 como un eje de simetria del sélido proviene de las relaciones

v5—%(v1+v7):(2—\/§)(v5—e) y

212 212 2r

(V7—V4)X(V1—V4): A(BXC)X(AXC):KC:—(V5—G) s

la primera nos da la colinealidad de los puntos
1
G, 5(\/1 + V1), Vs,

y las otras la ortogonalidad del plano del paralelogramo V; V, V7 Vg y la recta
Vs + Vio
5

3. Representacion de un A-Dodecaedro afin da-
do

3.1. Teorema

Sea dado un A-dodecaedro afin ® macizo y cerrado, de vértices Vy, ..., Vg dis-
puestos como en la Figura 2 y centro

1
Gzi(V2+Vz+5) 5 izl,...,5,
con las mismas propiedades consignadas en la (i) parte del Teorema 2.2.

Si
V = det(V1 - G, VQ - G, V3 — G) s (311)
sean los vectores
A= V‘l(Vl — G) X (VQ — G)
B= —V‘l{(VQ —G)x(Vs—=G)+(Vs3—G)x(Vi—=G)} v (3.1.2)
C=2(vV2-1)||Vi = Vo|[2(V1 — Vy)
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Entonces, para dichos vectores, ® es la esfera cerrada unitaria de centro G res-
pecto a la norma ¢ sobre R?® representada en (2.1.1) con a = 2 — /2

Demostracion. De acuerdo a la definicién 1.4, ® es un poliedro no degenerado y
por tanto el determinante V en (3.1.1) es no nulo. Ademds, teniendo en mente
las expresiones en (3.1.2) hallamos

A=det(A,B,C)=2(V2-1)V ' #0 y A-C=B-C=0

En otras palabras, los vectores A, B, C definidos en (3.1.2) satisfacen las hipétesis
del Teorema 2.2 bajo las cuales consideramos la norma ¢ sobre R? introducida
en (2.1.1) con a = 2 — /2. Por tanto, su esfera cerrada unitaria S;[G] es un
A-dodecaedro afin de centro G, de tal manera que remitiéndonos a las expresiones
en (2.2.2) y a la primera en (1.5.1) (después de cuidadosos célculos vectoriales)
se demuestra que Vi, Vo y V3 son también vértices de S;[GJ.

Ahora bien, dado que © es la imagen automorfa afin de un A-dodecaedro, en-
tonces sus vértices (y los de S;[G], segin se establecié en la demostracion del
Teorema 2.2) son combinaciones lineales promedio de G, Vi, Vo ¥ V3 correspon-
dientemente andlogas a las listadas en (1.5.1). Se dimana que los vértices de S1[G]
son, justamente, Vy,..., Vi, es decir, $1[G] = D

3.2. Ilustracién

Consideremos el A-dodecaedro V...V, de centro el origen descrito en la ilus-
tracion 1.3. Entonces, aludiendo al Teorema 3.1 hallamos

V=—4 A=-(0,-1,1) ,

N | —

B=-(0,1,1) y C=(1-+v72)(1,0,0) ,

N —

Por tanto, y segiin la norma ¢ en (2.1.1) con a = 2 — /2, como sélido cerrado el
A-dodecaedro tiene la siguiente representacion cartesiana

(142V2)(|z3 — @3] + |2+ ws]) + 2Ja| + ||2 — ws] + |22+ 5] — 2] | < (1+V2),

condicién necesaria y suficiente para que un punto (21,22, 73) en R? esté en el
solido. La igualdad sélo ocurre en la frontera del poliedro.
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4. Representacion del A-Dodecaedro

Dado el carédcter regular de sus caras, el A-dodecaedro tiene una representacion
cartesiana mas sencilla y armoniosa.

4.1. Corolario

Sea ® un A-dodecaedro macizo y cerrado, de arista b y vértices Vy, ..., Vo dis-
puestos como en la Figura 2, y centro

1
G:§(Vi+\/i+5) , 1=1,...,9

Hagamos
A=b2(Vy —Va+2V3—2G) |
B=02(-V; - V2 +2G) , (4.1.1)
C=2(v2—-1)b"2(V, - Vy)
Entonces, para dichos vectores, ® es la esfera cerrada unitaria de centro G res-
pecto a la norma ¢ sobre R? representada en (2.1.1) con a = 2 — V2

Demostracidon. Si V7 ...V, es el Lambda-dodecaedro de centro 0 de la ilustracién
1.3, segun se establecio en la demostracion del Teorema 3.1, existe un automor-
fismo affn f de R? tal que f (V) =V, ,i=1,...,10 y f(0) = G. En este caso
0;; = ZV,GV; implica 6;; = ZV,;0V;, por lo cual célculos directos (con los vértices
V!) como los conducentes a (1.3.2), nos aportan que en general

V6 1

cos g = — cos B3 = cos b3 = —?COSQ = 3

donde 6 es el dngulo entre los vectores V| x Vi y Vi, esto es, entre
(Vi—G) x (Vo — G) y V5 — G. Entonces,

det(V1 — G; VQ — G, V3 — G) (412)
={Vi=G) x (Vo= G)}- (Vs = G) = |[(Vi = G) x (Vo = G)|[||Vs — G| cos 0

— _?R R* — - (Identidad de Lagrange)
= _@R?’ = _ﬁ
9 2 ’
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donde R= —— es el circunradio del cubo V...V, Vg...Vy. Asi, existen es-

calares s, t y u tales que
(V1 — G) X (VQ — G) = S(V1 — G) +t(V2 — G) +U(V3 — G)

Multiplicando interiormente ambos miembros de esta ecuacién, sucesivamente por
V,— G, i = 1,23, obtenemos, respectivamente, las siguientes tres ecuaciones
simultaneas

s—t—3u=2b
3s+t—u=0
s+3t+u=0 |,
: : u b :
resolviendo el sistema obtenemos s = —t = 5= g es decir,

b
(V1 —G) X (VQ — G) = 5(\/1 —VQ —2V3 +2G)

Procediendo andlogamente encontramos

| oS

(Vg — G) X (Vg — G) = (—2V1 + V2 — V3 + QG) y

(Vg — G) X (V1 — G) = (V1 — 2Vqo + Vg)

|

Sustituyendo estos valores y vectores en (3.1.2) arribamos a (4.1.1)

5. Estereometria del A-Dodecaedro afin

5.1. Teorema

Sea dado un A-dodecaedro afin ® con las mismas hipétesis y notacién (3.1.1) del
Teorema 3.1. Hagamos

Wi=(Vi-G)x(Vo—G)—=(V2a—=G) x (V3 —G)+ (V3—-G) x (V1 —G) ,

Wy=(Vi—-G)x(Vo—G) = (Va—=G) x (V3 —G) = (V3 —G) x (V1 - G)

W3:_(V1_G)X(VQ—G)—(VQ—G)X(Vg—G)—(Vg—G)X(Vl—G) ,
(5.1.1)

Denotemos por £ a la matriz cuadrada no singular de orden tres cuya i-ésima
columna es W7 . Entonces
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(i) La ecuacion del circunelipsoide de ® (el elipsoide donde estd inscrito D) es
X-G)Le'X-6G)"=3v* | (5.1.2)
donde £7 (y similares) es la transpuesta de £
(ii) Si f es el automorfismo afin de R® representado por
fX)=Vv1!X-G) & ,XeR’ (5.1.3)

entonces f(D) es | justamente! el A-dodecaedro de vértices f(V;) = VI,
1 =1,...,10, de la ilustracién 1.3

(iii) El volumen de ® es
2
SB+V2)VY|

En particular, si ® es un A-dodecaedro de arista b, entonces su volumen es

%(3+ V2)bP.

Demostracion. Dado que
det £ = det £7 = det(W, Wy, W3) = —4V? £0 |

entonces £ es no singular y £ £7 es una matriz simétrica positivamente definida,
por lo cual (5.1.2) es, en efecto, la ecuacién de un elipsoide de centro G ([9] pp.
282 - 285).

Las expresiones
X-G) L' X-6)" =|[X-G6)g|* .

(X-G)e=(X-C)-W, , (X—G) Wy (X—GC) W)

Y

y las dadas en (5.1.1) pueden utilizarse para probar que los vértices Vi, Vy y V3
satisfacen la ecuacién (5.1.2). Para verificar que los otros vértices Vy, ..., Vg de
® también la satisfacen, nos remitimos a sus correspondientes representaciones
lineales en (1.5.1).

Procediendo asf también se demuestra, teniendo presente (5.1.3), que f(V;) = V.,
1 =1,...,10, los vértices del A-dodecaedro de la ilustracién 1.3
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Ahora consideremos en la Figura 1 la pirdmide de dpice Vi y base el cuadra-
do V]V, V2 Vg de centro C. Su volumen es, de acuerdo al A-dodecaedro de la
ilustracién 1.3,

1, V6
§~2 ~?R (Por (1.5.5))

(5 -4

donde R es el circunradio del cubo V| ...V} Vi ... VL cuyo volumen es 2°. Por
esto el volumen del A-dodecaedro V...V, es

23+2(§\/§) = 2(3+\/§),

y por ende

2(3 +V2) = v|det(V7'L)| = 40|V|" |
donde v es el volumen de ®© ([1] p. 243, Corollary). En particular, si ® es un
A-dodecaedro de arista b, entonces segin (4.1.2), V = —62—3
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