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Resumen

A partir del paralelo entre el conjunto de partes de un conjunto dado y un
G L-monoide L, construimos la estructura de L-uniformidad junto con las
funciones de vecindad.

Introducciéon

La categoria de los espacios uniformes permite un tratamiento axiomatico de
conceptos como filtros de Cauchy y continuidad uniforme presentes en el analisis;
estos espacios son indispensables para la aplicacién de la topologia general a los
espacios métricos, grupos topolégicos y espacios funcionales. Es natural que el
trabajo que se ha desarrollado en los espacios topolégicos difusos no pase por
alto esta tematica, es asi que ha demandado la consideracién y construccion de
estructuras que generalizan las obtenidas en la teoria clasica.

En la primera seccién se presenta el concepto de espacio uniforme que incluye
la estructura que se pretende estudiar, en la segunda se establece una biyeccién
entre los subconjuntos del producto cartesiano X x X que contienen la diagonal
y una clase de funciones que aqui las denominamos expansivas; es asi que dada
una uniformidad se expresa en términos de las funciones antes mencionadas. La
tercera seccion presenta la obtencion de la estructura de sistema de vecindades
a partir de una uniformidad dada, la cuarta exhibe las propiedades generales
que posee un G L-monoide; los resultados principales abordan la construccién de
las estructuras uniformes y la consecuente obtencién de sistemas de vecindades
a partir de funciones expansivas que conmutan con extremos superiores en un
G L-monoide, estos resultados se dan en la quinta seccién.
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1. De la definicion Clasica de Uniformidad

De acuerdo con[2], una uniformidad sobre un conjunto X es una estructura
determinada por una coleccién U C p(X x X) que satisface:

(u0) Para todo conjunto A € U se tiene que A C A donde A es la diagonal
le. A={(z,z) | v € X}.

ul) X x X el.

u2) Si Aed y ACBC X x X entonces B €U.

(ul)

(u2)

(u3) Si A,B €U entonces ANB € U.

(ud) Si A €U entonces As €U, donde As = {(y,x) | (z,y) € A}.
(u5)

ub) Para todo A € U, existe W € U tal que W oW C A.

A los conjuntos de U se les llama entornos de la uniformidad definida en X y al
par (X,U) se le denomina espacio uniforme.

2. Uniformidades en un Primer Cambio de Len-
guaje

Dada la identidad entre p(X) y 2% (cf. [7]), siguiendo a [5] se presenta ahora una

biyeccién entre la familia de subconjuntos de X x X que contienen la diagonal
A

A={UCXxX | ACU}

y la familia de las funciones
B={f:2¥ 2% | vAec2¥ AC f(A) y f commuta con uniones arbitrarias},

es decir, f € B siy solo si

» Para cada A € 2% se tiene que A C f(A); es decir f es una funcidn
ETPansiva,

» Para toda familia {A;};cr C 2% se satisface que f(UigAi) = Ujer f(4;).
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Ahora, dada U € 2 se considera la funcién T'(U) : 2X — 2% definida como
D(O)](A) =U(A) ={y € X | 3z € A tal que (z,y) € U}

para cada A € 2%; veamos que ['(U) € B, en efecto,

= Como A C U se tiene que
A=A(A) cU4) =[LU)](A)
para cada A € 2%,

» Sea la familia {A;};e; C 2% entonces

roJa)=v(J4a)= | U@

el el QCEUZ'E[AZ'

=lJ U v =uw)

i€l x€A; el

= Jr)ia).

el

en total, se ha establecido una funcion I' : 2l — 8. Ahora se considera la funcién
® : B — A definida por

O(f) = {(z,y) € X x X | y e f({z})} = [J ({z} x f({z}))

reX

como {zx} C f({x}) para cada = € X se tiene que A C ®(f), estoes, ®(f) € 2.
Veamos que Pol'=1y9 vy I'oP =1y. Sea U € A entonces

boT(U)=d(L(U))={(z,y) € X x X | y € [[(U)]({z})}
={(z,y) e X x X | yeUlx)} ={(x,y) e X x X | (z,y) €U}
—U
y paracada f€B y A€ 2% es

(o ®)(f))(A) = (T(2)(£)) (4) = 2(f)(A)
={yeX | IreAye f({z})}
={ye X [yeUaf{z})} ={yc X [y e f(A)}
= f(A)
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en consecuencia I' y ® son funciones inversas una de la otra y por consiguiente
biyectivas. Es facil ver que tanto I' como ® preservan las relaciones de orden en
20 y B dadas por

Uy<U, U CU;, y [f<ge f(A) Cg(A) para todo Ae2*
respectivamente.

Ahora tomamos una uniformidad sobre X y consideramos su imagen directa bajo
la aplicacién I'. Se obtiene asi una primera reformulacion,

Teorema 2.1. 5i U C A es una uniformidad sobre X, entonces la familia
B={I'(U) | UelU} CB satisface las siguientes propiedades:

(b1) Para fi, fo € B existe fs € B tal que f3 < fi y f3 < fo.
(b2) Si f€B, geB y f <g entonces g € B.
(b3) Si f €B entonces f— € B, donde
F7(A) = (B C X | f(BY) C 4°)
para cada A € 2%,
(b4) Para toda f € B, existe g €B tal que gog < f.

Demostracion. (bl) Sean f1 =I'(Uy), foa = T'(Uz) € B con Uy, U, € U. Entonces
para cada A C X tenemos:

LU N U2)|(A) = (Ui NU2)[A]
C U1[A] N U, A]
= [[(U1)](A) N [D(U2)](A)
= fi(A) N fo(A)

como Uy NUy €U, f3 =T(UyNUs) satisface la condicién.

['(V) € B tal que f <g. Para cada

(b2) Sea f=T(U)eB con UeclUy g=
Ulz] C Viz] = g({z}), por tanto,

x € X se tiene que f({z}) =

U=J{a} xUla) € (J{a} x V[a]) =V

rzeX reX

como U es un filtro (cf. [2]) se sigue que V € U, luego I'(V) = g € B.
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(b3) Sea f=I(U)€B con U €U, por (ud) Us; €U y para cada A C X,

TU)I(A) = Us[A] = | Uil2]

= Jlye X | (z.9) €U}
= J{yeX | (y,2) €U}

Sea y € U,enfve X | (y,2) €U} y BC X tal que
P(U))(BY) = U[BY) € A°

entonces existe x € A tal que (y,x) € U luego = ¢ U[B] y en consecuen-
cia y € B. De esta manera,

T =Jlve X | (y,2) € U}

CABCX | [PO))(BY) = U] € A%
= L) (A).
Recipromente, sea y € {B C X | [['(U)](B¢) = U[B¢] C A°}; como

y ¢ {y}c se sigue que [LU)({y}) = Uly] ¢ A% es decir
Uly] N A # 0, entonces existe x € A tal que (y,z) € U, lo que significa

que y € Us[A] = [I'(Us)](A), luego
PO (A) =n{B c X | [U)](B) € A%} C [[(U;))(A)
por tanto, [I'(Us)](A) = [I'(U)]~(A) para obtener ahora si que
[~ =[I(Uy)] € B.
(b4) Sea f=T(U) € B donde U € U; de la condicién (ub) existe W € U tal
que W oW C U, asi para cada A C X se tiene

[CW) o LW)|(A) = WIW[A]]={y € X | 3z € W[A] (z,y) e W}
={yeX | JreAzzeX (x,2)eW y (z,y) €W}
={yeX | JrcA (z,y) e WolW} =(WoW)[A]
= U[A] = [I(U)](A).

Haciendo g = I'(W) € B se obtiene que gog < f.
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3. Uniformidades y Sistemas de Vecindades

Dados U una uniformidad en X y un punto a € X; cada V € U produce un
conjunto V(a) ={y € X | (a,y) € V}, ahora consideramos la coleccién

N(a) ={V(a) | V eU}

que se suele llamar el sistema de vecindades del punto a; las propiedades de
M(a) se exhiben a continuacién subrayando que estan en correspondencia con las
propiedades de las uniformidades dadas en la seccién 1:

Lema 3.1. Si U es una uniformidad en X y a € X entonces:

(V0) a € V(a) para toda V € U.

(Vi) X € N(a).

(V2) St SeN(a) y SCW entonces W € N(a).

(V3) Si 51,52 € M(a) entonces S; NSy € MN(a).

(V4) Si S € N(a) entonces existe T € N(a) tal que S € N(b) para todo b e T.

Demostracion. De (u0) se tiene que (a,a) € V para toda V € U, esto prueba
(VO); por (ul) X x X es un elemento de la uniformidad, luego X € 9N(a) como
se ha anunciado en (V1). Sean S € N(a) y S C W, por ver que W € 9(a), esto
equivale a mostrar que W = U(a) para algin U € Y. En primer lugar S = V(a)
para algin V € U, ademas

VavVu{(ay) | ye W}

luego U € U por (u2), por tanto, U(a) = W € N(a) y se obtiene (V2). Dados
S1,S9 € MN(a) entonces S; = Vi(a) y Sy = Va(a) donde Vi e U y Vi € U,
como por (u3) se tiene que Vi NV, € U se sigue que

S1N Sy =Vi(a)NVa(a) = (ViNVz)(a) € N(a)

esto prueba (V3). Asumamos ahora que S € M(a), entonces S = V(a) para
algin V. € U, por (ub) existe W € U tal que W oW C V., por tanto, si
(a,b) € W y (b,z) € W entonces (a,z) € V, es decir, W(b) C V(a) para todo
b € W(a), en consecuencia V(a) € N(b) para todo b € W(a), (V4) se obtiene
de aqui haciendo T' = W (a). O
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4. (G L-Monoides

Sea (L,<) un reticulo infinitamente distributivo y completo, esto es, (L,<) es
un conjunto parcialmente ordenado tal que para todo A C L el extremo superior
\ A y el extremo inferior A\ A estan definidos y para todo a € L se satisface

<\/A)/\&z\/{a/\&]a€A}, </\A>\/a:/\{a\/alaeA}.

En particular, T :=\/L y L:= AL son el maximo y el minimo de L respecti-
vamente. Se asume ademas que L # T lo que significa que L tiene por lo menos
dos elementos. Un G L—monoide (ver [6]) es un reticulo completo enriquecido con
una operacién binaria ® constituyéndose en una tripleta (L, <,®) tal que:

1 es monotona, es decir, Vo, 3,7 € L a < [ implica a® v < SR 7;

) ®
2) ® es conmutativa, i.e. Vo, € L, a® = [® a,

3) ® es asociativa, estoes a ® (F®7) = (a® f) ®~, Vo, 3,7 € L;

4) (L,<,®) esentero,i.e. T actia como elemento unidad: a® T = «, Ya € L;
5) L actia como elemento cero en (L, <,®), es decir a ® L = 1, Yo € L;

)

(
(
(
(
(
(

6) ® distribuye sobre extremos superiores arbitrarios, esto significa que

O‘®(vjﬁj> —\/j(Ot®ﬂj),V04€L,V{ﬁj 1j€JC L

(7) (L,<,®) es divisible, i.e. @ < ( implica la existencia de v € L tal que
a=L0®7.

Por otro lado, todo GL—monoide es residuado, i.e. existe una operacién binaria
adicional “+—" (implicacién) en L que satisface la condicién:

a@fl<y<=a< (fr—7) Vo, 3,7~ € L.

La implicacién esta dada por:
a|—>B:\/{)\€L]04®)\§ﬁ}.
Las propiedades més usuales de los GL—monoides, exhibidas en [6], son

(i) a— =T <= a < [
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(i) ar— (A; 8i) = Nila — Bi);

(i) (V; i) — 8= A;j(ai — B);

(v) a® (A, B) = Nila ® By);

(Vi) (ar—7)®(y— ) <ar— f;

(vi) a®@ < (a®@a)V(BR0).
Ejemplos importantes de G L-monoides son las algebras de Heyting y las MV-
algebras. En verdad (ver [4]), un dlgebra de Heyting es un G L-monoide del tipo
(L, <, A, V,A) (esdecir, en el caso de un édlgebra de Heyting A = ®). Por otro lado
(ver [6]), un G'L-monoide es una MV -algebra si (a — L)+— L =a Vae€ L.

Asi, en una MV -algebra existe una involucién ©: L — L que invierte el orden y
que se define de manera natural como o :=a+— 1 Va € L.

Si X es un conjunto y L es un GL-monoide, entonces el conjunto de L-partes
LX hereda la estructura de GL-monoide. En particular los L-conjuntos 1x y
Ox definidos por 1x(z):=T y Ox(x):= L paratodo z € X son el maximo y
el minimo en L¥ respectivamente.

5. Uniformidades Y Vecindades en un (GL-monoide

En lo que sigue L denota un G L-monoide arbitrario tal y como se presenta en
[6]; con el objeto de dar una nocién de uniformidad en el ambiente L, se tiene el
concepto de funciones expansivas. Una apliacién f : L — L es expansiva si para
cada a € L se tiene que a < f(a), es decir 1, < f; por otro lado, se dice que
f: L — L conmuta con extremos superiores si

FN @) =\ fla).

Al conjunto de las aplicaciones expansivas que conmutan con extremos superiores
se le nota con LY. Para cada f € L se define la funcién f: L — L como:

foy=NaeL | b<[fla— L)— 1]} WbelL
Lema 5.1. 5i f € LL entonces fe LL.
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Demostracién. Sea f € LE, por ver en primer lugar que f es expansiva; como
b<asar—c<br—c y a— L flar— 1),
la afirmacion b < f(a +—— L) = L es equivalente a
ar— L < fla— L) <br— L

de donde se sigue que b < a, por consiguiente
b< Nfael | b<[fla— 1) — L]} = f(b).

Para ver que la funcién f conmuta con extremos superiores, se considera la
coleccion {xy}aen C L y los conjuntos:

B{yelL | \/ o< flyr— 1)— 1}
AEA
Ayv={a€el | zx< flar— L)— L}, YVA€EA.

El enunciado y € B es equivalente a
flyr— 1) < /\(13\ — 1)
AEA

esto es,
flyr— L)< ay— L, VYAeA

es decir, para cada A € A se tiene que =), < f(y — L) — L de donde se
sigue que y € Ay, asi B C Ay. Por tanto,

N A< \Be fl) < f(\ 2

AEA AEA

@\/fm \/J?A)

AEA AEA

Por otro lado,

f(\/l“,\):/\{CEL | f(C'—>J—)<(\/33,\)'—>J—}

AEA AEA

y la conclusion se sigue. 0
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Con estos instrumentos, extendemos al ambiente L los conceptos dados por W.
Kotzé en [5]; una L-uniformidad es una funciéon U : LY — L que satisface:
(lu0) U(1,)=TT.

(lul) f < g implica U(f) <U(g) VYf,g¢€ fL,

(lu2) Para f,g € LL se tiene que U(f)@U(g9) <U(f®g).

(lu3) Para f,g € LL existe h € LL con h<fy h<g tal que

U(f) @U(g) SU(R).
(lud) Para cada f € L se tiene que U(f) <U(f).
(lu5) Para cada f € LL existe g e LL tal que gog < f y U(f) <U(g).

Ahora; de manera natural se obtiene la nociéon de sistema de vecindades. Una
aplicacion B : L — L es una funcion de vecindad sobre L si

(Iv0) B(T) =

(Ivl) Si a < b entonces B(a) < B(b).

(Iv2) Para a,b € L se tiene que B(a) @ B(b) < B(a®b).
(Iv3)

Iv3) Para cada a € L es B(a) < \/{B(0) | b <B(a)}.

Si se examinan las condiciones del lema 3.1, se encuentra que el sistema de vecin-
dades de un punto incluye entre sus propiedades el concepto de filtro; con el
propésito de mantener el paralelo con estas L-estructuras y de motivar la buisque-
da o construccién de un criterio de convergencia asociado a las L—uniformidades
se recuerda el concepto de L-filtro en L. Un L-filtro en L es una aplicacion
F : L — L que satisface:

(Fill) F(T) =T, F(L)=
(Fil2) Si a < b entonces F(a) < F(b)
(Fil3) Para cada par a,b se tiene que F(a) ® F(b) < F(a ® b).
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Es evidente que si B : L — L es una funcién de vecindad sobre L, entonces es
un L-filtro en L.

Teorema 5.2. Dada U : IL — L una L - uniformidad, para cada p € L, el
conjunto

Vo={f) | fELF y U(f)eL’=L—{L1}}

es un filtro de vecindades de p en L.

Demostracion. Con inspiracion en el lema 3.1 tenemos:

1. Como 1, € LE y 1p(p) =T, entonces T € V),

2. Sia,beV, entonces existen f,g € LL tales que a € f(p) y b= g(p); por
consiguiente:

a®b=f(p)®@g(p) = (f ®9)p),
estoes a®b e V.

3. Asumamos que a € V, y a < b por ver que b € V,. Como a € V,
existe f € LY tal que a = f(p); consideremos ¢ : L — L definida por
g(x) = f(z) Vb para cada x € L; por un lado g € L¥, pues:

a) ¢ es expansiva puesto que para cada x € L se tiene que
v < f(z) < flz) Vb=g(z),

b) ¢ conmuta con extremos superiores pues

g(\/ﬂf,\) = f(\/l“,\) Vb= (\/f(l“,\)) Vb= (\/f(l“,\) V) = \/9(33,\)7

A A
y por el otro lado ¢g(p) = f(p) Vb=aVb=0>b como se habia anunciado.

4. Finalmente, sea s € V),, se pretende ver que existe ¢t € V,, tal que s € V;.

En primer lugar existe f € LY tal que f(p) = s, y también existe g € L
de manera que go g < f; ahora si t = g(p) entonces t €V, y

9lop)) = 9(t) < f(p) = 5

de donde se deduce que s € V; aplicando el item anterior.
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Teorema 5.3. Si U : IL — L es una L-uniformidad y p € L entonces la
funcion B, : L — L definida por

B, (1) = {u (Vg e T 1 9 =2}), si {g€ LT | g(p) =} #0,

1, en otro caso.

es una funcion de vecindad.

Demostracion. Como 1,(p) =T y U(1y) = T, se tiene (Iv0) quees B,(T) =T.
Para verificar (Iv1), se toman a,b € L con a < b, sucede alguna de las siguientes
tres posibilidades:

m a# f(p) v b# f(p) paratoda f € fL; en tal caso

B,yla) =L =B,(b).

= a # f(p) para toda f € LE y b= g(p) para alguna g € LL entonces

By(a) = L < B,(0) = (\/{g € L | g(p) = b}).

= Para algun f € LL se tiene que f(p) = a, la conclusién se sigue del item
3. del teorema 4.2.

La propiedad (1v2) se obtiene utilizando la metodologia usada para obtener (I1v1)
y el item 2. de la prueba del teorema 4.2. La propiedad (lv3) es consecuencia
inmediata del item 4. de la prueba del teorema 4.2. 0

A la funcién ‘B, se le llama sistema de L-vecindades de p asociado a la L-
uniformidad U.

6. Preguntas y Observaciones

Con el animo de discutir e iniciar la construccion del concepto de convergencia a
partir de las L-uniformidades, presentamos ahora una versién débil del concepto
de funcién expansiva que corresponde al de conjunto V-pequeno dado en [2] para
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V un elemento de una uniformidad. Dado p € L se define ¢, : L — L como

sigue:
p,st & < p,
Pp(z) = {
T,en otro caso.

Con las ideas anteriores; proponemos definir L-filtro de Cauchy como sigue: F :
L — L esun L-filtro de Cauchy con respecto a una L-uniformidad U : L* — L
si para cada f € LF con L <U(f) existe p€ L tal que L <F(p) y ¢, < f.

Hasta ahora se ha laborado con el concepto de L-filtro F : L — L que satisface
(Fill), (Fil2) y (Fil3); pero con base en la analogia entre p(X) y L uno puede
proponer la definicién de filtro en L como un subconjunto F no vacio de L que
cumple:

1. L¢F
2. Sia,bel, entonces a®b € L

3. Sia€eF y a<b entonces b eF

y el siguiente paso es tratar de establecer una correspondencia entre filtros F en
L y L-filtros F: L — L.

Lo anterior para poder definir que un L-filtro F : L — L converge a un punto
p si B, < F y relacionar via el Teorema 4.2.
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