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1. Matrices Unitarias

Si A = (a;;) € M, (C), entonces la transpuesta conjugada de A, se denota
por:

A*:At

donde A esla matriz cuyos elementos son los conjugados complejos de los
elementos correspondientes en A y A? es la transpuesta de A.

Ejemplo. Si
1474 —1 0
A= 2 3—21 1
entonces
1—12 2
A = 7 3+ 2
0 —1

Recuerdese que una matriz con elementos reales se denomina ortogonal si
A~! = A®. Los andlogos complejos de las matrices ortogonales se llaman ma-
trices unitarias y se definen como sigue:

Definicién. Una matriz A = (a;j) € M, (C) se denomina unitaria si:
A—l — A*

de esta definicién tenemos que AA* = A*A = I, donde [ es la matriz identica de
n xn.
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2. Diagonalizaciéon Unitaria

Una matriz A = (a;;) € M, (C), se denomina diagonalizable unitariamente
si existe matriz unitaria P tal que P~'AP es diagonal. Recuerde que no toda
matriz es diagonalizable, por ejemplo:

01
St
3. Teorema De La Triangularizacion de Schur
Sea A = (a;j) € M, (C), entonces existe una matriz unitaria U € M, (C), tal

que
UtAU =T = (T3,)

nxn

donde T' es triangular superior.

4. Norma de Frobenius

Si A= (a;j) € M,, (C), entonces

1Al =

Proposicion 1. Sean by, ...... b, € C vy a > 0 , existe una coleccién
dy,ds, .....,d, € C tal que:

’dz’ <
y t1+di,ta + da, ....., t, + d,, son (todos) distintos.

Proposicién 2. Sean A = (a;;) € M, (C), para todo € > 0, existe una matriz
Ag = [aij(e)} € M,, tal que tiene n distintos valores propios (es decir es diago-
nalizable) y ademas

14— Aelly <<

Es decir el conjunto de las matrices diagonalizables de M, (C'),es un conjunto
denso en

M, (C).

642



DENSIDAD DE LAS MATRICES NO SINGULARES

Demostraciéon
Sean, A € M, (C') y € > 0. Por el Teorema de Schur, existe una matriz unitaria
U € M, (C) tal que:

UAU =T = (tij),.,,

en donde 7' es una matriz triangular superior. Usando la proposicién anterior
existen escalares dy, do, ..... ,d,, tales que:

) < \ﬁ
n

y que t11+dy, tas +ds, ....., tun + dy, son todos distintos. Sea F = diag (dy, ....., dy),
observamos que T + FE tiene n distintos valores propios y que
t11 + dy,tos + ds, ... tp, + d, son los valores propios de la matriz A + UEU™.
Hallamos Agy = A + UEU™, entonces:

14— Ag; = IUEU|;

Tr (UEU*)* (UEU*))
Tr (UE*EU)

= Tr(E"EU'U)
Tr(E"E)

= Zydz'y?gg

Notese que A es una matriz diagonalizable. Con esto estdmos probando que el
conjunto de las matrices diagonalizables es denso en M, (C).

Proposicién 3. El conjunto de las matrices no singulares es denso en M, (C).

Demostracién
Mostremos primero, que dada una matriz diagonal E(.) = diag (dy, ....., dy), existe
una matriz diagonal E) = diag (e1,....., e,) tal que todos sus elementos e; son

distintos y no nulos y para la cual se tiene que:

HE(e) — E

€
< = >0
ro 27 =

Sean A € M, (C)y e > 0, tomamos dj, ....., d, como en la proposicién anterior
tales que:
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g
d;| < —
dif < 5

y hagamos AV(E) =A+ UE(E) U*, entonces:

-4

IN

A= 40, + |40 - Ao

€+€_€
2 2

F F

IN
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