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1. Introducción

¿Existe una didáctica euleriana?.

Para responder a esta pregunta necesitamos un referente teórico que incluya como
tipo o concepto, uno al cual haga referencia la palabra didáctica. En el presente
trabajo, utilizaremos la teoŕıa que poco a poco hemos venido construyendo en
colaboración con varios colegas, entre ellos los del grupo MUSA.E1 (grupo de in-
vestigación en educación matemática de la Universidad Sergio Arboleda) algunos
de cuyos constituyentes básicos se resumen a continuación:

La función principal de las organizaciones educativas, desde el preescolar hasta
nivel superior, es la académica. Esta afirmación no desconoce otras funciones im-
portantes del sistema educativo como seŕıa el caso de la formación ciudadana. Sin
embargo todas las organizaciones humanas, directa o indirectamente, desempeñan
funciones de formación o de deformación ciudadana. La prensa, la radio, la tele-
visión, el cine, el hogar, las organizaciones religiosas, las organizaciones poĺıticas,
el vecindario, la ciudad, el ejercito, la guerrilla, los paramilitares, las organiza-
ciones deportivas, etc., contribuyen todas, unos más que otras, a la formación o a
la deformación de los ciudadanos; todas ellas ayudan a organizar las creencias y
los comportamientos de las personas y como consecuencia educan, en el más am-
plio sentido de la palabra: para bien o para mal, conformándose de esta manera
la denominada cultura popular.

Cabe pues el interrogante sobre la especificidad de las organizaciones escolares:
¿cuál es su función particular?, ¿Cuál es la que les da identidad?.

Las organizaciones escolares han sido creadas por las sociedades modernas y con-
temporáneas con un doble propósito expĺıcito o impĺıcito: El de formar buenos
ciudadanos y el de fortalecer el mundo académico. Sin embargo, estas or-
ganizaciones son las escogidas por la sociedad para ofrecer condiciones favorables
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al trabajo académico. La escuela, el colegio, la universidad deben brindar a sus
estudiantes la oportunidad de adquirir, en el caso de que lo deseen, muchos de
los hábitos que son indispensables para desempeñarse como académicos, además
de los que se requieren para ser buenos ciudadanos.

Se desprende de lo anterior una primera gran conclusión: debe existir una disci-
plina académica cuyo objeto de estudio sea precisamente el trabajo académico:
Esta es la didáctica para la formación académica. Todas aquellas activi-
dades académicas que se desarrollan alrededor del trabajo académico, constituyen
la didáctica general para el trabajo académico. Las didácticas particulares,
como es el caso de la didáctica de las matemáticas, focalizan su atención en el
trabajo académico de cada disciplina, aśı pues, el tópico central de la didáctica
de las matemáticas es el trabajo académico en matemáticas.

Los didactas de la matemática investigan y utilizan los resultados de sus investi-
gaciones para apoyar el trabajo matemático de otros y, por supuesto, el de ellos
mismos; investigan acerca de cómo se construye el conocimiento matemático,
qué actividades realizan los matemáticos individualmente y en grupo, qué son las
teoŕıas matemáticas, cuáles son las diferencias entre tales teoŕıas y otras modali-
dades narrativas como los imaginarios y los mitos.

Una parte fundamental de esta labor exploradora, de los didactas de la matemática,
consiste en entender las actividades como académicos y como seres humanos, de
aquellos personajes consagrados como grandes matemáticos para, por supuesto,
aprender de ellos como individuos y como académicos. Capturar, asimilar y adap-
tar la esencia de los métodos utilizados por estos grandes educadores, es un logro
didáctico digno de alcanzar. ¿Qué nos pueden enseñar, por ejemplo, un persona-
je como Pitágoras, en tanto que ser humano y académico?. Muchas cosas, pues
como lo señaló Bertran Russell (1872 - 1970) “no conozco un ser humano que
halla tenido mayor influencia en los otros que Pitágoras”. De manera similar
es y ha sido posible aprender muchas cosas positivas de Euclides, Arqúımedes,
Galileo, Descartes, Euler, Luis Santaló, Julio Rey Pastor, Miguel de Guzmán, Yu
Takeuchi, Jairo Charris, Carlo Federicci, y tantos otros que organizaron su vida
para dedicarla a la investigación y al desarrollo del conocimiento matemático.

Śı existen didácticas pitagóricas y eulerianas, pues los estilos y métodos que uti-
lizaron estos grandes educadores en vida, siguen inspirando a otros matemáticos
a otros académicos y por fortuna “a otros ciudadanos”aunque algunos de ellos no
sean conscientes de esto.

Este gran caṕıtulo de la didáctica puede llamarse, como lo han sugerido varios
especialistas: Aprender con los clásicos, entre ellos Niels H. Abel (1802 - 1829)
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quien afirmó[9]:

“Si queremos hacer verdaderos progresos en matemáticas, debemos aprender de
los maestros y no de los alumnos”.

Los invitamos pues a seguir los consejos de otro gran matemático como Pierre
Simón de Laplace (1749 - 1827)[2]:

“Leed a Euler, es el maestro de todos nosotros”.

2. Vida y obra de Leonhard Euler

Leonhard Euler nació en Basilea (Suiza) el 15 de abril de 1707. Su padre, un
modesto pastor calvinista y a la vez matemático por afición, hab́ıa sido disćıpulo
de Jacob Bernoulli (1654 - 1705). Con el fin de estudiar teoloǵıa Leonhard se
inscribió en la Universidad de Basilea en 1720. Alĺı conoció a Johann Bernoulli
(1667 - 1748), uno de los más destacados matemáticos del momento, quien pronto
descubrió la extraordinaria capacidad de Euler para la matemática y logró orien-
tarlo hacia esta ciencia.

Figura 1: Johann Bernoulli(1667-1748)

En 1722 se graduó como bachiller y dos años después obtuvo el t́ıtulo de Maestro.
En 1726 publicó su primer trabajo titulado Constructio lincarum isochronarum
in medio quocunque resistente. En esta memoria empieza perfilarse el estilo que
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siempre lo acompañó, el cual se puede describir con la siguiente expresión de
Nicolás Caritat de Condorcet (1743 - 1794):

“Cuando publicaba una memoria sobre algún asunto nuevo, expońıa con sencillez
el camino que hab́ıa recorrido, haciendo observar sus dificultades y vericuetos, y
luego de hacer seguir a los lectores la marcha de su esṕıritu durante los primeros
ensayos, le enseñaba cómo hab́ıa conseguido encontrar el camino más fácil, lo
que demuestra que prefeŕıa la instrucción de sus disćıpulos a la satisfacción que
pudiera producirle el asombro de ellos y, créıa no hacer bastante por la ciencia si
no agregaba a las verdades nuevas con que la enriquećıa, la sincera exposición de
las ideas que le hab́ıan conducido a su descubrimiento”.[2]

Por invitación de Nicolás y Daniel Bernoulli, ingresó a la Academia de San Pe-
tersburgo en 1727 pero debido a los problemas financieros con los que contaba la
Academia, se retiró y enlistó en la marina rusa en donde estuvo hasta 1730, año en
el cual se le concedió la cátedra de f́ısica en San Petersburgo. Durante los 14 años
que permaneció alĺı escribió más de 100 art́ıculos y su tratado Mechanica (1736)
obra de enorme importancia en f́ısica ya que en ella se presentan por primera vez
los conceptos de part́ıcula, aceleración de una part́ıcula que se desplaza alo largo
de una curva, vector velocidad y vector aceleración. La importancia de este libro
no sólo radica en la introducción de estos conceptos, sino también en el hecho de
que aqúı la mecánica es expuesta en forma totalmente anaĺıtica. En 1733, Daniel
Bernoulli renunció por motivos de salud a la cátedra de matemáticas y Euler fue
llamado para reemplazarlo. En este mismo año se casó con Catherine Gsell; fruto
de esta unión tuvieron 13 hijos, cinco de los cuales murieron cuando aún eran
niños.

En esta primera estancia en San Petersburgo empezó a descollar por su sorpren-
dente capacidad, a tal punto que habiendo léıdo en su juventud la Eneida de
Virgilio pod́ıa no sólo recitarla de memoria sino también era capaz de recordar
cuál era el primero y el último renglón de cada página.

Como consecuencia de la exposición por medio de observaciones telescópicas, Eu-
ler perdió en 1735 la visión del ojo derecho. En 1741 decidió aceptar la invitación
que de tiempo atrás le veńıa haciendo el rey Federico II para que se vinculara a
la cátedra de ciencia de la Sociedad Cient́ıfica de Berĺın. A su llegada encontró el
reino sumido en la primera guerra silica y pos tal motivo no fue posible iniciar
la cátedra en la Sociedad y se le asignaron tareas como las de escribir e impartir
docencia a miembros de familias nobles, entre ellos a la nieta del rey, princesa Fi-
lipina von Schwendt. Al ser interrumpidas en 1760 Euler las completó por escrito,
naciendo de esta forma sus famosas Lettres a une princesa d’Allemagne (Cartas a
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Figura 2: Leonhard Euler en su juventud

una princesa alemana), obra que es considerada como la primera enciclopedia de
f́ısica que se haya elaborado. Está compuesta por tres tomos publicados en Rusia,
el primero en 1768 y el último en 1772. En ellos además de tratar los temas de
mecánica, óptica, acústica y astronomı́a, estudia también cosmoloǵıa y moral.
Fue tan grande la acogida de estos libros que se tradujeron a siete idiomas.

La astronomı́a fue considerada como la verdadera profesión de este gran genio.
Desde su llegada a San Petersburgo, entabló amistad con Delisle Joseph Nicholas
(1688 - 1768), quien hab́ıa determinado las coordenadas heliocéntricas de las
manchas solares. Es aśı como en muchos de los aproximadamente quinientos libros
y manuscritos de este astrónomo se observa la influencia de Euler a través de la
trigonometŕıa esférica, el análisis y la probabilidad. Juntos encontraron, después
de observaciones tomadas todos los d́ıas durante diez años, el instante exacto del
medio d́ıa.

En la memoria titulada Methodus Computandi Aequationem Meridiei publicada
en 1735, Euler encontró un algoritmo para calcular las tablas de la ecuación
meridional del sol.

En 1747 publicó una memoria titulada: Recherches sur le mouvement des corps
celestes, en la cual resolvió el denominado problema inverso de Newton; es decir,
a partir de la segunda ley de la dinámica y de la ley de la gravitación universal,
dedujo la primera ley de Kepler.
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Sus biógrafos lo describen como un hombre sencillo, amante de la vida hogareña,
poco dado a las costumbres de los altos ćırculos sociales, a quien no le atráıan las
largas conversaciones, lo cual trajo como consecuencia que sus relaciones con el
ambiente que rodeaba a la monarqúıa de Prusia se fuera enfriando. De ah́ı que sus
24 años de permanencia en Berĺın perdieran paulatinamente su encanto. Estos
hechos sumados a su posición antileibnitziana manifestada en algunos de sus es-
critos, fueron creándole un ambiente intolerable, que lo condujo en 1766 a retornar
nuevamente a San Petersburgo en donde es nombrado por Catalina II director de
la Academia.

En 1776 perdió la vista del ojo izquierdo y enviudó el mismo año. En 1777 se
casó nuevamente con una medio hermana de su anterior esposa y, a pesar de
su ceguera, continuo su extraordinaria producción, hasta el 18 de septiembre de
1783, d́ıa en el que murió.

Leonhard Euler es considerado el matemático más proĺıfico que ha existido; des-
de 1911 se viene trabajando en la publicación de su obra completa, hasta 1945
sólo se hab́ıan publicado 72 volúmenes. Los cálculos más pesimistas, afirman que
publicó como mı́nimo 760 trabajos de investigación, y a su muerte dejó inéditos
muchos de sus art́ıculos. Aún en la actualidad no se conocen cerca de 3000 pági-
nas de sus escritos. La siguiente frase de Condorcet [12] refiriéndose a Euler es
un fiel reflejo de su creatividad:

“Multiplicó sus producciones más allá de lo que hubiera osado alcanzar las fuerzas
humanas y, sin embargo, fue original en cada una de ellas”.

3. El método Ω de Euler

Las justificaciones de los algoritmos empleados en los siglos XVII y XVIII se da-
ban en que generalmente condućıan a resultados aceptables; el fin parećıa justi-
ficar los medios. Las sumas de potencias fueron una importante herramienta para
obtener resultados en matemáticas en estos dos siglos; las manipulaban como si
fueran polinomios, sin que se le prestara mucho cuidado a la convergencia. De he-
cho, Euler y muchos otros matemáticos de esa época, conscientemente emplearon
sumas divergentes con gran ventaja. Los resultados obtenidos fueron importantes,
pero los errores y las paradojas eran inevitables [6], debido principalmente, al
querer aplicar a las sumas infinitas, los procedimientos de la aritmética finita, ya
que en esta última se pueden quitar poner paréntesis a voluntad agrupando los
términos como se quiera, mientras que con sumas infinitas este procedimiento, en
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general, no se puede hacer. A manera de ejemplo veamos la siguiente paradoja
debida a Euler:

Figura 3: Euler en Śımbolos (Ferney Rojas)

Al hacer x = −1 en

1

(1 + x)2
= 1 − 2x + 3x2 − 4x3 + · · · ,

Se obtiene

∞ =
1

0
= 1 + 2 + 3 + 4 + · · · . (1)

Al hacer x = 2 en
1

1 − x
= 1 + x + x2 + x3 + · · · ,

encontró que
−1 = 1 + 2 + 4 + 8 + · · · . (2)

Como cada sumando de (1) es menor o igual al correspondiente sumando de (2),
entonces −1 > ∞; pero como ∞ > 1, entonces −1 > ∞ > 1. De lo anterior,
Euler deduce que ∞ debe ser una especie de ĺımite entre los números positivos y
los negativos, y en este sentido se parece al 0 [2].

Aśı como se llegó a paradojas al manejas las series como si fueran sumas finitas,
también se obtuvieron extraordinarios resultados que permitieron desarrollar la
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matemática, abriendo nuevos campos del conocimiento que posteriormente iŕıan
adquiriendo la consistencia lógico-deductiva que les permitiŕıan sustentarse sobre
bases suficientemente sólidas. Si los matemáticos se hubieran quedado esperando
hasta obtener la absoluta solidez de sus argumentos, no habŕıa sido posible que
se lograra el vertiginoso avance que ha tenido esta ciencia. No podemos olvidar
que la matemática, como todo organismo vivo, también obedece a las leyes de la
evolución y que en particular, el concepto de “rigor matemático”no ha sido ajeno
a este proceso.

Una manera sutilmente diferente de manejar las series la introdujo Euler, quien
aceptaba en forma expĺıcita, la existencia de números naturales infinitos y por
supuesto, de números reales infinitamente pequeños e infinitamente grandes; con
estas ideas, una serie se convierte en una suma común y corriente:

a0 + a1 + · · · + an + · · · = a0 + a1 + · · · + aΩ,

en donde Ω es un número natural infinito.

En esta forma el infinito potencial, es decir sumas finitas tan largas como se
quieran, se convierten en un infinito actual, e decir, suma hasta Ω.

No sólo por la belleza de sus construcciones, sino también por su importancia y
utilidad didáctica, vale la pena conocer alguna de ellas.

Figura 4: Portada de la obra introductio in analysin infinitorum
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En el caṕıtulo VII de su obra Introductio in Analysin Infinitorum, introduce el
número e de la siguiente manera [2]:

Como a0 = 1 entonces para un valor ε infinitamente pequeño aε = 1 + kε. Si x es

un número positivo, ε =
x

Ω
es un número infinitamente pequeño. Luego,

ax = aΩε = (aε)Ω = (1 + kε)Ω

Aplicando la propiedad binomial de Newton, se obtiene

ax =

(
1 +

kx

Ω

)Ω

, (1)

esto es,

ax = 1 + Ω

(
kx

Ω

)
+

Ω(Ω − 1)

2!

(
kx

Ω

)2

+ · · · + Ω(Ω − 1) · · · (Ω − n + 1)

n!

(
kx

Ω

)n

+ · · · + Ω(Ω − 1) · · · 1
Ω!

(
kx

Ω

)Ω

= 1 +
k

1!
x +

Ω − 1

Ω

k2

2!
x2 + · · · + Ω − 1

Ω

Ω − 2

Ω
· · · Ω − n + 1

Ω

(
kn

n!
xn

)

+ · · · +
(

kΩ

ΩΩ
xΩ

)

Como Ω es un número natural infinito, entonces
1

Ω
es inifinitamente pequeño.

A continuación Euler empleó el axioma que después se conoció con el nombre
de “Principio de L’ Hôpital”que, establece lo siguiente:“Se pide que se puedan
tomar indistintamente una por la otra a dos cantidades que no difieran entre
śı más que por una cantidad infinitamente pequeña, o (lo cual es lo mismo) que
una cantidad que no se incrementa ni se haga disminuir más que por otra cantidad
infinitamente menor que ella, pueda considerarse como que permanece siendo la
misma”[15], se concluye que

1 =
Ω − 1

Ω
=

Ω − 2

Ω
= · · · =

Ω − j

Ω
= · · · .
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De donde,

ax = 1 +
x

1!
k +

x2

2!
k2 + · · · + xn

n!
kn + · · · +

(
kΩ

ΩΩ
xΩ

)
.

Como k y x son cantidades reales entonces,
kΩ

ΩΩ
xΩ es infinitamente pequeña y

aśı, nuevamente por el pricipio de L’ Hôpital:

ax = 1 +
x

1!
k +

x2

2!
k2 + · · · + xn

n!
kn + · · · (2)

Substituyendo x por 1, se define el número e como el valor de a para el cual
k = 1; esto es,

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · · + 1

n!
+ · · ·

Reemplazando en (1) se obtiene:

ex =

(
1 +

x

Ω

)Ω

(3)

en donde, como ya se dijo, el número natural Ω es infinitamente grande.

La ecuación (3) se interpreta actualmente como la conocida fórmula:

ex = ĺım
n→∞

(
1 +

x

n

)n

.

Aśı,

e = ĺım
n→∞

(
1 +

1

n

)n

.

Como k = 1 la ecuación (2) se transforma en:

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · · + xn

n!
+ · · · .

542
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En este mismo caṕıtulo Euler demuestra que:

ln(1 + x) = ĺım
n→∞

n[(1 + x)]1/n − 1

y además que,

ln(1 + y) =
∞∑

n=1

(−1)n+1
yn

n

A continuación se mostrará como lo hizo [2].

Euler tomó y = ax − 1, por lo tanto

1 + y = ax = aΩξ = (1 + kξ)Ω.

Luego:
1 + kξ = (1 + y)1/Ω.

y aśı,

ξ =
(1 + y)1/Ω − 1

k

Pero 1 + y = ax, entonces:
loga(1 + y) = Ω ξ,

de donde:

loga(1 + y) =
Ω

k
[(1 + y)1/Ω − 1].

En particular, si a = e, entonces k = 1 y, por lo tanto, esta expresión se transforma
en:

ln(1 + y) = Ω[(1 + y)1/Ω − 1] (4)

Esta ecuación la interpretamos ahora como:

ln(1 + y) = ĺım
n→∞

n[(1 + y)]1/n − 1

Es claro, que si z = 1 + y, y m =
1

n
, la anterior ecuación se transforma en:

ln(z) = ĺım
m→0

(
zm − 1

m

)
.

Por otra parte, utilizando nuevamente la serie binomial, resulta:

(1 + y)1/Ω = 1 +
1

Ω
y +

1

Ω

(
1

Ω
− 1

)
2!

y2 +

1

Ω

(
1

Ω
− 1

)(
1

Ω
− 2

)
3!

y3 + · · · .
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Pero como Ω es infinitamente grande, entonces (según el principio de L’ Hôpital)
1

Ω
− k = −k, ∀ k ∈ Z+, luego:

Ω[(1 + y)1/Ω − 1] = y − y2

2
+

y3

3
− · · · + (−1)n+1 yn

n
+ · · · .

Reemplazando en (4) se obtiene:

ln(1 + y) =
∞∑

n=1

(−1)n+1 yn

n
.

Es claro que, Euler no se preocupó por determinar para qué valores son, o no,
convergentes la series que obtuvo, a pesar de que su amigo Daniel Bernoulli, lo
hab́ıa prevenido acerca de este peligro.

Aunque Newton y otros matemáticos anteriores a Euler ya hab́ıan encontrado el
desarrollo en series de potencias de las funciones seno y coseno, Euler las obtuvo
por otro camino.

Sea ξ un número infinitamente pequeño y N un número infinitamente grande (y
entero positivo), de tal manera que Nξ sea una cantidad real x. Por la identidad
de de Moivre se tiene que

cos(Nξ) =
1

2
[(cos ξ + i sen ξ)N + (cos ξ − i sen ξ)N ] (5)

y

sen(Nξ) =
1

2
[(cos ξ + i sen ξ)N − (cos ξ − i sen ξ)N ] (6)

Euler utiliza a continuación el desarrollo binomial y elimina términos de signos
contrarios para aśı obtener:

cos(Nξ) = cosN ξ−
N(N − 1)

2!
cosN−2 ξ sen2 ξ+

N(N − 1)(N − 2)(N − 3)

4!
cosN−4 ξ sen4 ξ−

N(N − 1)(N − 2)(N − 3)(N − 4)(N − 5)(N − 6)

6!
cosN−6 ξ sen6 ξ + · · ·
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y

sen(Nξ) =N cosN−1 ξ sen ξ−
N(N − 1)(N − 2)

3!
cosN−3 ξ sen3 ξ+

N(N − 1)(N − 2)(N − 3)(N − 4)

5!
cosN−5 ξ sen5 ξ−

N(N − 1)(N − 2)(N − 3)(N − 4)(N − 5)(N − 6)

7!
cosN−7 ξ sen7 ξ + · · ·

Como ξ es muy pequeño, por el Principio de L’ Hôpital, cos(ξ) = cos(0) = 1 y
sen(ξ) lo identifica con ξ; dado que N es infinitamente grande nuevamente por el
Principio de L’ Hôpital, N = N − 1 = N − 2 = · · · ; y aśı se obtiene:

cos x = 1 − ξ2N2

2!
+

ξ4N4

4!
− · · · y sen x = ξN − ξ3N3

3!
+

ξ5N5

5!
− · · ·

esto es,

cos x = 1 − x2

2!
+

x4

4!
− · · · y sen x = x − x3

3!
+

x5

5!
− · · ·

En Introductio in Analysin Infinitorum, una de las obras más conocidas de Euler
y de mayor influencia tanto en la matemática como en la educación matemática,
encuentra nuevas relaciones para las funciones trigonométricas a partir de la ex-
ponencial compleja de la siguiente manera:

En (5) y (6) hace cos ξ = 1, sen ξ = ξ y x = ξN , aśı obtiene:

cos(x) =
1

2

[(
1 + i

x

N

)N

+

(
1 − i

x

N

)N]
y

sen(x) =
1

2

[(
1 + i

x

N

)N

−
(

1 − i
x

N

)N]
pero, por ser N un número inifnitamente grande se tiene que:(

1 + i
x

N

)N

= eix y

(
1 − i

x

N

)N

= e−ix.

Por lo tanto:

cos(x) =
1

2

(
eix + e−ix

)
y sen(x) =

1

2

(
eix − e−ix

)
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Es obvio, que aunque los métodos que se han presentado fueron los seguidos por
Euler, la notación no es la misma que él utilizó.

En un art́ıculo publicado en 1740, partió de la serie [2]:

y = senx = x− x3

3!
+

x5

5!
− · · · + x2n+1

(2n + 1)!
(−1)n + · · · .

Supuso que y �= 0, y construyó la ecuación:

1 − x

y
+

x3

3! y
− · · · + x2n+1

y(2n + 1)!
(−1)n−1 + · · · = 0. (1)

A continuación, tomó el polinomio:

f(x) = 1 − a1x + · · · + (−1)nanx
n, con an �= 0.

Entonces,

f(x) = (−1)n an

(
xn − an−1

an
xn−1 + · · · + (−1)n−1

a1

an
x + (−1)n

1

an

)

Si α1, · · · , αn son las ráıces del polinomio f(x), se tiene que:

n∏
i=1

αi =
1

an
y que

n∑
j=1

∏n
i=1 αi

αj
=

a1

an

de donde,

n∑
j=1

1

an

αj
=

a1

an

luego,
n∑

j=1

1

αj
= a1 (2)

por otra parte,

a2
1 =

( n∑
j=1

1

αj

)2

=
n∑

j=1

1

α2
j

+ 2
∑
i<j

1

αiαj
(3)
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Pero,

1

an

∑
i<j

1

αiαj
=

(
n∏

i=1

αi

)(∑
i<j

1

αiαj

)

=
∑

i1<···<in−2

αi1 · · ·αin−2

=
a2

an
.

Por lo tanto, ∑
i<j

1

αiαj
= a2

Reemplazando en (3) y despejando, obtuvo que:

n∑
j=1

1

α2
j

= a2
1 − 2a2. (4)

Por otra parte,

f(x) = (−1)n an (x − α1) · · · (x − αn)

= (−1)n an (−1)n

(
n∏

i=1

αi

)(
1 − x

α1

)
· · ·

(
1 − x

αn

)
.

Por consiguiente,

1 − a1 x + · · · + (−1)n an xn =

(
1 − x

α1

)
· · ·
(

1 − x

αn

)
. (5)
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Si α1, α2, · · · , αN (N es un número natural infinitamente grande) son las infinitas
soluciones de la ecuación (1), supuso que se pod́ıa extender el resultado de (5), y
expresó

1 − x

y
+

x3

3! y
− · · · + (−1)2N+1 x2N+1

(2N + 1)! y
=

(
1 − x

α1

)
· · ·
(

1 − x

αn

)
· · ·
(

1 − x

αN

)
.

Si x = A es una solución de (1), es decir, si sen(A) = y, entonces, las otras
soluciones de (1) son de la forma 2nπ + A, y también (2n + 1)π − A, ∀n ∈ Z.

Euler consideró también que pod́ıa extenderse la fórmula (2) al caso infinito. En

particular, para la ecuación (1) se tiene que a1 =
1

y
; por lo tanto:

N∑
j=1

1

αj
=

1

y

Ordenando las ráıces convenientemente, obtuvo:

N∑
n=0

1

(nπ + (−1)n)A
−

N∑
n=1

1

(nπ + (−1)n+1)A
=

1

y
. (6)

La fórmula (4) también la extendió al caso infinito, y como en (1), a2 = 0,
entonces,

N∑
n=0

1

(nπ + (−1)n)A
+

N∑
n=1

1

(nπ + (−1)n+1A)2
=

1

y2
. (7)

También (6) puede escribirse en la forma:(
N∑

n=0

1

2nπ + A
+

N∑
n=0

1

(2n + 1)π − A

)
−
(

N∑
n=1

1

2nπ − A
+

N∑
n=1

1

(2n + 1)π + A

)
=

1

y

Si A =
π

2
, resulta que y = 1, reemplazando estos valores en (6), y teniendo en

cuenta que:

1

2nπ +
π

2

+
1

(2n + 1)π − π

2

=
4

π

1

4n + 1
y

1

(2n − 1)π +
π

2

+
1

2nπ − π

2

=
4

π

1

4n − 1

Se tiene la fórmula:

4

π

N∑
n=0

1

4n + 1
− 4

π

N∑
n=1

1

4n − 1
= 1.
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Nuevamente, reordenando los sumandos, Euler obtiene:

4

π

(
1 − 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · (−1)N

2N + 1

)
= 1,

de donde,
N∑

n=0

(−1)n

2n + 1
=

π

4
. (8)

Aplicando el Principio de L’ Hôpital, la ecuación (8) se escribe:

ĺım
k→∞

k∑
n=0

(−1)n

2n + 1
=

∞∑
n=0

(−1)n

2n + 1
=

π

4

Procedió en forma semejante con (7) y, teniendo en cuenta que:

1(
2nπ +

π

2

)2 +
1(

(2n + 1)π − π

2

)2 =
1

π2(4n + 1)2

y, que además:

1(
(2n − 1)π +

π

2

)2 +
1(

2nπ − π

2

)2 =
8

π2(4n + 1)2
,

obtuvo:

8

π2

(
1 +

1

32
+

1

52
+ · · · + 1

(2N + 1)2

)
= 1.

Luego,
∞∑

n=0

1

(2n + 1)2
=

π2

8
(9)

En forma similar al método que siguió para obtener las series (8) y (9), encon-
tró otras fórmulas, como por ejemplo [10], [11] y [13]:
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∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)3
=

π3

32
,

∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)4
=

π4

96
,

∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)5
=

5π5

1536
,

∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)6
=

π6

960
.

El valor de
∞∑

n=1

1

n4
lo obtuvo de la siguiente manera [2].

Si s =
∞∑

n=1

1

n4
, entonces,

s − π4

96
= s −

∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)4

Luego

s − π4

96
=

∞∑
n=0

1

(2n)4

=
1

16

∞∑
n=0

1

n4

=
1

16
s
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Aśı
15

16
s =

π4

96
.

Por lo tanto ∞∑
n=1

1

n4
=

π4

90
.

Otro procedimiento interesante fue el que empleó para calcular un desarrollo en
serie de la función cotangente.

Euler extendió la ecuación (5) al caso de series de números reales, de la siguiente
manera:

Si los puntos en donde se anula la serie 1 +
∞∑

n=1

(−1)n an xn son α1, α2, · · · ,

entonces,

1 +
∞∑

n=1

(−1)n an xn =

(
1 − x

α1

)(
1 − x

α2

)
· · · .

En particular, como:

1 +
∞∑

n=1

(−1)n
x2n

(2n + 1)!
=

senx

x

y los puntos donde se anula esta serie son ±π, ±2π, ±3π, · · · , entonces,

senx

x
=

∞∏
k=1

(
1 − x

k π

) ∞∏
k=1

(
1 +

x

k π

)
=

∞∏
n=1

(
1 − x2

n2 π2

)
.

Luego,

ln

(
sen x

x

)
=

∞∑
n=1

ln

(
1 − x2

n2 π2

)
.

Derivando esta ecuación, se obtiene:

cot(x) − 1

x
=

∞∑
n=1

2x

x2 − n2 π2

por lo tanto,

cot(x) =
1

x
+

∞∑
n=1

2x

x2 − n2 π2
.
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Como se vio anteriormente, el tratamiento de las series como sumas finitas no
siempre era exitoso y, por el contrario, en muchas ocasiones condujo a paradojas.
Este hecho trajo como consecuencia que varios matemáticos y filósofos [8] en los
inicios del siglo XIX, empezaron a cuestionar este método e introdujeran un nuevo
enfoque a partir del concepto de limite. Entre los más destacados art́ıfices des esta
nueva forma de abordar el problema, están Gauss, Abel, Cauchy [7], Kummer y
Dirichlet. El éxito de este nuevo enfoque condujo “desafortunadamente”al aban-
dono de los métodos empleados por Leibniz, Euler y otros matemáticos, los cuales
empiezan a retomarse, nuevamente, dos siglos después a partir de la creación del
análisis no-estándar y de la geometŕıa diferencial sintética.

4. Didáctica Euleriana

Los métodos empleados por Euler para hacer matemáticas además de ser inge-
niosos, constituyen una poderosa herramienta de la didáctica de las matemáticas
no sólo porque nos demuestran que es posible llegar a resultados interesantes con
muy pocas herramientas matemáticas, sino también, porque son una importante
fuente de ideas acerca de la manera como se deben enfrentar los problemas de
esta ciencia. Euler no sólo fue un gran innovador sino además un excelente refor-
mador, pues, reformuló resultados ya conocidos y propuso técnicas nuevas para
deducirlos. Veamos algunos ejemplos:

5. Didáctica Euleriana de la geometŕıa

Ejemplo 1:

Uno de los problemas más populares que resolvió este genio, fue el denominado
de los Siete Puentes de Königsberg. Por la forma sorprendente de enfocarlo, por
la belleza lógica que encierra la argumentación euleriana y por el hecho de ser
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uno de los primeros problemas que se conocen en donde se demuestra “que al-
go no se puede hacer”, este problema ha sido considerado como un modelo de
razonamiento lógico-deductivo.

El asunto es el siguiente: por la ciudad de Königsberg (hoy Kaliningrado Rusia)
pasa el ŕıo Pregel, al cual pertenecen dos islas que están comunicadas entre śı y
con los márgenes del ŕıo por siete puentes como se ilustra a continuación.

El problema consiste en determinar si es posible trazar un recorrido que pase
por cada puente y sólo una vez. Euler logró demostrar en una memoria publi-
cada en San Petersburgo en 1736, que esto no puede hacerse. El análisis que
empleó sirvió para iniciar el desarrollo de varias nuevas ramas de la matemática,
entre ellas la Teoŕıa de Grafos y la Topoloǵıa Combinatoria. Por ser el método
que empleó, una forma de razonamiento que permite ilustrarnos acerca de su
ingeniosa forma de razonar, vamos a presentarlo.

Denotó con las letras A, B, C y D, las cuatro regiones en que queda dividida
Königsberg por el ŕıo, como se indica en el gráfico. Si una persona va de la región
A a la C independientemente de si usa un puente o el otro, notamos este paso
por AC . Si después va de C a D notamos CD; para indicar que se han realizado
ambos pasos notamos ACD.

De la misma forma la expresión C A D B A D, indica que la persona partió de
C hasta A, siguió de A a D, luego de D a B, después de B a A y por último de A
a D. Para hacer este recorrido tuvo que pasar por cinco puentes. En general, si el
recorrido que siguió una persona está indicado por n de estas letras (A, B, CyD),
es porque tuvo que pasar por n − 1 puentes. Por lo tanto:

El paso por los siete puentes Königsberg, requiere de

ocho letras para designarlo. (1)

Por otra parte, si a una región E conducen por ejemplo siete puentes y una per-
sona desea realizar un recorrido que incluya estos siete puentes de tal manera que
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pase sólo una vez por cada uno, entonces en la secuencia de letras que denota el
camino recorrido aparecerá exactamente cuatro veces la letra E, por lo siguiente:

Supongamos que empezó el recorrido por fuera de E y notemos Ec la parte
exterior a E.

Inicialmente hace el recorrido Ec E pasando por un primer puente. Como tiene
que salir, hace el recorrido E Ec pasando por un segundo puente; de tal forma
que aunque ha pasado por dos puentes, sólo aparece una vez la letra E.

Más adelante tendrá que realizar el recorrido Ec E pasando por un tercer puente
y necesariamente hará E Ec pasando por un cuarto puente; aqúı nuevamente ha
agotado dos puentes pero sólo ha agregado una sola letra E a la secuencia que
denotará el trayecto.

Tarde o temprano tendrá que hacer Ec E pasando por un quinto puente y lógi-
camente E Ec pasando por un sexto puente. Nuevamente se tienen que se han
recorrido dos puentes más y se ha agregado una sola letra E.

Finalmente tendrá que hacer EcE, pasando por el último puente y agregando una
letra E a la secuencia.

De lo anterior se desprende que el número de veces que aparece la letra E en la
secuencia es cuatro.

Si se hubiera iniciado el recorrido en E, el resultado seŕıa idéntico.

En general, aplicando el mismo procedimeinto podemos darnos cuenta que si
existen 2n+1 puentes que comunican a E con Ec, el número de veces que aparece
la letra E en la seceuncia es n + 1.

Aplicando esto al caso de los puentes de Königsberg, podemos observar que si
fuera posible hacer el recorrido pasando por cada puente una y sólo una vez,
entonces, como a C llegan tres puentes, el número de veces en que aparece C en
la secuencia será dos.

Como a A llegan cinco puentes, el número de veces en que aparece A en la
secuencia es tres. De la misma forma a D y B llegan respectivamente tres puentes,
entonces el número de veces en que aparecen cada una de estas dos letras en la
secuencia es dos.

De donde, el recorrido por los siete puentes de Königsberg requiere de nueve letras
para designarlo, lo cual contradice (1).
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Ejemplo 2:

En 1748 Euler publicó la memoria Variae Demonstrationes Geometriae, en la cual
da una prueba sintética, es decir, dentro del esṕıritu euclidiano, de la fórmula de
Herón que establece lo siguiente:

Si �ABC tiene lados a, b y c, y semipeŕımetro s =
a + a + c

2
entonces el área

de�ABC es
√

(s(s − a)(s − b)(s − c)).

Demostración (Euler [5] pag. 132):

A B

C

OU
V

N

S

r

r

b

z
a

c
x y

Dado el �ABC se construye la circunferencia inscrita de centro en O punto
de concurrencia de las bisectrices del triángulo dado. Construyáse desde A la
perpendicular a la recta BO, la cual se intercepta en el punto V . Llamemos N
al punto de intersección de las rectas AB y SO, está última perpendicular a la
recta AB.

Como ∠AOV es exterior al �AOB, se tiene la siguiente ecuación:

∠AOV = ∠OAV + ∠OBA (1)

Como �AOV es rectángulo entonces

∠AOV + ∠V AO = ∠ 90o (2)

Se tiene:

∠OAB =
1

2
∠CAB =

α

2
,
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∠OBA =
1

2
∠ABC =

β

2
. (3)

Llamando γ = ∠ABC , se tiene:

α

2
+

β

2
+

γ

2
= ∠ 90o. (4)

De (1) y (2) se sigue que

∠OAV + ∠OBA + ∠V AO = ∠ 90o (5)

De (3), (4) y (5) se sigue que

∠V AO =
γ

2
(6)

Trácese la perpendicular OU a la recta AC , como ∠ACO = ∠UCO =
γ

2
, de

(6) se sigue que los triángulos retángulos �OAB y �OCU son semejantes en
consecuencia,

AV

V O
=

CU

OU
=

z

r
(7)

las siguientes parejas de triángulos son semejantes:

�NOV ≡ �NAS, �NAS ≡ �BAV y �NOV ≡ �BAV , por lo tanto:

AV

OV
=

AB

ON
. (8)

De (7) y (8) se concluye que

z

r
=

AB

ON
=

x + y

SN − r
(9)

y aśı, z(SN) = r(x + y + z) = r s.

Como los ángulos ∠BOS y ∠V ON son congruentes, entonces �NAS ≡ �BOS,

y en consecuencia,
SN

AS
=

BA

OS
, por lo tanto,

SN

x
=

y

r
, es decir SN =

x y

r
.
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Utilizando las identidades anteriores se concluye que

Area(�ABC) = r s =
√

(rs(rs)) =
√

(z(SN)(rs)) =

√
(z

(
x y

r

)
rs)

=
√

(s x y z) =
√

(s(s − a)(s− b)(s − c)).

que era lo que se queŕıa demostrar.

6. Didáctica Euleriana de la aritmética

La principal afición de Euler fue la aritmética. A ella dedicaba sus ratos libres,
de ah́ı la gran cantidad de resultados que obtuvo, pero el legado más importante
que nos dejó fue su riqueza argumental. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1:

En 1737 Euler dio otra prueba de la existencia de infinitos números primos. El
método que empleó fue el siguiente: Supóngase que sólo hay un número finito de
primos. Sean estos

p1, · · · , pn, con pj > 0 ∀j = 1, · · · , n y además pi �= pj ∀i �= j.

Sea m > 1 un entero. Por el teorema fundamental de la aritmética, existen
α1, · · · , αn ∈ N tales que

m = exp (p1, α1) exp (p2, α2) · · · exp (pn, αn),

donde exp (p, α) = pα. Si α = máx {α1, α2, · · · , αn}, entonces

1 +
1

2
+ · · · + 1

m
<

(
α∑

j=0

1

pj
1

) (
α∑

j=0

1

pj
2

)
· · ·
(

α∑
j=0

1

pj
n

)

Pero, como:

α∑
j=0

1

pj
k

=
1 − p−α−1

k

1 − p−1
k

<
pk

pk − 1
∀ k ∈ In = {1, 2, · · · , n}

entonces,

1 +
1

2
+ · · · + 1

m
<

n∏
k=1

pk

pk − 1
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Pero esto es una contradicción, ya que la serie 1 +
1

2
+ · · · +

1

m
+ · · · , llamada

armónica, es divergente, y por lo tanto no se puede suponer que hay un número
finito de primos.

El procedimiento empleado en esta demostración, aśı como también otros re-
sultados publicados posteriormente, dieron origen a la hoy denominada Teoŕıa
Anaĺıtica de Números, en la cual se utilizan las series como una de las herra-
mientas para determinar propiedades de los números naturales.

Ejemplo 2:

Sean P = {p ∈ Z | p es primo}, y ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
; Euler probó que

∑
p∈P

1

p
es

una serie divergente y que ζ(s) =
∏
p∈P

( 1

1 − p−s

)
, para ∀ s > 1.[5] La demostración

de que
∑
p∈P

1

p
diverge, la hizo basándose en que ∀ p > 1,

1

1 − p−1
= 1 +

1

p
+

1

p2
+ · · · + 1

pm
+ · · ·

Como P = {2, 3, 5, · · · , pn, · · · }, entonces,

1

1 − 2−1

1

1 − 3−1

1

1 − 5−1
· · · 1

1 − p−1
n

>

pn∑
k=1

1

k

>

pn+1∫
1

dx

x

≥ ln (pn + 1)

> ln (pn).

Luego, (
1 − 1

2

) (
1 − 1

3

)
· · ·

(
1 − 1

pn

)
<

1

ln (pn)
.

Por lo tanto:

ln

(
1 − 1

2

)
+ ln

(
1 − 1

3

)
+ · · · + ln

(
1 − 1

pn

)
< − ln(ln(pn)).
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Como la función f(x) = 2x− ln (1+x) empieza a crecer a partir de − 1

2
entonces

f

(
− 1

p

)
< f(0), ∀ p ∈ P .

Luego − 2

p
< ln

(
1 − 1

p

)
, ∀ p ∈ P . Por lo tanto,

− 2

2
− 2

3
− 2

5
· · · − 2

pn

< − ln(ln pn).

De donde, ∑
p ∈ P
p < P

1

p
>

1

2
ln(ln pn).

Como existen infinitos primos y ĺım
m→∞

ln(ln (m)) = ∞, entonces la serie
∑
p∈P

1

p
di-

verge. La divergencia de la serie anterior implica en particular que existen infinitos
primos, luego si se demuestra independientemente que esta serie es divergente, se
tendŕıa otra prueba de que el conjunto P es infinito.

Para demostrar que ζ(s) =
∏
p∈P

(1−p−s)−1 procedió de la siguiente manera [10],[2].

∏
p∈P

(1 − p−s)−1 =
∏
p∈P

(
1 +

1

ps
+ · · · + 1

pks
+ · · ·

)

= 1 +
1

2s
+

1

3s
+ · · · + 1

ns
+ · · ·

=
∞∑

n=1

1

ns
= ζ(s)

Esta prueba requiere de una sólida justificación para cada uno de sus pasos.
Euler no la dió y por esto cayó en el error de suponer que era válida para s = 1;
Kronecker en 1875 demostró que esta fórmula es válida sólo para s > 1.

Ejemplo 3:[3]

Pierre de Fermat (1601 - 1665) afirmó que todos los números de la forma
Fn = 22n ∀ n ∈ N, son primos. Este hecho es cierto para n = 0, 1, 2, 3 y 4,
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ya que:

F0 = 3, F1 = 5 , F2 = 17 , F3 = 257 y F4 = 65537,

pero en 1732 Euler demostró que F5 es compuesto. Veámos como lo hizo:

Como 641 = 625 + 16 = 54 + 24, entonces 641 divide a cualquier múltiplo de
54 + 24, en particular

641 | (54 + 24)228, (1)

Pero 641 = 5 · 27 + 1, entonces

641 | (5 · 27 + 1)(5 · 27 − 1).

Luego

641 | (52 214 − 1)(52 214 + 1).

esto es

641 | 54 228 − 1. (2)

De (1) y (2) se desprende que

641 | (54 228 + 232) − (54 228 − 1).

De donde

641 | 232 + 1,

560
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es decir
641 | F5.

El anterior ejemplo ilustra muy bien la habilidad de Euler para realizar cálculos y
a la cual se refeŕıa Dominique Francois Arago (1786 - 1853) [2] cuando afirmaba:

“Calculaba sin esfuerzo aparente, como otros hombres respiran o como las aguilas
se sostienen en el aire”

Ejemplo 4:

En muchos casos Euler dio varias pruebas de un mismo teorema, con lo cual
enseñaba que lo más importante en matemática no es el resultado sino el camino
que conduce a este; aśı presento varias demostraciones del denominado Teorema
de Fermat, el cual afirma que si p es un número primo, bp − b es divisible por p,
∀ b ∈ Z.

En su disertación titulada Theorematum quorundam ad numeros primos spectan-
tium demostratio (Demostración de algunos teoremas respecto de números pri-
mos), publicada en 1736 dio la primera prueba conocida de este teorema de la
siguiente manera:

Como (b+1)p−bp−1 =
p−1∑
k=1

(
p

k

)
bk y p divide a

(
p

k

)
∀ k = 1, . . . , p−1 entonces

p divide a (b + 1)p − bp − 1.

Por otra parte, si p divide a bp − b entonces también divide a

(b + 1)p − (b + 1) = (b + 1)p − 1 + bp − b

pero como p divide a 1p − 1, entonces también divide a 2p − 2 y por el mismo
argumento p divide a 3p − 3, y en general p divide a bp − b.

En una carta dirigida a Christian Goldbach (1690-1764) en 1742, Euler presenta
esta segunda prueba [2]:

p divide a,

(c + b)p − cp − bp =

p−1∑
k=1

(
p

k

)
ck bp−k

si p divide a,

cp − c y a bp − b
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entonces p divide a

(c + b)p − cp − bp + cp − c + bp − b = (c + b)p − (c + b),

pero como p divide a 1p − 1 y a 2p − 2 entonces p divide a 3p − 3, continuando
aśı sucesivamente se concluye que p divide a cp − c ∀ c ∈ N.

La tercera prueba del Teorema de Fermat que dio Euler, fue publicada en 1758 y
reproducida por Gauss en sus Disquisitiones Arithmeticae[14].

Ejemplo 5:

Figura 5: ”El maestrro de todos”

Se sabe que un número entero positivo es perfecto se la suma de sus divisores
propios es él mismo. En la proposición 36 del libro IX de los Elementos, Euclides
demuestra que un número par es perfecto si tiene la forma

2q−1 (2q − 1) en donde tanto q como 2q − 1 son primos.

A Euler se le debe la prueba del rećıproco de este teorema. Veamos cómo lo hizo.

Sea a un número perfecto par, existen n y b en Z con n ≥ 1 y b impar y positivo,
tales que a = 2n b. Pero como a =

∑
( d|a

d �=a)
entonces

2a =
∑
d|a

d =
(∑

f |2n

f
)(∑

g|b
g
)

= (2n+1 − 1)B.
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Entonces

b

B
=

a

2n

2a

2n+1 − 1

=
2n+1 − 1

2n+1
. (1)

Luego

b = (2n+1 − 1)
B

2n+1
(2)

si B fuese impar, entonces B (2n+1 − 1) también seŕıa impar, y por lo tanto b no
seŕıa entero. De lo anterior se desprende que B es par luego B = 2m h, con 1 ≤ m,
y h impar; m no puede ser menor o igual que n porque de (2) se desprende que

b no seŕıa entero. Luego m ≥ n + 1, por lo tanto
B

2n+1
= 2m−n−1 h ∈ Z.

Llamando C =
B

2n+1
se tiene de (2) que b = (2n+1 − 1) C .

Supongamos que C > 1, como B =
∑
g|b

g ≥ b + 2n+1 − 1 + C + 1 por que b|b,
(2n+1 − 1)|b, C|b y 1|b.
Pero

b + 2n+1 − 1 + C + 1 = (2n+1 − 1)C + (2n+1 − 1) + C + 1 = 2n+1(C + 1)

luego

B ≥ 2n+1 (C + 1)

por lo tanto

B

b
≥ 2n+1 (C + 1)

(2n+1)C
>

2n+1

2n+1 − 1
,

lo cual contradice (1). Por consiguiente C = 1, b = 2n+1 − 1 y
a = 2n(2n+1 − 1).

Si 2n+1 − 1 fuera compuesto, entonces∑
( d|a

d �=a)

d > (1 + 2 + · · · + 2n) + (2n+1 − 1)(1 + 2 + · · · + 2n−1),
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luego

∑
( d|a

d �=a)

d > (2n − 1) 2n+1 + 2n = (2n+1 − 1) 2n = a,

pero esto es imposible porque a es perfecto. De donde 2n+1−1 es primo, y además
si n + 1 fuese compuesto, 2n+1 − 1 tendŕıa factores propios, lo cual es falso. En
consecuencia, n + 1 también es primo.

7. Didáctica Euleriana para el cálculo diferen-

cial

Euler abordaba el cálculo diferencial a partir de un enfoque algebraico que le
permit́ıa llegar más temprano a resultados prácticos, que empleando los métodos
anaĺıticos que posteriormente adoptó la matemática. Si bien es cierto el tratamien-
to de las series como sumas finitas potencialmente infinitas tiene riesgos, los casos
que él trabajo fueron exitosos. El método que siguió fue el siguiente [1]:

Si y = f(x), se define la diferencia leibniziana de esta función como

dy = f(x + dx) − f(x)

Dado que dx es muy pequeño y siguiendo el principio de L’ Hôpital, Euler reem-
plazaba (dx)n por 0 si n ≥ 2. Veamos algunos ejemplos ilustrativos.

Ejemplo 1:

Calcular la diferencia leibnitziana de la función y = f(x) = xn.

En efecto,

dy = (x + dx)n − xn

= xn + nxn−1dx +
n∑

k=2

(
n

k

)
xn−k(dx)k − xn

= nxn−1dx.
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Ejemplo 2:

Calcular la diferencia leibnitziana de la función y = f(x) = ex

dy = ex+dx − ex.

= ex(edx − 1)

= ex

((
1 + dx +

(dx)2

2!
+ · · · + (dx)n

n!
+ · · ·

)
−1

)
= exdx

Ejemplo 3:

Calcular la diferencia leibnitziana de un producto.

Sea y = uv, en donde u = u(x) y v = v(x). Entonces

dy = u(x + dx) v(x + dx) u(x) v(x)

= u(x + dx) v(x + dx) u(x) v(x + dx) + u(x) v(x + dx) − u(x) v(x)

= (u(x + dx)) − u(x) v(x + dx) + u(x) (v(x + dx) − v(x))

= du v(x + dx) + u(x) dv

Pero como du dv = 0, entonces du (v(x + dx) − v(x)) = 0, luego
du v(x + dx) = du v(x).

Aśı que

dy = du v(x) + u(x) dv.

Ejemplo 4:

Calcular la diferencia leibnitziana de la función y = f(x) = sen(x).

Como

cos(dx) = 1 +
∞∑

n=1

(−1)n

(2n)!
(dx)2n = 1 y además

sen(dx) = dx +
∞∑

n=1

(−1)n

(2n + 1)!
(dx)2n+1 = dx

entonces
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dy = sen(x + dx) − sen(x)

= sen(x) cos(dx) + sen(dx) cos(x) − sen(x)

= sen(x) + dx cos(x) − sen(x)

= cos(x) dx

8. La Ω teoŕıa

La idea seminal de Euler de asociarle a la sucesión de números naturales un
número natural infinito om, fue ampliada años después por Agust́ın Cauchy,
quien, partiendo de los números racionales, definió los números reales como colec-
ciones de sucesiones equivalentes [18]. Esta idea fundamental ha sido utilizada
desde entonces como una forma alternativa a la definición de Edoxo-Dedekind
para construir los números reales [18].

Más recientemente Curt Schmieden y posteriormente Detlef Laugwitz [16], em-
prendieron la tarea de elaborar una fundamentación de las matemáticas a la cual
llamaron Ω−cálculo, siguiendo la idea básica de Euler y Cauchy de asociar a ca-
da sucesión una nueva entidad matemática. Esta propuesta no atrajo la atención
de los matemáticos quienes en su gran mayoŕıa, prefirieron seguir las ideas de
Abraham Robinson para encontrar una formulación rigorosa de las cantidades
infinitamente pequeñas e infinitamente grandes de Leibniz, Euler y Cauchy [1].

Recientemente (1999), los matemáticos italianos Vieri Benci y Mauro di Nasso
[17], desarrollaron completamente esta propuesta, superando los inconvenientes
señalados por Karen Hrbaceck para la formulación de una fundamentación de
la matemática que incluya los objetos ideales que hoy en d́ıa se conoce con el
nombre de “cantidades infinitesimales”y “cantidades infinitamente grandes”.

La propuesta de Benci y di Nasso, que ellos han llamado “α-teoŕıa”y que prefe-
rimos llamar Ω-teoŕıa en homenaje a Euler, es básicamente la siguiente:

Se suponen como términos indefinidos los de pertenencia
(∈), conjunto (x, y, z, . . . , A, B, C, . . .) y un operador Ω, que actúa sobre suce-
siones de conjuntos asignándole a cada sucesión s un nuevo conjunto Ω(s), el cual
se llamará “el elemento ideal determinado por s”.

Estos términos se manejan según los siguientes axiomas:
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1. Todos los axiomas de la teoŕıa de Sérmelo-Frainkel con elección para la
pertenencia, sin incluir el axioma de regularidad; recuérdese que el axioma
de fundamentación o regularidad es aquél que impide la formación de suce-
siones del tipo:

· · · ∈ xn ∈ · · · ∈ x2 ∈ x1 ∈ x0,

en consecuencia, en la om-teoŕıa este tipo de sucesiones es permitido.

En los axiomas de separación y de reemplazo, se permite el uso del término
Ω. Aśı, para el caso del axioma de separación, si φ es una proposición el la
cual figura eventualmente Ω, y si x es un conjunto, entonces:

{y | y ∈ x ∧ φ(y, a1, · · · , an)}
es un conjunto, en donde a1, . . . , an son conjuntos dados y φ tiene exacta-
mente n + 1 variables libres.

Con estos axiomas se construyen todos los conjuntos usuales de la práctica
matemática como N, Z, Q y C.

2. Los axiomas espećıficos para manejar el operador Ω son los siguientes:

(Ω1) Ω (idN) /∈ N

(Ω2) Si Cφ es la sucesión constante de valor el conjunto vaćıo φ, entonces
Ω(Cφ) = φ

(Ω3) Si s es una sucesión de conjuntos no vaćıos, entonces,

Ω(s) = {Ω(t) | ∀n ∈ N t(n) ∈ s(n)}.
(Ω4) Si s, t son sucesiones, y si u es la sucesión definida por

u(n) = s(n) ∪ t(n), entonces, Ω(u) = Ω(s) ∪ Ω(t).

(Ω5) Si s y t son sucesiones que toman valores en un conjunto E y si f es
una función de dominio E, entonces de Ω(s) = Ω(t) se sigue que

Ω(f ◦ s) = Ω(f ◦ t).

El axioma Ω4 es especialmente poderoso pues, en particular, implica lo siguiente:

Si v es una sucesión tal que ∀n ∈ N v(n) ∈ u(n) entonces, existe una sucesión w
tal que Ω(v) = Ω(w) y, o bién w(n) ∈ s(n) ∀n ∈ N, ó, w(n) ∈ t(n) ∀n ∈ N .

Esto último motiva la siguiente definición:

Definición 1: Dos sucesiones s y t son equivalentes si y sólo si Ω(s) = Ω(t).

Proposición 1: Si s, t y u son sucesiones entonces
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1. Ω(s ∩ t) = Ω(s) ∩ Ω(t), en donde (s ∩ t)(n) = s(n) ∩ (t) ∀n ∈ N.

2. Si u(n) = {s(n), t(n)} para todo n, entonces Ω(u) = {Ω(s), Ω(t)}.
3. Si u(n) =< s(n), t(n) > para todo n, entonces Ω(u) =< Ω(s), Ω(t) >.

4. Si u(n) = s(n) − t(n) > para todo n, entonces Ω(u) = Ω(s) − Ω(t) >.

5. Si u(n) = s(n) × t(n) > para todo n, entonces Ω(u) = Ω(s) × Ω(t) >.

Proposición 2: Si Cn es la sucesión constante de valor igual a n ∈ N, entonces
Ω(Cn) = n.

Proposición 3: Si a es un conjunto finito y Ca es la sucesión constante de valor a,
entonces Ω(Ca) = a.

Proposición 4: Si s, t son sucesiones entonces:

a) Si existe N ∈ N tal que ∀n ≥ Ns(n) = t(n), entonces Ω(s) = Ω(t).

b) Si existe N ∈ N tal que ∀n ≥ Ns(n) �= t(n), entonces Ω(s) �= Ω(t).

Definición 2:

a) Si A es un conjunto, A∗ = Ω(CA), donde CA es la sucesión constante de
valor A.

b) Un conjunto B se dice interno, si existe un conjunto A tal que B ∈ A∗.

El siguiente teorema resume algunas de las propiedades básicas del operador ∗ :

Teorema 1: Para A, B conjuntos, valen las siguientes propiedades:

1. {A, B}∗ = {A∗, B∗}
2. A ⊆ B ⇔ A∗ ⊆ B∗.

3. A ∈ B ⇔ A∗ ∈ B∗.

4. A = B ⇔ A∗ = B∗.

5. (
⋃

A)∗ =
⋃

A∗.
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6. (A ∩ B)∗ ⇔ A∗ ∩ B∗.

7. (A − B)∗ ⇔ A∗ −B∗.

8. < A, B >∗⇔< A∗, B∗ > .

9. (A × B)∗ ⇔ A∗ ×B∗.

Algunas de las ideas de Euler, de Leibniz, y de quienes utilizan las cantidades
infinitamente grandes e infinitamente pequeñas se pueden justificar plenamente
considerando los conjuntos N∗, Z∗, Q∗, R∗ y C∗, gracias al teorema de trans-
ferencia que se explicará a continuación.

Sea V el universo de John von Neumann es decir, la clase de todos los conjuntos
que pertenecen a algún Vα, α número ordinal, donde estos conjuntos se definen
por inducción transfinita de la siguiente manera:

V0 = φ (en donde φ = el conjunto vaćıo),

Vα+1 = Vα

⋃
P(Vα),

Vβ =
⋃
α∈β

Vα, para β ordinal ĺımite.

Llamando V a la clase de los conjuntos internos, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 2:(Teorema de transferencia) Si φ es una proposición en el cual no in-
terviene el operador Ω, y si en φ sólo figuran cuantificadores acotados, entonces
la proposición φ(a1, . . . , an) vale en el universo V si y sólo si φ(a∗

1, . . . , a
∗
n) vale en

el universo V , para todo a1, . . . , an del universo V .

Aplicando este último teorema y todas las propiedades hasta aqúı mencionadas,
se pueden establecer propiedades que relacionen los conjuntos A del universo
de von Neumann, con los conjuntos A∗ del universo I. A manera de ejemplo,
considérese el conjunto R de los números reales y R∗ de los números reales no
estandar; cada número real r, determina un único número no estandar Ω(Cr),
que se puede identificar con r y aśı, el conjunto R es un subconjunto de R∗. Esta
contenencia es propia puesto que el número de Euler Ω = Ω(idN) es un número
real no estandar diferente de todos los números reales.
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[4] L´Hopital Marqués de, “Análisis de los infinitamente pequeños para el es-
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