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1. Productos escalares

Una funcién a dos variables, definida como sigue:
V:VxW-—EFE (1)

donde V, W, E son espacios vectoriales sobre un mismo campo, que cumple:

u+v,w) = 1p(u,w)+ (v, w)
av,w) = a(v, w)

v,w+ z2) = P(v,w) + P (v, 2)

se denomina funcién bilineal, porque es lineal en cada una de sus variables.
Cuando el campo K corresponde al campo C de los nimeros complejos, la propiedad (d) se
transforma en:

()" ¥ (v, aw) = a@p(v, w)

en este caso se dice que ¥ es una funcidn cuasibilineal, porque es lineal en la primera variable
y semilineal en la segunda.

Sien (1) se sustituye E por K, se tienen funciones bilineales o cuasibilineales en las que el espacio
vectorial codominio es el campo de escalares, en este caso R o C y se llaman formas bilineales
en el primer caso y formas hermitianas en el segundo.

Es de interés para la realizacién de este trabajo contar con la simetria de las formas (recuérdese
lo que sucede con los productos escalares), asi se hace necesario definirlas en un mismo espacio
V', esto es,

p:VxV-—K (2)
de manera que
= ¢ es simétrica, cuando
o(u,v) = p(v,u) Yu,v €V
= ¢ es antisimétrica cuando
o(u,v) = —p(v,u) Yu,v €V

En este caso si u = v, ¢ se anula.
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Andlogamente, para las formas hermitianas;

Y(v,w) = P(w,v) Yo e V,Yw e W

se dice simétrica hermitiana, y

Y(v,w) = —(w,v) Yo e V.Vwe W

se llama antisimétrica hermitiana
Cabe destacar que se puede realizar un trabajo paralelo con la teoria de formas hermitianas,
pero este se limita aqui, al tratamiento de formas sobre el campo de los niimeros reales.

Ejemplo 1.1. El producto escalar usual en R"
(y:R"xR" — R
n
(z,y) — Y miy;
ij=1
(a) Linealidad en la primera variable

n

(x+y,2)= Z (i + yi) 2

ij=1

n n
= Z ziy; + Z Yizj

ij=1 ij=1
= (,2) +(y,2)
(b) Homogeneidad

n
(o, y) = > awy;

ij=1
n
= Z TiYj
ij=1
= Oé<£1?, y>

La prueba es andloga para la segunda variable.

¢) Simetria -
(© (@, y) =Y miy;
ij=1

n
= >y
ig=1
= <yv {L’>

En consecuencia, (-) es un ejemplo de una forma bilineal simétrica
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Ejemplo 1.2.
0 :R"xR" — R

n—1
() — > Tty — Tnyn
i,j=1

es facil ver que es otro ejemplo de forma bilineal simétrica.

La representacién matricial (en una base ordenada fija) de la forma bilineal estd dada por

pler,e1) dler,ea) ... dler,en)
Ay = : : :
d(en,e1) dlen,e2) ... ¢(en, en)

y se tiene el siguiente resultado ¢(v, w) := vBw!

Demostracion.

d(v,w) = ¢ cier, »_ dje;)
i=1 j=1

=" didleie))

i=1  j=1
=D ) dib
i=1  j=1
= (Cl Z djblj +...+cp Z djbnj)
j=1 j=1
[ 1 djb;
=1 ... - > =1 djba;
1> i1 by
(b1 ... b [da
_ [Cl Cn] . .
_bnl brm dn
= vBw’

O

Asi, el ejemplo 1 es representado mediante la matriz identidad I, en la base candnica y el ejemplo
2 es descrito por la matriz,

1 0 0

0 1 0
M = )

0 0 -1
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de manera que

L (z,y) =zly"

2. o(z,y) =My

1.1. Espacio Euclideo

Un espacio vectorial real V' de dimensién n, provisto de una forma bilineal simétrica ¢ que
satisface:

¢(z,x) >0, z#0 (3)

se llama un espacio real euclideo.

También se dice que es un espacio dotado de una forma positiva no degenerada porque su forma
cuadrética no posee vectores isétropos (es decir, vectores no nulos tales que p(z, x) = 0, vectores
ortogonales a si mismos).

V' es un espacio vectorial de n dimensiones, (-) es de signatura (n,0), corresponde a lo que se
llama ordinariamente geometria euclideana de n dimensiones

Conceptos geométricos

Dados dos vectores de V, = (21, ...,2,) y 2’ = (2, ...,z se define la distancia euclideana
entre z y 2’ como:

dp(z,2") = ||z —2'|| = V{x — 2/, 2 — /)

_ \/(1’1 — )24 (2 — )2

1.2. Espacio Seudoeuclideo

Para el caso particular, en que la forma bilineal simétrica ¢ descrita en el ejemplo 2, es de
signatura (n — 1, 1), corresponde a lo que se llama ordinariamente Geometria de Minkowski
n-dimensional.

De manera que su forma cuadratica asociada puede ser nula, positiva o negativa.

Asi, (R™, ¢) es un espacio seudoeuclideo, denominado espacio de Minkowski.

Conceptos geométricos

Obsérvese que ||z|| toma valores complejos.
La distancia minkowskiana entre dos vectores de V', se determina por:

dM(LIZ‘,.CU/) = ”LIZ‘ - LIZ‘/” - \/(,0(11? -2,z — LIZ‘/)

= =224 (et — Ty )~ (an — )’

2. Productos escalares sobre M,,(C)

Se trabajan dos productos escalares definidos sobre el espacio de matrices con entradas complejas
y se generalizan.

450



PRODUCTOS ESCALARES Y MATRICES

Ejemplo 2.1. Producto escalar de Frobenius
(A,B)p =Tr(B*A).

1. (A, B)p = Tr(B*A)

2. (aA, B)p = Tr(B*aA)
= Tr(aB*A)
= oTr(B*A)
=a(A, B)p.

3. (A+ B,C)p =Tr(C*(A+ B))
= Tr(C*A+ C*B)
=Tr(C*A)+Tr(C*B)
= (A, C)p + (B,C)p.

<A, A>F = Z \aij\Q > 0.
1,5=1

5 (A,A)r =0, siy solamentesi, A =0, en efecto,

<] SiA=0, A* = 0. (A, A)p = Tr(A*A) = Tr(A?) = Tr(AA) =
=] Si se supone que (A, A)p =0y A # 0. Como A # 0, existen i, j tales que a;; # 0 y por
tanto T'r(A*A) # 0. Esto contradice que A = 0.

Se puede definir un producto escalar de valor real que permita inducir una nocién de angulo en
M,,(C): es suficiente tomar la parte real del producto ya definido.

Ejemplo 2.2. (A, B)g. = T'r(BﬁeARe + BY mArm) es un producto escalar sobre M, (C), en
donde, Ar. y Bre denotan las partes reales y, Arm y Brm sus partes imaginarias, respectiva-
mente.

Sean A, By C e M,,(C)y a eR

L. (A, B) re r BReARe + BImAIm)
) +TT(BImAIm)

Tr(
Tr(Bf
Tr(BReARe) +Tr(BL Ap,)T
Tr(Af
Tr(Af

r

r

BRe) + TT(AImBIm)
BRe + A[mBIm)
(B, A) Re.

r
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(A, B)ge = Tr(aBh,Are + aBF,, Arm)
= oTr(BhoAre + Br, Arm)
= (A, B)ge.

(A+ B,C)pe (Che(Are + Bre) + Cly(Arm + Brm))
(Che(ARe + Bre))

+ TT(CIm(A[m + Bim))

T?”(CREARE + CReBRe)

+ TT’(C A[m + C[mBjm)

=Tr re) + Tr(Ch.Bre)

+Tr m) + Tr(CImBjm)

=Tr re) + Tr(CF Ary)

+Tr Re) + Tr(CIm m)

= T"”(CReARe + CImA[m)

= +Tr(CheBre + Clp Brm)

= (A, C)ge + (B, C) Re-

=Tr
=Tr

Re

(Ch
(ct,
(Ch
(Ch

(A, Ape =Y lagi*+ > By* > 0.

ij=1 ij=1

donde «;; y B3;; corresponden a los elementos de la parte real e imaginaria, respectivamente de
la matriz A.

(A, AYpe =0, siy solamentesi, A=0.

<] Si A=0entonces Age =0y Ay, =0, por tanto (A, B)ge = Tr(Bh Are + BY, Ay) = 0.
=] Por otro lado, si (A, A)re = 0, entonces Tr(AL Ap. + AT Ap,) = 0, en consecuencia
Are =0y Ar,, =0y asi, A=0.

A continuacién se muestra la estrecha relacion existente entre los dos productos escalares

Corollary 2.1. (A, B)r. = R((A, B)r)

Demostracion. Sean A = Are + 1A v B = Bre + iBrm.-
(A, B)r = (ARe + iAm, Bre +iBm) F
=Tr((Bre + iBim)" (Age + iAmm)) = Tr(BE, Age + BY Apy)
= Tr((Ble — iBl)(ARe + iA1m)) +iTr(BhApm — Bh,, Arc) (5)
= Tr(Bh,Ape + iBh.Arm = (A, B)pe + iTr(Bh,Apn — B, ARe)
— iB]Age + Bl Am)
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de donde se deduce que
§R(<‘47 B>F) = <A7 B>Re'

Corollary 2.2. Si D, E € M,,(C) son matrices definidas positivas, entonces

es un producto escalar en M, (C).

Demostracion.

Tr(B*EAD) = vec(A)Tvec((EB*D)T)

Conceptos Geométricos
Ortogonalidad: S,,(C)+ = AS,,(C) respecto a (-, -) .

Demostracion. Sean A € S,(C) y B € AS,,(C).
B-BT
2

(A,B)p = Tr(B*A) = Tr ((B _QBT)* A>

<] Como B es antisimétrica B = , entonces se tiene que

_ %{TT(B*A) — Tr(BA)}
_ %{Tr((B*A)T) — Tr(BA)}
_ %{Tr(ATE) — Tr(BA)}

_ %{TT(AE) _ Tr(AB)}
=0.
Esto implica que B € S,,(C)* y en consecuencia AS,,(C) C S,,(C)*.

=] Por otro lado, si B € S,,(C)*, Tr(B*A) = 0 para toda A € S,,(C). Basta hacer la prueba
con elementos de la base canénica de M,,(C), sea E,s = (efj)nm tales que
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(&

@_{1$UJ%4n$

" 0 en otro caso.
Considérese la matriz simétrica E,; + Fj,., entonces
<Ers + EST7 B>F =0
Tr(B*(Ers+ Es)) =0
Tr(B*E,s) + Tr(B*Eg) = 0.

Esto significa que bys + ber = 0, es decir, b,y = —bg,. Por lo tanto, B es antisimétrica. O
Norma || A || = (4, A)2

El angulo « que forman dos matrices A y B € M,,(C) no nulas, puede calcularse mediante

<A7 B>Re
C = .
) =TT 1 B1r

Sean A y B matrices no nulas, la Proyeccién Ortogonal de A sobre B, respecto a un
producto interior (-, -) estd dada por

—~

A, B)

B.
B, B)

mp(A) =

—~

En particular, si B = I, y (-, ) es el producto interior de Frobenius o el generado por su parte

real, se tiene que

(AL Tr(4)

mi(4) = (1,1) n
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