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Frente al enfoque que ha enfatizado, bien sea explicita o implicitamente, que el
concepto de grupo abstracto surgi6 al finalizar el siglo XIX, por abstraccion de
la nocion de grupo de permutaciones, derivada de la teoria de ecuaciones alge-
braicas, se trata de presentar argumentos historicos y epistemologicos que han
conducido a esclarecer el hecho de que el proceso de formacion de la nocion
abstracta de estructura de grupo tuvo tres raices, y una de ellas es la geometria
que, ademads, junto con la teoria de niimeros, hizo posible que la idea de estruc-
tura matematica surgiera a partir de la toma de conciencia de profundos fend-
menos de isomorfismos.

INTRODUCCION

No cabe duda de que el surgimiento de la geometria analitica cartesiana, en el
siglo XVII, constituyd una ruptura metodoldgica con la geometria clésica
griega, sin embargo, las primeras etapas fundamentales que se orientaron a
hacer a un lado el viejo punto de vista acerca de la naturaleza de la geometria,
solamente tuvieron lugar hacia finales del siglo XVIII. Es claro también que el
algebra y el andlisis, antes que la geometria, fueron las disciplinas que asumie-
ron el liderazgo en superar las visiones clasicas. Se presentaba asi un notable y
sorprendente contraste. Mientras que los cambios fundamentales en geometria
quedaron a la zaga, en el dlgebra y el andlisis los cambios se desarrollaron ex-
plosivamente, tanto en extension como en profundidad, hasta la finalizacién
del siglo XIX.

MONGE Y LA GEOMETRIA DESCRIPTIVA

Al hacer referencia al extraordinario crecimiento de la geometria en el siglo
XIX, Wussing (1984) observa que este provino directamente de la Revolucion
Industrial al elevar las exigencias para los ingenieros matematicamente prepa-
rados. Agrega que, el denominado por Monge, lenguaje de la ingenieria llegd
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a ser dominante en la Escuela Politécnica de Paris, fundada de acuerdo con las
exigencias de la Gran Revolucion Francesa. La geometria descriptiva, creada
por Monge, ejercid una fuerte influencia en las matematicas de los gimnasios
y universidades y prepard el terreno para el desarrollo de la geometria. Monge,
al crear la geometria descriptiva, introdujo las consideraciones proyectivas en
la geometria finalizando el siglo XVIII. Esta ciencia, que tuvo su origen en el
proyecto de fortificaciones, contiene una forma de representar y analizar obje-
tos tridimensionales por medio de sus proyecciones sobre ciertos planos. Eves
(1969, p. 273, 274) afirma que los trabajos de Desargues y de Poncelet, lo
mismo que los de sus seguidores, condujeron a los gedmetras a clasificar las
propiedades geométricas en dos categorias: las propiedades métricas, en las
que intervienen las medidas de las distancias y de los dngulos, y las propieda-
des descriptivas, en las que solo se trata la relacion de las posiciones de los
elementos geométricos entre si. El Teorema de Pitagoras, por ejemplo, es una
propiedad métrica. La geometria proyectiva estudia las propiedades descripti-
vas de las figuras geométricas. Todas las propiedades de incidencia, excep-
tuando unicamente propiedades métricas especiales, son proyectivas.

EL PAPEL DE LA GEOMETRIA PROYECTIVA

Poncelet, discipulo de Monge, fue quien impulso el resurgimiento real de la
geometria proyectiva especialmente, segun Eves, con la publicacion en Paris,
en el afio de 1822, de su obra Traité des propriétés proyectives des figures,
con la cual “dio un impetu tremendo al estudio del tema e inici6 el llamado
gran periodo de la historia de la geometria proyectiva”, en cuyo campo entra-
ron muchos matematicos, como Gergone, Brianchon, Chasles, Pliicker, Stei-
ner, Von Staudt, Reye y Cremona, destacadas figuras de la historia de la geo-
metria y, en particular, de la historia de la geometria proyectiva (Eves, 1969,
p. 273). La obra de Poncelet y el desarrollo de la geometria proyectiva fueron
realizaciones inmediatas del poderoso impulso impartido por Monge y la Es-
cuela Politécnica. Monge planteaba el uso general de proyecciones ortogona-
les, en cambio para Poncelet la principal herramienta era el concepto mas ge-
neral de proyeccion central. De la misma manera, introdujo la distincion fun-
damental entre propiedades proyectivas y no proyectivas de figuras; es decir,
entre propiedades que son siempre preservadas por proyecciones centrales y
propiedades que no se preservan por tales proyecciones. Segin Wussing, la
revolucidon en geometria empezo al finalizar el siglo XVIII, llegando a cam-
biar la milenaria tradicién euclidiana tanto en contenido como en método, y
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una vez abandonada la idea de una tinica geometria, todo el trabajo se orientd
hacia la posibilidad de generalizacion o a la necesidad de revision critica. Me-
recen especial atencion ciertos aspectos de esta evolucidon por cuanto fueron
puntos de partida u origen de un modo de pensamiento implicito en geometria
sobre teoria de grupos. Los cuatro aspectos mas importantes que se sefialan en
este sentido son:

1. La eliminacion del aparentemente indisoluble lazo entre geometria y métrica,
y el surgimiento del problema de la conexion entre geometria proyectiva y
geometria métrica.

2. La extension del concepto de coordenadas mas alla del tradicional, de coor-
denadas (cartesianas) paralelas.

3. El desarrollo de las geometrias no euclidianas.

4. El giro hacia la abstraccion debido a la introduccion de un arbitrariamente
amplio numero (finito) de dimensiones. (Wussing, 1984, p. 26, 27)

Poncelet pudo anticipar la idea principal de desarrollos posteriores al conside-
rar propiedades invariantes de figuras bajo proyecciones centrales asi como
propiedades invariantes bajo otras proyecciones. Esta clase de aproximacio-
nes y el tratamiento analitico de figuras geométricas, es decir, el cambio de
proyecciones sintéticas hacia el estudio analitico de transformaciones de coor-
denadas, investigando sus invariantes, hizo posible aplicar la teoria de los in-
variantes, relacionada con otras partes de las matematicas, en la clasificacion
de objetos geométricos.'

En el desarrollo de la geometria proyectiva, Poncelet y mas tarde Mobius,
Steiner y otros, utilizaron consideraciones métricas y la razén doble” en la de-

! Es oportuno recordar aqui, como lo sefiala Bell, que “con la invariancia, intimamente
relacionada con el concepto de grupo, la teoria de los grupos en el siglo XIX transformo y
unifico partes muy separadas de las matematicas, revelando insospechadas analogias de
estructura en diferentes teorias” (Bell, 2002, p. 244). Por éstas y otras razones mas, el con-
cepto de invariancia ha sido considerado como un notable y elevado aporte del siglo XIX
al desarrollo del pensamiento matematico.

2 Si A, B, C, D son cuatro puntos distintos de una recta, se designa la relacion de las razones
(ACICB)I(ADIDB) por el simbolo (4B,CD), y se llama razon cruzada o doble o relacion
anarmonica del intervalo de puntos 4, B, C, D, en este orden. Se demuestra que la razoén
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finicién de coordenadas proyectivas, manteniendo de esta manera la depen-
dencia métrica. Esta brecha fue cerrada con la aparicion de las obras: Geome-
tria de la posicion (Geometrie der Lage) y Consideraciones sobre la geome-
tria de la posicion de Von Staudt, sucesor de Steiner y profesor en Erlangen,
quien se interesé por la fundamentacion de la geometria. Von Staudt es consi-
derado como el fundador de la geometria de posicion pura, es decir, de una
geometria completamente libre de relaciones métricas. Se esforzo por tratar de
eliminar ciertas dificultades encontradas en la utilizacion de la geometria pro-
yectiva e intentd reconstruir el conjunto de la misma, independientemente de
toda nocion métrica, con ayuda s6lo de axiomas relativos a la posicion o al
orden de los elementos fundamentales. Precisamente en la segunda de sus
obras realizé un tratamiento de la relacién anarménica’ exento de considera-
ciones métricas.

Las investigaciones de Poncelet tenian como propdsito constituir una doctrina
geomeétrica general en la que intervendrian principalmente la relacion anar-
monica que se conserva en una trasformacion proyectiva, los puntos imagina-
rios y el principio de continuidad. A su vez, con Chasles y Steiner, después de
constituida la doctrina proyectiva, surgieron dos ideas de gran relevancia co-
mo son: la distincidon entre propiedades métricas y propiedades descriptivas,
por una parte y, por otra, el papel de las transformaciones. Von Staudt, al igual
que Poncelet y sus sucesores, se propuso desarrollar la geometria sin recurrir a
los métodos analiticos pero, a diferencia de los anteriores, entendidé que debia
introducir las nociones proyectivas sin que intervinieran consideraciones mé-
tricas e inicid la reconstruccion geométrica con base en los axiomas referidos
unicamente a la posicion o al orden de los elementos fundamentales. Poncelet,
Chasles, Steiner y Von Staudt conocieron con nitidez la diferencia entre las
propiedades proyectivas y las propiedades métricas, pero no llegaron a expli-
car las relaciones entre ellas. Mas tarde, Laguerre, en 1853, encaminado a es-
tablecer las propiedades métricas de la geometria euclidea sobre la base de
conceptos proyectivos, comenz6 a desarrollar algunas investigaciones, rela-
cionando la medida de un angulo con la razén anarmonica de sus lados y de
las dos rectas del mismo origen que unen su vértice a los puntos ciclicos. Las

doble de cuatro puntos es invariante en la proyeccion. La notacion (4B, CD) fue introduci-
da por Mdbius en 1827.

3 En la geometria proyectiva, el concepto de relacion anarmonica se ha convertido en un
concepto basico, por cuanto su poder y aplicabilidad son de fundamental importancia.
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ideas de Laguerre fueron desarrolladas independientemente por Cayley, de tal
manera que sus investigaciones generalizaron las de Laguerre. Entonces, la
medida proyectiva, por ejemplo, fue definida claramente, en dos dimensiones,
mediante la razon anarmoénica de los cuatro puntos de una recta, de los cuales
dos son los extremos del segmento medio y los otros dos son los puntos de
interseccion de la recta con una conica sometida a la transformacion. Al res-
pecto, Cayley consideraba que la geometria métrica se manifiesta como una
parte de la geometria proyectiva.

La base de la geometria de Steiner estaba constituida por la relacion proyecti-
va entre las formas fundamentales en una dimension. Por su parte, Von Staudt
se propuso desarrollar esta relacion de una manera puramente descriptiva, esto
es, independiente del concepto de distancia. Asi mismo, antes de Von Staudt,
fueron utilizados en geometria los llamados elementos imaginarios, de los
cuales solo se sabia que no eran reales, como el punto en el infinito; no obs-
tante, Von Staudt intentd definirlos adecuadamente como elementos esencia-
les de la geometria proyectiva. Asi, en su segunda obra los defini6 como ele-
mentos dobles de involuciones elipticas y demostro que satisfacian los axio-
mas fundamentales. En este orden de ideas, Von Staudt, con su teoria, llego a
eliminar el concepto de longitud de la geometria proyectiva y en el mismo
sentido las operaciones usuales de la aritmética se traducian en construcciones
geomeétricas que operaban sobre las coordenadas de acuerdo con las leyes de
la aritmética. De este modo construyd una parte importante de la geometria
proyectiva clasica y la presentd como un tema independiente del concepto de
distancia. Sin embargo, su obra fue objeto también de analisis criticos debido,
principalmente, a que no aparecia en ella el postulado euclidiano de las parale-
las e igualmente a que la formulacion del axioma de continuidad adolecia de
imprecisiones. Por ultimo, Von Staudt resolvio expulsar los imaginarios de la
geometria, para lo cual los reemplazo6 por infinidades de puntos reales aseme-
jandose, en este caso, al pensamiento matematico de Dedekind de recurrir a
conjuntos infinitos para resolver un problema finito en aritmética, como en el
tema de los ideales.

EL PROGRAMA DE ERLANGEN Y LAS GEOMETRIAS NO EUCLIDIANAS

Hacia 1871, Klein present6 una definiciéon no métrica de coordenadas proyec-
tivas, basandose en la razon doble, lo cual solvento la exigencia, debida a con-
sideraciones metodoldgicas, de un desarrollo, de esta tematica, estrictamente
proyectiva. Como se verd mas adelante, seria a partir de este punto de vista, o
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nueva forma de pensamiento, relacionado con la busqueda y/o identificacion
de propiedades que permanecen invariantes bajo trasformaciones proyectivas,
que Félix Klein llegaria a plantear su célebre Programa de Erlangen de 1872,
en virtud del cual se pudo, entre otras cosas, clarificar la conexion interna en-
tre geometria métrica y geometria proyectiva, lo mismo que hacer uso explici-
to de la teoria de grupos. De esta manera Klein logré la unificacion de las di-
versas geometrias por medio de la teoria de grupos. Asi mismo entre 1870 y
1874, Klein hizo aportes complementarios importantes a los trabajos funda-
mentales y muy originales de Von Staudt. Posteriormente los esfuerzos de los
matematicos se orientaron esencialmente hacia la revision de los principios y
de la estructura en la geometria. Klein, en su Programa, mostré6 como el con-
cepto de grupo podia ser aplicado de manera conveniente en la caracterizacion
de las diferentes geometrias elaboradas durante el siglo XIX. Este programa
contiene ideas maestras provenientes de diversas fuentes. Tal es el caso de la
nocion de aplicacion de una superficie sobre otra, de correspondencia entre
conjuntos geométricos, asi como de la teoria general de los invariantes. Vol-
viendo a emplear las ideas de Cayley acerca de la formulacion de nociones
métricas como las de angulo y distancia entre dos puntos, en términos proyec-
tivos, a partir de las relaciones entre las geometrias euclidea y proyectiva, se
propuso generalizarlas de tal manera que incluyeran las geometrias no eucli-
dianas. El concepto de grupo de transformaciones le permiti6 elaborar una sin-
tesis extraordinaria en la cual propuso la definicion de una geometria como el
estudio de aquellas propiedades de un conjunto que permanecen invariantes
cuando los elementos del mismo se someten a las transformaciones de un cier-
to grupo, también de transformaciones. A partir de estas ideas planted un pro-
grama que constituia una concepcidn orgénica de la geometria con fundamen-
to en una jerarquizacion de los grupos de transformaciones. El advenimiento
de las primeras geometrias no euclidianas constituyd una etapa importante en
la génesis del Programa de Erlangen. Tales geometrias no solo dieron lugar al
surgimiento de otras geometrias diferentes a la clasica de Euclides, sino tam-
bién a las ideas que permitirian llegar a la matematica moderna. Las geome-
trias no euclidianas fueron el punto de partida de un andlisis mas profundo
tanto del método axiomatico como de la relacion de la geometria con el mun-
do exterior. Igualmente, al parecer fue Klein quien puso de manifiesto la natu-
raleza proyectiva de las geometrias no euclidianas, que por otra parte, en el
caso de Lobachevski, hizo posible la concepcidn del espacio como concepto a
posteriori consecuencia del movimiento de los cuerpos fisicos, en oposicion a
la concepcidn kantiana del espacio como nocion a priori.
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En cuanto al tema de la extension del concepto de coordenadas, Wussing
(1998) sefiala que el desarrollo de la geometria proyectiva en profundidad es-
tuvo estrechamente vinculado a descartar la vision tradicional que limito el
concepto de coordenadas al de coordenadas (cartesianas) paralelas. Para el
surgimiento del punto de vista sobre la teoria de grupos fue especialmente sig-
nificativa la extension del concepto de coordenadas de puntos mas alla de la
tradicion euclidiana que consideraba el punto como el elemento fundamental
de toda la geometria.

EL APORTE DE PLUCKER

Pliicker, considerado el mayor especialista del enfoque algebraico de la geo-
metria, en una memoria titulada Sobre un nuevo sistema de coordenadas
(1829), marcé una nueva etapa de la geometria con el concepto de sistema de
coordenadas, entendido como todo procedimiento particular para fijar la posi-
cion de un punto con respecto a puntos o lineas considerados como de posi-
cion conocida. En esta memoria dejo de utilizar las coordenadas cartesianas e
introdujo las nuevas coordenadas homogéneas que posteriormente las aplico,
de manera sistematica, al estudio de curvas en general. Asi, Pliicker encontro
lo que se podria llamar la contraparte analitica del principio geométrico de
dualidad, que habia sido examinado detalladamente por Poncelet y Gergone.
Entonces, al sustituir, en geometria pura, el punto por la recta y viceversa, se
tendria el equivalente a intercambiar, en algebra, las expresiones constante y
variable con respecto a la ecuacion de una recta en coordenadas homogéneas.
Consecuencia logica importante de esta radicalmente novedosa idea de
Pliicker es que tanto el punto como la recta son elementos igualmente funda-
mentales para la geometria plana. Para el caso del espacio de tres dimensiones
los elementos fundamentales son el punto y el plano.

Hacia 1831, en el segundo tomo de una de sus obras, sobre el desarrollo de la
geometria analitica (Analytisch—geometrische Entwickelungen), hizo la preci-
sion y generalizacion de los conceptos de ecuacion, de coordenadas tangencia-
les y de clase de una curva. Observo, en particular, que una misma curva pue-
de ser considerada como una coleccion de puntos o como una coleccion de
rectas tangenciales a la curva porque, segun ¢l, las tangentes determinan la
forma de una curva tanto como los puntos. La familia de las tangentes es una
curva de lineas y posee una ecuacion en términos de coordenadas de lineas. La
clase de la curva la hacia corresponder al grado de la ecuacion, mientras que el
grado de la ecuacidn, expresado en términos de coordenadas de puntos, lo de-
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nomino el orden de la curva. Posteriormente, en sus obras Sistema de geome-
tria analitica, de 1835 y Teoria de las curvas algebraicas, de 1839, desarrollo
ampliamente el estudio y la clasificacion de las curvas algebraicas utilizando
como nuevo principio la enumeracion de las constantes, basado en sus formu-
las duales que relacionan el orden, la clase y los nimeros de los diferentes ti-
pos de singularidades ordinarias de una curva de un género dado. Asi mismo,
realizd un completo andlisis de todos los sistemas lineales posibles de coorde-
nadas de punto en el espacio de tres dimensiones, expresado en términos de
que cada sistema de coordenadas planas estd dado mediante ecuaciones linea-
les. La notable obra de Pliicker, que con la extension del concepto de coorde-
nadas dio una nueva orientacion y contribuy6 a la renovacion de la geometria
analitica, fue proseguida por Hesse, en Alemania, mediante los determinantes
e igualmente aplicando la teoria de las formas algebraicas y la teoria de los
invariantes a la ordenacion de los razonamientos de dicha geometria. De la
misma manera, en Inglaterra, Cayley y Salmon continuaron en esta nueva di-
reccion, para lo cual utilizaron ampliamente los conceptos y procesos del al-
gebra lineal, y asi, ademds de realizar trabajos sumamente originales, aporta-
ron a la difusién de los nuevos métodos que el matematico italiano Chelint,
enriquecid y extendio. Igualmente, Hesse, Cayley, Salmon, Jordan, Klein,
Cremona entre otros, al emprender la utilizacion de la teoria de las formas al-
gebraicas y de los invariantes, posibilitaron el avance en el estudio de las cur-
vas y de las superficies algebraicas. También, como ya se ha dicho, Laguerre,
Cayley y Klein establecieron las propiedades métricas de la geometria eucli-
dea mediante conceptos proyectivos. En este orden de ideas, el desarrollo de la
geometria después de Pliicker comprenderia una complejidad de trabajos rela-
cionados con los comienzos de la geometria algebraica, con el surgimiento de
la topologia, con las geometrias en n dimensiones, asi como con la geometria
infinitesimal y diferencial entre otros.

Cabe recordar que la teoria de grupos se desarrolld, en primer lugar, a nivel de
teoria de grupos finitos de permutaciones, a raiz de la publicacién que hizo
Hermite de los manuscritos de Galois. En 1870, Jordan publicé su Tratado de
las sustituciones y de las ecuaciones algebraicas, en el cual resumio y perfec-
ciond los trabajos de sus antecesores sobre propiedades especiales de los gru-
pos de permutaciones y estudié también grupos particulares, los grupos linea-
les y sus subgrupos. Introdujo ademads la nocion de representacion de un grupo
en otro y demostré parcialmente el denominado Teorema de Jordan-Hoélder.
Entre 1868 y 1869 emprendi6 el primer estudio importante de los grupos infi-
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nitos en su obra Memoria sobre los grupos de movimientos, en la cual estudié
las traslaciones y las rotaciones, dando origen asi a los estudios de las trans-
formaciones geométricas por medio del concepto de grupo. Pero no hay que
olvidar la advertencia que hace Wussing cuando afirma que el avance logrado
por Cayley hacia 1854, orientado a la definicion de grupo abstracto, resulto
histéricamente prematuro, ya que no se habian desarrollado plenamente las
condiciones para una apreciacion favorable de una aproximacion abstracta y
formal. Igualmente, mientras los grupos de permutaciones eran los uinicos en
investigacion, no habia interés en la generalizacion de dicho concepto, ni mo-
tivos para obrar en tal sentido. De tal modo que los articulos de Cayley de
1854 no tuvieron impacto inmediato en marcha hacia la abstraccion.

EL ESTUDIO DE LAS TRANSFORMACIONES

Con respecto a las investigaciones por el ordenamiento, en geometria, de los
principios a través del examen de las relaciones geométricas, Wussing sefiala
que en el estudio de estas relaciones, la geometria descriptiva y la geometria
proyectiva, hicieron énfasis en aquellas relaciones entre figuras geométricas
que estaban asociadas con formaciones particulares. Afirma ademas, que Car-
not en su Géométrie de position expreséd este punto de vista, el cual se refleja-
ba en el principio fundamental del método de Carnot que establecia que dos
figuras geométricas, conectadas por una proyeccion, comparten un cuerpo de
propiedades. Sin embargo, interesaba que tales propiedades compartidas fue-
ran trasladadas a las transformaciones mismas, lo que implicaba especiales
relaciones entre figuras. Este principio que ya habia sido aplicado tacitamente
por Monge, se transformé en una tendencia que claramente tomé forma reco-
nocible en el principio de continuidad de Poncelet, quien enfocd su uso sobre
el problema de las transformaciones continuas incluyendo en todo caso pro-
yecciones centrales y, a partir del mismo, asignd estatus equivalente a dos fi-
guras conectadas por una transformacion continua. Asi las cosas, el estudio de
las relaciones geométricas entre figuras se convirtio en el estudio de las trans-
formaciones asociadas. Seguin Wussing, entre 1830 y 1870, las transforma-
ciones se convirtieron en objeto de prolificas investigaciones especializadas e
independientes, las cuales dieron origen a las teorias de transformaciones cir-
culares, transformaciones esféricas, inversiones, afinidades, colineaciones,
entre otras. Desde luego que algunas de estas transformaciones no eran ente-
ramente nuevas, por cuanto ya se habia hecho uso esporadico de ellas desde el
siglo XVI.
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A medida que se realizaban estos avances, el estudio de las relaciones geomé-
tricas entrdé gradualmente a una tercera fase, en la cual se investigd las cone-
xiones logicas entre transformaciones. Esto condujo al problema de la clasifi-
cacion de las transformaciones y hacia la sintesis “grupo-teorética” de la
geometria. Es importante tener en cuenta, en este caso, los esfuerzos de clasi-
ficacion de Mdbius en geometria. Al respecto, Wussing observa que a pesar de
que Mobius se habia mantenido alejado de la comunidad matematica, sus in-
vestigaciones en geometria abarcaban todos los desarrollos de su tiempo en
este campo, razoén por la cual en sus comienzos su trabajo fue ignorado, pero
posteriormente alcanz6 la mas alta consideracion cuando se reconociod que sus
ideas, a pesar de haber sido desarrolladas silenciosa y aisladamente, anticipa-
ron la posterior evolucion de la geometria y aun del mismo Programa de Er-
langen. Precisamente Wussing destaca dos elementos del pensamiento geomé-
trico de Mobius que dan testimonio de la ldgica interna y la inevitabilidad del
desarrollo matemadtico. En primer lugar, hizo una significativa contribucion a
la remocion del concepto tradicional de coordenadas y, en segundo lugar,
aunque sin tomar consciencia del concepto de grupo, condujo, como guiado
por instinto, la organizacion grupo-teorética de la geometria que mas tarde
seria resuelta de manera clara en el Programa de Erlangen de 1872. Rasgos
distintivos estos, que estaban ya presentes en su principal trabajo inicial sobre
el cdlculo baricéntrico. Sostiene ademas Wussing que la actividad creativa de
Mobius, en una segunda fase, estuvo dedicada principalmente a las matemati-
cas aplicadas en temas que comprendian sistemas de lentes, mecanica celeste,
sistemas de cristales y equilibrio de fuerzas. Este Gltimo tema constituiria la
base de su texto sobre estatica hacia 1837. El gran interés por los problemas
practicos y las preguntas especificas relacionadas con los mismos, lo impulsa-
ron a continuar en la investigacion acerca de relaciones geométricas mas am-
plias. Con tal motivo se intereso por la generalizacion del tradicional concepto
de adicion.

Es oportuno recordar aqui que a comienzos del siglo XIX, Argand, Wessel y
Gauss, independientemente, introdujeron la representacion geométrica de los
numeros complejos, la cual no sélo hizo posible efectuar las operaciones fun-
damentales realizando sencillas construcciones, sino que contribuy¢ a disipar
la desconfianza y a clarificar las ideas sobre los que se consideraban nlimeros
ficticios o irreales, es decir, imaginarios, y ademas, anunciaba el principio de
una futura teoria cientifica rigurosa. En particular, la suma de numeros com-
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plejos se construyd, desde entonces, utilizando la llamada regla del paralelo-
gramo para la suma de vectores.

MOVIMIENTOS Y COMPOSICION DE FUERZAS

Mobius pudo observar, mediante la regla del paralelogramo, que la composi-
cion de fuerzas produce una fuerza, la composicion de movimientos produce
un movimiento. En estos términos, observa Wussing, que la composicion de
operaciones sucesivas de una clase determinada, involucra el uso de una regla
de composicion, y la dificil tarea matematica, implicita en los precitados
ejemplos fisicos, consistia en expresar la regla de composicion dentro de un
calculo apropiado. Lo arduo de esta tarea, advierte Wussing, esta ilustrado por
los esfuerzos extremos de Grassmann para entender la esencia de la adicion de
segmentos; esfuerzos que eventualmente condujeron al concepto de vector y al
calculo vectorial. Agrega, ademas, que el interés de Mobius en las matemati-
cas aplicadas lo condujo hacia varias reglas de composicion y asi, entre 1838
y 1850, publicé varios trabajos sobre el tema. Si bien estos trabajos promovie-
ron en gran medida el concepto de composicion, en el sentido de que ellos
ayudaron a crear un completo espectro de leyes de composicion para una di-
versidad de operaciones, sin embargo, ellos hicieron muy poco en forma di-
recta para preparar el, mas tarde, concepto general de grupo, y menos aun,
llevar hacia adelante los métodos de la teoria de grupos. En ese tiempo, la
composicion de operaciones no pudo por si misma inducir el concepto de gru-
po. Lo que faltaba en este nivel de desarrollo de la geometria, segin Wussing,
era el reconocimiento del hecho de que una composicion sobre un conjunto
determina un subconjunto cerrado relativo a la composicion, hecho que des-
pués resultd decisivo en el estudio de las permutaciones.

El problema de las reglas de composicion dio origen al tercer periodo creativo
de Mobius y, comenzando en 1853, publico trabajos sobre transformaciones
geométricas especiales. Dice Wussing, que luego siguieron numerosos articu-
los que versaban sobre involucion de puntos y que, ademas, se ocupo de algu-
nas transformaciones especiales. En estos trabajos, Mdbius se propuso, como
parte de un proyecto o programa, asignar su propio lugar a cada una de las
geometrias asociadas con transformaciones particulares de congruencia, seme-
janza, afinidad y colineacion. Finalmente, agrega Wussing, que por carecer de
recursos técnicos, estos intentos no pudieron llegar a feliz término; no obstan-
te, ellos proporcionaron un amplio impulso a la sintesis conceptual del edificio
de la geometria. Ademas, a partir de 1858, Mdobius se aventurd en un estudio
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de las llamadas “relaciones elementales”, mas generales que las colineaciones,
razon por la que tales transformaciones, desde el punto de vista moderno, esta-
rian mas o menos cercanas a la topologia.
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