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A continuacion se presenta como la geometria de las funciones primitivas per-
mite evidenciar los comportamientos periddicos y establecer relaciones de tipo
genealogico entre periodos relacionados por el Teorema de Sharkovskii, resul-
tado fundamental en sistemas dindmicos discretos y, de manera particular, en la
dindmica minimal.

1. PRELIMINARES

La dinamica combinatoria encuentra su geénesis en el articulo “Co-existencia
de ciclos de transformaciones continuas en un intervalo” de Oleksandr Mi-
kailovich Sharkovskii. Esta rama de los sistemas dinamicos estudia las rela-

ciones algebraicas y combinatorias de funciones de R en R con dindmica min-

imal. En este contexto, las permutaciones pueden ser utilizadas para describir
orbitas minimales (primarias). Por tal razéon para el estudio de la dinamica
combinatoria se requieren algunas definiciones del algebra y de los sistemas
dinédmicos.

1.1 Sobre sistemas dinamicos

Para comprender la dindmica minimal es necesario establecer previamente las
definiciones de oOrbita, punto fijo, punto periddico y, a manera de nocion, el
caos (ver Devaney, 2003; Alseda, Llibre y Misiurewicz, 2005).

Definicion 1.1.1. (Orbita): La orbita de x es el conjunto de puntos x, f(x),
f 2(x), ... y se denota como O"(x). Si / es un homeomorfismo, definimos la

orbita de x,0(x), como el conjunto de puntos f"(x) para neZ,y la orbita ha-

cia atras de x,0 (x), como el conjunto de puntos x, / -1 (x), f —2 (X), ....

Definicién 1.1.2. (Punto fijo y perioddico): El punto x se dice fijo para f si
f(x)=x, es periddico de periodo n si f"(x)=x. El menor entero positivo » que
cumpla esta igualdad se denomina periodo primo de x. El conjunto de puntos
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periodicos de periodo n se denomina Per, (/). El conjunto de todas las itera-
ciones de un punto periddico forman una drbita periodica.

Por ejemplo, en la funcion f(x)=x3, los puntos -1, 0 y 1 son puntos fijos. De

2

manera similar, la funcién g(x)=x“ -1 tiene puntos fijos en -1 y 1 los puntos 0

y -1 forman una orbita periodica de periodo 2.

Si bien es cierto que el comportamiento cadtico de una funcion se establece a
través de transitividad topoldgica, dependencia sensible y densidad de sus
puntos periddicos, los periodos de una funcidén permiten entender también el
comportamiento caotico de una funcion (este resultado se deriva del Teorema
de Sharkovskii o del resultado encontrado por Li y Yorke sobre el periodo 3)
(ver Block y Coppel, 1986).

1.2. Sobre algebra y combinatoria

Definicién 1.2.1. (Permutaciones): Si X es un conjunto no vacio, una per-
mutacion de X es una biyeccion a:X — X . Llamamos al conjunto de todas
las permutaciones de X como Sy . Si X ={1, 2, ..., n} se acostumbra denotar al

conjunto de permutaciones de X como S,,.

Definicidon 1.2.2. (Particion): Se define la particion de un intervalo como el
conjunto

Pn ={Xl-,xl-+1 ER:.XZ-< xi+1’Vi=1’ ,n_l}.

Definicion 1.2.2. Particion de un intervalo

Estas definiciones son necesarias para establecer el conjunto de Permutaciones
asociado a una funcion y el forzamiento entre conjuntos de permutaciones,
concepto necesario para dar una interpretacion algebraica al Teorema de Shar-
kovskii.

Definicién 1.2.3. (Conjunto de permutaciones): El conjunto de permutaciones
de una funcion f, denotado por Perm(f), esta definido de la siguiente manera:
Una permutacién 0 e Perm(f) si y sélo si existe una particién P, tal que

f(xl-):xg(l.), donde X Xg(iy € P,. Es decir,
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Perm(f):@:f(xi)zxe(i),xi,xe(i) ePy.
Definicion 1.2.3. Conjunto de permutaciones de f

Definicion (Forzamiento): Sean 6,7eSn, Pyy Pydefinidos como Pez{f :0
ePerm(f)}, P, ={g:n cPerm(g)}. 0 fuerzaa n( 0 <n) siy solo si Py, < Py.

2. DINAMICA COMBINATORIA

Un apartado importante de los sistemas dindmicos es aquel que corresponde al
estudio del comportamiento cadtico. Previamente establecimos la posibilidad
de acercarnos a dicho comportamiento a traves de orbitas periddicas. Veremos
como el Teorema de Sharkovskii relaciona (fuerza) la existencia de orbitas
periodicas y como estas pueden ser estudiadas a través de grafos de Markov y
funciones primitivas.

2.1. Teorema de Sharkovskii

En marzo de 1962 se publico el articulo “Coexistence of cycles of a continu-
ous map of the line into itself”. En este articulo Sharkovskii define una rela-
cién de orden para los niimeros enteros positivos (<) en la que 7, <7, si la

existencia de un ciclo de orden n, implica la existencia de uno de orden 7,
(ver Sharkovskii, 1964; Stefan, 1977; Misiurewicz, 1995).

Teorema 2.1.1. (Orden de Sharkovskii): La relacion definida previamente (<)

transforma el conjunto de los enteros positivos en un conjunto ordenado de la
siguiente manera:

3<5<7=<9<11=<..<3%x2=<5%2=<..<3x2?<5%x2*<...<2¥ <22 <2<1.

Teorema 2.1.1. Orden de Sharkovskii

Esto quiere decir que al encontrar un ciclo de orden n en una funcion, existen
en ella ciclos de orden m, con n<m.

Los grafos de Markov son utilizados para estudiar la estructura de las orbitas
periodicas. Estos describen a la orbita periodica a través de las relaciones exis-
tentes entre las particiones que la definen y sus imagines (ver Bernhardt, 1984;
Acosta-Humanez, 2008).
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Definicién 2.1.2. (Grafo de Markov). Sean x-,xi+leR, i=12, .., n—1 tales
que x;<x;+1,y @ePerm(f). El Grafo de Markov (también conocido como

grafo dirigido) de f y 6 tiene n—1 vértices J,, J,, ..., J,,. Existird una flecha

1°72>
de Ja Jl.siysc')lo si lxl’ leJgf([xk, xk+1J)‘

Si bien es cierto que el teorema de Sharkovskii establece la existencia de orbi-
tas periodicas y garantiza la existencia de nuevos periodos a partir de periodos

conocidos, no es tarea facil encontrar funciones continuas de R en R con di-

chos comportamientos (el lector puede tratar de encontrar una funcidén conti-
nua con un punto de periodo 10, por ejemplo). Las funciones primitivas per-
miten encontrar ejemplos de funciones con comportamientos periddicos a par-
tir de una oOrbita establecida. Su construccion esta inspirada en las funciones
que Sharkovskii utilizé para la demostracion de su teorema.

Definicion 2.1.3. (Funciéon Primitiva): Dada una permutacion 6fe S, la
funcién primitiva / asociada esta definida de la siguiente manera:

(1) (k)=0(k):
) f (tk +(1—1)(k +1)=t0(k)+(1~2)0(k +1);

f(x)=0(1),si x<1;
(4)f(x)=6(n),six>n;donde k =1,..,ny0<t<I.

Definicion 2.1.3. Funcidn primitiva 7 asociadaa f

2.2. Aplicacion al analisis de oOrbitas

A continuacion aplicaremos los grafos de Markov y las funciones primitivas
para interpretar el Teorema de Sharkovskii. Dada una permutacion @, estable-
ceremos su funcion primitiva y a traveés de ella su grafo de Markov (ver Acos-
ta-Humanez y Martinez, sometido a consideracion), para asi poder evidenciar
en ella el Teorema de Sharkovskii.

. . . 1 2 3 4 5 6
Ejemplo 2.2.1. Consideremos la permutacion 49:(6 45 1 2 3). La

funcion primitiva asociada f es:

80



6 si x <1

—2x+8 si 1<x<?2

— x+2 si 2<x<3
f(x)= .

—4x+17 s1 3<x<4

x—3 si 4<x<6

3 si x>6

123456)

Eiemplo 2.2.1. Funcion primitiva f asociadaa @ =
Jemp P f (6 45123

Y su gréfica es:

28

1 2 3 45 6
6 4 51 2 3

Figura 1. Grafica de funcion primitiva J_‘ asociadaa € :(

Los intervalos para construir el Grafo de Markov de f y 6 son: J, =[1,2],J

=[2,3],75=3.4],7, =[4,5], J5 =[5, 6].Se puede ver que:f( ) i

J1=7(J5):J2=_(J1)2J4’J_[(J1)2J5’7(J3)2J1’?(J3)2J2»f(*]3)2

Il
~
gk

: . 1 2 3 4 56
Figura 2. Grafo de Markov asociado a 6 =
6 4 51 2 3
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Gracias a estas representaciones es posible evidenciar, por ejemplo, la existen-
cia de: un punto fijo en J,, una orbita de segundo ordenen J; y J, y una or-

bita de orden 4 en J1s J5 , J2 YJy-

Ejemplo 2.2.2. Veremos a continuacién un ejemplo en el que el grafo de Mar-
kov y la funcidén primitiva nos permitirdn conocer comportamientos no con-
templados en el teorema de Sharkovskii y encontrar que una funcion es cadti-

. ., 1 2 3 4 ., ...
ca. Consideremos la permutacion 7 = [2 s . 1]. La funcion primitiva aso-
ciada g es:
2 Si x <1

_(x) x +1 si 1<x<3
g 13-3x si3<x<4

1 Si x =4

_ 1 2 3 4
Ejemplo 2.2.2. Funcidon primitiva g asociada a 77:(2 3 4 lj

Y su gréfica es:

2,57

- 123 4
Figura 3. Funcion primitiva g asociada a ﬂ:(2 3 4 lj

Los intervalos para construir el grafo de Markov de g y »n son:

Jy= 1, 2] L Jy=J) = 1, 2], Jy = 2, 3], Jy= 3, 4]. Se puede ver que: f(Jl) 2J,.

f(JZ):J3 y £ Vy)=0, U, U0,
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1 2 3 4
Figura 4. Grafo de Markov asociado a 77 = [2 3 4 J

Gracias a estas representaciones es posible evidenciar la existencia de una or-
bita de orden 3 en J, Ty Y Iy Si bien es cierto que el Teorema de Shar-

kovskii permite afirmar a partir de n la existencia de 6rbitas de periodo 2 y 1,
el grafo de Markov permiti6 hallar una orbita de periodo 3 y, por ende, la exis-
tencia de orbitas de todos los periodos.
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