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A partir de un espacio topologico y haciendo uso de las topologias iniciales y
finales se muestra la manera de construir subcategorias topoldgicas de la cate-
goria de los espacios topoldgicos Top. Las categorias construidas resultan ade-
mas subcategorias reflexivas y correflexivas en Top.

INTRODUCCION

La esencia de una categoria topologica es la existencia de estructuras iniciales
y finales que generalizan los conceptos de topologias iniciales y finales.

Podemos decir que la topologia categorica se inicia con los trabajos de Bour-
baki; trabajos mas recientes se encuentran en Adameck, Herrlich y Streker
(1990) y Preuss (1988). Las categorias de los espacios topologicos uniformes
y de proximidad son ejemplos de categorias topologicas fibradas sobre la ca-
tegoria de los conjuntos.

En este trabajo se pretende dar informacion acerca del uso de la estructura de
categoria topologica para construir endofuntores idempotentes en la categoria
de los espacios topologicos Top, que hemos denominado elevadores de es-
tructura. Las imagenes de estos funtores dan origen a subcategorias topologi-
cas, que ademads resultan reflexivas y correflexivas en Top. En particular, las
categorias de los espacios secuenciales y los espacios completamente regula-
res resultan de estas construcciones. Es de anotar que este trabajo toma como
base las referencias Montafiez y Ruiz (2006) y Montaiiez (2007)."
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NOCIONES BASICAS

La nocion de categoria topoldgica

Definicion: Sea F':C — D un funtor. Se dice que F es un funtor topologico
y que C es una categoria topoldgica relativa a F' y a D, st cumplen las siguien-
tes condiciones:

I) F es fiel.

IT) F es apto para construir estructuras iniciales y finales de fuentes y sumide-
ros unitarios.

IIT) Para cada objeto X de D, la fibra Fib(X )tiene estructura de reticulo com-
pleto.

Esta definicidén corresponde a una caracterizacidon del funtor topoldgico dado
en Adameck, Herrlich y Streker (1990), (ver Ardila, Montafiez y Ruiz, 2000).
Para el caso de la categoria Top, la condicion [II] se traduce de la existencia
de topologias iniciales y finales.

Observacion

(1) Para facilitar 1a comprension de algunas definiciones y resultados del traba-
jo, los objetos y morfismo de una categoria topologica los notaremos en negri-
lla y su imagen por el funtor los escribiremos sin negrilla. Por ejemplo, en la
categoria de los espacios topologicos f : X — ¥ simboliza una funcion conti-

nuay f ;X — 7Y sufuncion correspondiente en la categoria de los conjuntos.

(i1) Este trabajo toma como punto de partida la categoria de los espacios topo-
logicos. Asi que en adelante estara implicito el funtor olvido de estructura y su
codominio que corresponde a la categoria de los conjuntos. En particular la
categoria de los espacios topologicos es un constructo topoldgico (Adameck,
Herrlich y Streker, 1990), lo cual significa que es una categoria topologica fi-
brada sobre la categoria de los conjuntos, en la cual sobre un conjunto unitario
hay una Unica estructura. Decir queK es una subcategoria topologica de Top,
significa que el funtor olvido restringido a K es un funtor topologico.
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Ejemplos

1. La categoria Top de los espacios topoldgicos y funciones continuas es una
categoria topologica fibrada con el funtor de olvido, sobre la categoria de los
conjuntos. Este es el ejemplo que motiva la definicion de categoria topoldgica.

2. Las categorias de los espacios uniformes, pretopologicos y pseudotopologi-
cos son categorias topologicas fibradas sobre la categoria de los conjuntos
(Adéameck, Herrlich y Streker 1990).

Subcategorias reflexivas y correflexivas

Definicion: Sea C una categoria y H una subcategoria de C. Se dice que H es
reflexiva en C, si para todo objeto V en C existe un objeto V* en H y un mor-
fismo 7, : V' —V *, llamado la reflexion de V, tal que para cualquier objeto U
de H y cualquier morfismo f : V' — U existe un tnico morfismo f*:}V* —>U
tal que f *or, = f (Adameck, Herrlich y Streker, 1990).

Puede observarse facilmente que la reflexion de cada objeto es unica salvo
1somorfismos.

La siguiente proposicion caracteriza las categorias reflexivas.

Proposicion: H es una subcategoria reflexiva de C, si y solamente si, el fun-
tor de inclusion /- H — C admite adjunto a izquierda. (Adameck, Herrlich y
Streker, 1990)

De manera dual se tiene la definicion de subcategoria correflexiva H y su ca-
racterizacion correspondiente.

Ejemplos

La categoria de los espacios compactos de Hausdorff es una subcategoria re-
flexiva de la categoria de los espacios completamente regulares.
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SUBCATEGORIAS TOPOLOGICAS GENERADAS A TRAVES DE
TOPOLOGIAS INICIALES Y FINALES

La nocion de elevador de estructura

Definicién: Sea F:C — D un funtor topologico y sea E:C — C un funtor.

Diremos que E es un elevador de estructura si se satisfacen las siguientes con-
diciones:

l. FoE=F.
2. X< E(X) para todo objeto X de C.

La condicion (1.) implica, entre otros, que E es un funtor concreto y por lo
tanto fiel, ademas que E respeta las fibras, esto es, E(X)e Fib(X) para todo ob-

jeto Xde C.

Andlogamente se dice que un funtor C : C — C es un coelevador de estructu-
rasi FoC=F y paratodo objeto X de C se tiene que C(X)< X.

En adelante, nos referiremos a los funtores elevadores (coelevadores) de es-
tructura simplemente como elevadores (coelevadores).

Nota. Es de anotar que a pesar de la sencillez de la nocion de elevador de es-
tructura, no la hemos encontrado referenciada de manera explicita en la litera-
tura.

Un funtor E definido en Top se dice idempotente si Eo E=E. Notese que en
tal caso los puntos fijos de E coinciden con su imagen. La subcategoria plena
de Top formada por los puntos fijos de E se notard E(Top) y a esta nos referi-

remos como la subcategoria de Top generada por E.

Como se vera mas adelante los puntos fijos de elevadores y coelevadores
idempotentes generan categorias topologicas. Sin embargo, el siguiente teo-
rema que se constituye en uno de los resultados centrales usa funtores con
menos propiedades.

Teorema: Sea E:Top—>Top un funtor concreto e idempotente. Entonces,
E(Top) es una categoria topoldgica y una subcategoria correflexiva de Top.
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De manera dual se obtienen los resultados para coelevadores idempotentes
definidos en 7op.

Elevadores idempotentes generados por espacios topoldgicos y
subcategorias asociadas

Haciendo uso de estructuras finales, los espacios topologicos definen elevado-
res como se ilustra a continuacion.

Sean W'y X espacios topoldgicos. En la coleccion de funciones continuas se
obtiene el sumidero que notamos S, , ={f: W — X|fe[WX],, }. La estructura

(W, x)

final para S

(W, X)

la notaremos F, .
(W,X)

Es natural que £, _resulte un espacio con topologia mas fina que la de X.

Otro detalles que se pueden resaltar es que las funciones continuas de Wen X
y de Wen F, _ coinciden. Estos hechos se consideran en los siguientes lemas,

que finalmente van a permitir definir un elevador idempotente a partir de W,
haciendo uso de estructuras finales.

Lema. Sean W'y X espacios topologicos entonces x <F;

.
W, X)

Lema. Sean W'y X espacios topologicos entonces

px), =[wr, ],

Notese que este lema esta diciendo que el proceso de tomar estructuras finales,
con el proceso antes descrito, es idempotente.

Teorema: Sea W un espacio topoldgico. La aplicacion E,:Top — Top definida
por E,(X):=F, v E.(f):=t define a E, como un elevador idempotente

T Sewx)

en Top.

De manera dual, haciendo uso de estructuras iniciales, un espacio topoldgico
da origen a un coelevador idempotente, con lo que se obtienen los resultados
duales a los del teorema anterior.”

2 A. Oostra (1995) ha publicado otros trabajos que relacionan subcategorias generadas a
través de estructuras iniciales y temas afines.
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Observacion

En general si {W | es una familia de espacios topologicos, se determina un
elevador idempotente E_ , el cual se define asociando a cada espacio topolo-

W) 2

gico X la estructura final para el sumidero {f:W —x Ife[W.X],, }iEJ; en fun-

ciones continuas el funtor se define por £, (f)=f.

Mas aln, con este mismo método, una clase de espacios topologicos € deter-
mina un elevador idempotente Ee en Top. En efecto, puesto que para todo con-
junto X la coleccion de topologias sobre X es un conjunto, para cada espacio
topologico X se determina el conjunto {E,, (X)|W e €}; Ee(X) corresponde a la

interseccion de los elementos de este conjunto.
De manera dual se obtienen los resultados para coelevadores definidos en 7op.

La siguiente proposicion establece una adjuncion entre las categorias genera-
das por un elevador y un coelevador representables por un mismo espacio to-
pologico.

Proposicion: Sea W un espacio topologico. Existe una adjuncion entre las ca-
tegorias C,, (Top) y E,, (Top), mas exactamente el funtor

C,, 1 E,, (Top)— C,, (Top)
es adjunto a izquierda del funtor
E, :C, (Top)— E,, (Top)

Ejemplos
1. Consideremos el espacio de Sierpinski S=(5,7) donde z=1{0,{0,1}{1}}. Enton-
ces, C,(Top)=Top.

2. Sea C la clase de los espacios compactos. La categoria de los k- espacios
corresponde a la categoria generada por el elevador determinado por Cen Top.

3. Sea 4 la clase de los espacios compactos de Hausdorff. La categoria de los
espacios de Kelley corresponde a la categoria generada por el elevador deter-
minado por 4 en Top.
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4. Consideremos No=1{0,1,1/2,...,1/n,...} como subespacio del conjunto de los
numeros reales R con su topologia usual. La categoria En_(Top) corresponde a
la categoria de los espacios secuenciales.

5. Sea [ el intervalo [0,1] con su topologia usual. La categoria C,(Top)corres-
ponde a la categoria de los espacios completamente regulares.

6. La categoria de los espacios de proximidad Prox es isomorfa a la categoria
de los espacios completamente regulares, ver por ejemplo Willard (1970). Por
lo tanto Prox es una categoria topologica.

7. La categoria de los espacios uniformes Unif es isomorfa a la categoria de
los espacios completamente regulares, ver por ejemplo Willard (1970). Por lo
tanto Unif es una categoria topologica.
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