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Si @ es el prismatoide pentagonal, se investiga la geometria y topologia de f (%),
donde f es un automorfismo afin de IR3, introduciendo una norma ¢ sobre R® ,
respecto a la cual f (%) es una esfera. La representacion unificada de ¢ en tér-
minos de tres vectores linealmente independientes en R (con la inefable presen-
cia del nimero de oro), permite, en particular, describir a ¥ como un lugar
geométrico cuyos puntos satisfacen ciertas condiciones de proyeccion ortogonal
sobre las rectas perpendiculares a pares de caras opuestas de ¥ a través de sus
centros. Al abordar la estereometria del solido afin, se encuentra una represen-
tacion del circunelipsoide y el volumen de f (%), aplicando un importante resul-
tado de las transformaciones afines. Especificamente se obtiene el volumen de
% en términos de su arista.

INTRODUCCION

Por una ligera distorsion del prisma pentagonal recto de bases regulares, obte-
nemos un dodecaedro convexo de dos caras pentagonales regulares y parale-
las, conectadas por 10 triangulos isOsceles. La altura del poliedro siempre
puede ajustarse de tal manera que los triangulos isosceles sean equilateros.
Entonces el solido asi obtenido (de caras regulares) recibe el nombre de anti-
prisma (prismatoide, prismoide o prisma oblicuo) pentagonal (ver Figura 1).

No hay hasta el presente un estudio, diferente al clasico, del prismatoide pen-
tagonal que aporte una nueva concepcioén sobre su geometria. Razon por la
cual, en este documento, se emprende y se pone de manifiesto, la existencia de
una metodologia que abre nuevos caminos en esa direccion.

En efecto, articulando profusamente nociones de analisis funcional y convexo,
se concibe un marco conceptual que permite abordar la topologia y geometria
afin del solido. En general, se indaga sobre el prismatoide pentagonal afin %
(ver Definicion 1.1 y Figura 3), introduciendo una norma ¢ sobre IR’ respecto
ala cual ¥ es una esfera (Teoremas 1.3 y 2.1). La representacion de ¢ se da en
términos de tres vectores linealmente independientes en IR’, con la inefable
presencia del nimero de oro (Lema 1.2). Se construye asi un modelo matema-
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tico, riguroso y versatil, que unifica y describe minuciosamente la geometria
de ®. El caso notable en que ® es un prismatoide pentagonal es tratado en el
Corolario 3.2. Posteriormente veremos como la ilustracion 2.2 permite avizo-
rar el alcance de estos resultados.

Mas adelante se aportan dos representaciones del prismatoide pentagonal en
términos de los centros de seis caras no paralelas, como también en términos
de las rectas perpendiculares a esas caras a través de sus centros (Corolario
3.1). Asi, se describe (via proyecciones ortogonales) el prismatoide pentagonal
como un lugar geométrico de puntos en IR’, resultado hasta hoy desconocido.

Finalmente se estudian algunos aspectos relevantes de la estereometria de ¥, y
en particular, aplicando una importante propiedad de las transformaciones afi-
nes, se calcula el volumen de % (Teorema 4.1).

Denotaremos con letra maytscula los puntos o vectores (fila) de IR, su pro-
ducto interior usual por un punto - y el producto vectorial con una cruz x.

El Lema 1.2, los Teoremas 1.3, 2.1 y 4.1, como los Corolarios 3.1 y 3.2, con-
signados en la presente investigacion son originales. Constituyen aportes con-
cebidos y demostrados por el autor.

1. GEOMETRIA Y TOPOLOGIA DEL PRISMATOIDE PENTAGONAL AFIN

1.1. Definicion. Un prismatoide (o prismoide o antiprisma o prisma oblicuo)
pentagonal afin, es la imagen de un prismatoide pentagonal bajo un automor-
fismo afin de IR’ (ver Figuras 1y 3).

Figura 1. El prismatoide pentagonal V... Vo de centro G'= %( Vs ), i=1,...,5
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De manera similar se define pentagono regular afin. El nimero

+
(1.1.1) 1= 2c0s (§]=#=1,6180339887....

fue llamado por los griegos el nimero de oro, y es la raiz positiva de la ecua-
cion cuadrética

(1.1.2) 7’ —1-1=0
(Coxeter, 1989, pp. 160-168; Fuentes, 1991, pp. 19-38).

Es un hecho singular que en el pentagono regular, cada diagonal es paralela al
lado opuesto y es t veces dicho lado. Dado que las transformaciones afines
preservan las combinaciones lineales promedio (la suma de cuyos coeficien-
tes es 1) (Birkhoff y MacLane, 1970, pp. 417-423), entonces la propiedad

anterior se mantiene en el pentagono regular afin V, ... Vs. En otras palabras
(113) V4:V1—’EV2+ ’EV3 V5:’CV1—’CV2+V3
(ver Figura 2).

V,

Vs

V5V4 y V1V3: T V5V4

Figura 2. V... Vs es un pentadgono regular afin, en el cual WI/}

1.2. Lema. Sean A, B y C tres vectores dados en IR, linealmente indepen-
dientes, y hagamos
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A =

k

{ (5-2t)k+8t—-15-312|k—2|-2t7| k-3 |-317|k—4]

+(5-21)|k-5] A+ % {—3r"k + 81-9 +/517 | k-2 |

17 |k=3] + 2t [k -4]-27" |k—5\}B+% {(2-37) k+12t

820" [k—2]- 1 |k—=3|+5c2 [k—4|+ (3-40) [k-5] |C

N | =

(1.2.1)

paratodok=1, ..., 6. Entonces la funcién ¢: R’>— R representada por

@ (X): max |Ak'X‘

(1.2.2) e
para todo X € IR’, es una norma sobre IR’.
Demostracion. Segun (1.2.2), la afirmacion ¢ (X) = 0 implica
|4.-X| < 9 (X)=0 k=1,...,6
expresiones equivalentes al sistema de ecuaciones
A, X=0 k=1,..,6
por ser
det(4, 4, 4,)
_det (¢'A + t'B —C, 2A-7'B-1C, V5A-B-C)
= - det(A,B,C) #0

el rango de la matriz de los coeficientes es tres, y el sistema tiene como solu-
cion Unica X=0. La misma representacion de ¢ nos aporta

© (AX) = 1] o (X), A eR

| 4, - (X+Y) | = |4, -X+4,Y| k=1,...6
< ’ A-X | + ‘ Ak'Y’ <9 (X)+¢’ (Y)

lo que implica
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¢ (X+Y) <9 (X)+o (V)

1.3. Teorema. Bajo todas las hipotesis del Lema 1.2, consideremos la norma
¢ sobre R’ representadaen (1.2.1) y (1.2.2). Sir>0, Ge R’ y

(1.3.1) A= det (A,B,C)

hagamos

V,=G +§(r’3AxB + BxC + CxA)

V2=G+§(AXB+BXC+1’3 CxA)
T _ _
132) V,=G+—(AxB +1° BxC -7 CxA)

N

V,=G + i(ﬁ AxB-17" BxC+1’ CxA)

V,=G +i (-2 AxB + 1 Bx C +CxA)
V,=2G -V, V, i=1,.5

Entonces, S, [G] la esfera cerrada de centro G y radio r, respecto a la nor-
ma ¢, es un prismatoide pentagonal afin, macizo y cerrado, centralmente
simétrico en G, de vértices Vi, ...V, dados en (1.3.2) y dispuestos como
se muestra en la Figura 3.

V, o

Figura 3. El prismatoide pentagonal afin conv {V},...,Vj} es la esfera cerrada de centro

G=1(V,.+V
2

i+5

) ,1=1,...,5, y radio r, respecto a la norma ¢ sobre R’
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Ademas, los planos faciales del poliedro tienen las siguientes representacio-
nes. Las caras (tridngulos y pentagonos regulares afines)

V1VsVsg, ViVoVs, Vi1V2Vo,
(1.3.3)
V2VioVo, V,2V3Vo, Ve.. .. Vi

estan en los planos
(1.3.4) A (X-G) =1 k=1,...6
respectivamente, donde Ay esta definido en (1.2.1).

Los planos faciales de sus correspondientes caras opuestas (y paralelas) res-
pecto a G, tienen representaciones de la misma forma anterior, cambiando r
por —.

Demostracion. Aplicando propiedades de los determinantes y la relacion (A
xB)x(CxD)=(AxB-D)C -(AxB - C)D, hallamos que

det(V,- G, V,-G, V,-G)=— (35-227) # 0

r
A
teniendo presente (1.3.1) y (1.3.2); es decir, G, V|, V,, V; son afinmente

independientes en IR, lo mismo que G, V,,V,,V. en el prismatoide pentago-
nal de la Figura 1 (de hecho no degenerado).

Por tanto existe un Gnico automorfismo afin £ IR> —— IR’ tal que
(13.5) f(G) =G, £(v,) = Vi, k=1,2,
(Birkhoff y MacLane, 1970, p. 429; Rockafellar, 1972, p. 8).

Puede verificarse que los puntos V4, Vs en (1.3.2) son combinaciones linea-
les promedio de G, V, V,, V5 como las indicadas en (1.1.3). Analogas com-
binaciones lineales ocurren para V, y V. porser V,..V, un pentigono regu-
lar, ademas de acuerdo al texto de la Figura 1,

V., ,=2G -V, i=1,...,5

1 1

por lo cual, a la luz de (1.3.5) y de la Gltima ecuacion en (1.3.2)
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£(v;)=v, i=1,...,10

1 1

dado que f preserva tales combinaciones. Se sigue, segn la Definicion 1.1,
que V;....Vj,esun prismatoide pentagonal afin de centro G y vértices dis-
puestos como se muestra en la Figura 3.

A continuacion trataremos con los planos faciales de V ... Vyq:

Ar-(Vi -G)=3 (('A+7'B-C) (r?AxB+BxC+CxA) por (1.2.1) y (1.3.2)

=r por (1.1.2) y (1.3.1)

Anélogamente se prueba que los vértices Vs y Vg satisfacen (1.3.4) parak = 1.
Procediendo de este modo y seglin (1.3.2), se demuestra que las caras (1.3.3)
del prismatoide estdn, respectivamente, en los planos dados en (1.3.4). Simi-
larmente para los planos faciales de sus caras opuestas.

Consideremos ahora el dodecaedro V; ...V, como un solido macizo cerrado
@, esto es,

® — conv {Vi,..., Vio}

la envolvente convexa de sus vértices (Rockafellar, 1972, p. 158 Teorema
17.2; p.12 Corolario 2.3.1). Siendo cada X en ¥ una combinaciéon convexa
de la forma

donde

Mt....+ ho =1 ycadakao
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Se desprende

(X-G)- 4, =r (—r'2k+ 6t -1’ ’k—3’+ ! ’k—4‘

—et k=5 | ) (A =)+ (20 k=3r 10+ k-2
—o? [k=3]=|k=5]) (4, —4)+(-k+5+72 [k-2]
(1.3.6) — k=3 + o | k-4 - 50 [k-5 | )(zs—zg)

+ (20K +15-8r+ 77 [k—2| + ¢ |k—-4]
—20?|k=5] ) (A —4) + (—r7k + 240 k-2
o k=3]+c7 |k—-4] ) (4 -4,)

paratodo k=1,..., 6,

relaciones en las cuales

|tk + e =7 [ k=3 ot k=4 ot k=5 || <

| 207k = 3t +10+7* [k=2|-77 k-3 - [k-5]| <1,

| ks [k-2f-t k=3[ ret k-4 |5 k-5 | < 1,
| —2c7 k+15-8c+c? [k=2|+ 17 [k—-4|- 207 [k-5]| < 1,

‘—r_2k+r_2+r4|k—2‘—r4‘k—3‘+1_2|k—4‘ ‘ <1,
paratodok=1, ..., 6,ypor ende, de acuerdo a la desigualdad triangular,

| (X-G)-4|<r {‘—rzk+6rz—tz‘k—3‘+r4‘k—4‘—r4‘k—5"|/11—/16|
H 27k = 3410+t (k=2 o2 [ k=3 | [k=5] | [ 4 -4, |
# —kts 4 k2=t [k=3] 4ot [k=4] =5 ok =5] || A4 -4
+ =207 k 415 -8 + o7 [k=2|+ 7 [k—4] =207 [k=5] |4 -]

+ ‘—fz k+ 2 +77% | k=2|-t*k=3|+77%| k-4 H | As =y | }

<t (P =A [+ =iy |4 [y =ag | 4] =2 | +] 2 =Ao] )

St (At Ay H Ay F Ay Ay A A Ay s y) =T,
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paratodok=1, ..., 6, yporestosegin (1.2.2), ¢ (X-G)<r, esdecir ¥
S, [G] la esfera cerrada de centro G y radio r respecto a la norma ¢.

Por ser ¢ (X - G) una funcidon real convexa, propia y cerrada, para todo
Xe]R3, entonces

F(S:[G]) = { X eR’ | 0 (X-G) =1 }
(Rockafellar, 1972, p. 59; Corolario 7.6.1)

Si X € conv {Vy, Vs, Vg} ® existen A;, As, Ag NO negativos, A; +
As+ Ag=1, tales que

X =0V, +AsVs +A Vg + >0V,

reduciéndose las expresiones en (1.3.6) a
(X-G) -4, =t { (r?k+6r? —r? k=3 ]+ k—4]-r |k -5]) 4
kst k=2]- k=3 ]+ 7 k—4]| -5 o k=5] ) A
+(r?ktr et k=2 =2t [ k=3 |+c7 | k-4 |) A }
k=1,...,6, yen particular (X-G) - A; =r, porlo cual segun (1.2.2),

9(X-G) =r

conv {Vl, Vs, Vg} cFr (8:[G])

Asi, utilizando (1.3.6) en general se prueba que todas las caras de % estan
contenidas en la frontera de S, [G]. Por tanto

(1.3.7) PcsiGl y FA(®)cF (S [G])

Si X € S,[G] ~ & entonces X es un punto interior de R® - ¥ por ser &
cerrado, y el segmento GX c S, [G] interseca a F, (%) en un punto P entre
Gy X (porser ¥ un poliedro convexo), esto es, P e int (S, [G]) (Rockafe-
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llar, 1972, p.45 Teorema 6.1) y ademas por (1.3.7) P € F, (S;[G]) lo cual
es imposible. Asi que S,[G] < ®.
2. REPRESENTACION DE UN PRISMATOIDE PENTAGONAL AFIN DADO

2.1. Teorema. Sea dado un prismatoide pentagonal afin ¥, macizo y cerra-
do, de vértices Vy,..., Vo dispuestos como en la Figura 3 y centro

G:%(Vin) i=1,...5
Si
2.1.1) V=det (V. -G,V,-G,V, -G)
hagamos
A=V {Ts(vl ~6) x (V,~G)+(V, ~G)x (V, ~G)~(V, ~G)x (V, ~G) }
2.12) B=v {_ (V, ~Gx(V, =G)+(V, =G (¥, ~G)=" (V, ~G)x(V, ~G) }
Cc=V" {(VI—G)X(VZ—G)H3(V2—G)X(VB—G)—(VI—G)X(VB—G) }

Entonces, para dichos vectores, ¥ es la esfera cerrada unitaria de centro G
respecto a la norma ¢ sobre IR representada en (1.2.1) y (1.2.2).

Demostracién. De acuerdo a la Definicion 1.1, & es un poliedro no degenera-
do y por tanto el determinante V en (2.1.1) es no nulo. Ademas, teniendo en
mente (2.1.2) hallamos

A=det(A,B,C)=—47°V"' %0

En otras palabras, los vectores A, B, C definidos en (2.1.2) satisfacen las
hipotesis del Teorema 1.3 bajo los cuales consideramos la norma ¢ sobre IR’
introducida en (1.2.1) y (1.2.2). Por tanto, su esfera cerrada unitaria S; [G]
es un prismatoide pentagonal afin de centro G, de tal manera que remitiéndo-
nos a las expresiones en (1.3.2) (después de cuidadosos calculos vectoria-
les) se demuestra que Vi, V,y V3 son también vértices de S; [G].
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Ahora bien, dado que ¥ es la imagen automorfa afin de un prismatoide pen-
tagonal, entonces sus vértices (y los de S|[G], segln se establecié en la de-
mostracion del Teorema 1.3) son combinaciones lineales promedio de G, Vi,
V,y V3 como las indicadas en (1.1.3). Se dimana que los vértices de S{[G]
son, justamente, Vi, ..., Vi, es decir, S|[G] = @

2.2. Tlustracion. Consideremos el prismatoide pentagonal de centro el origen
0 y arista 2, de vértices

Vv, =(0,7.1) V, =(0,7,~1) V. =(1,0,-1)
Vi-(e-10)  Vi=(10.) V.=V
1=1,... 5, dispuestos como en la Figura 1, obtenido del icosaedro regular

de Edmund Hess (1.843-1.903) al suprimir dos piramides pentagonales
opuestas de apices +(t1,1,0) (Coxeter, 1973, p. 52). Entonces, aludiendo al
Teorema 2.1 hallamos

V=2t VxV, =(-27,0,0),
V. x V. =(-7*-1,-1), VxV, =(-7°,1,-7)
y las expresiones en (2.1.2) se reducen a
A=77(1,72,0), B=172(1,1,1), C=72(1,1,-1)

Por tanto, y de acuerdo a la norma ¢ en (1.2.1) y (1.2.2) el prismatoide
pentagonal como sélido cerrado, tiene la siguiente representacion cartesiana,

2
X, —T°X,

M

r 2 2 3
max {‘xzir X,|,T ‘Xl—XziX3 , T ‘rx,+x2‘ }Sr

. e . . 3 r
condicion necesaria y suficiente para que un punto (X, X,, X3) en IR” esté en
el solido. La igualdad s6lo ocurre en la frontera del poliedro.

3. REPRESENTACION DEL PRISMATOIDE PENTAGONAL

Dado que el prismatoide pentagonal se obtiene del icosaedro regular (ver
ilustracion 2.2), y observando asi que los diez centroides de las caras triangu-
lares del prismatoide forman parte de los veinte vértices de un dodecaedro
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regular (inscrito en dicho icosaedro), caracterizamos a continuacion los pun-
tos del solido.

3.1 Corolario. Sea ® un prismatoide pentagonal dado, macizo y cerrado de
centro G y arista a. Si Cy,...,Cs son los centros de cinco caras triangulares no
opuestas de ¥, y C¢ el centro de una cara pentagonal, entonces

(i) La inecuacion de % es

2_4

I5e | <c6—G>~<X—G>\}sa :

3

9o ooy

G max{\ (€, -G) (X~G)}.... (€. ) (X=G)|

12

donde la igualdad s6lo ocurre en la frontera del poliedro

(i1) Sea S el conjunto de los veinte vertices del dodecaedro regular de centro
G, diez de los cuales son los puntos Cy, 2G-Cy, k=1,...5. Si £ es el eje
de simetria del dodecaedro a traves de los centros de las caras pentagonales de
vértices los puntos del conjunto S ~ {Cy, ..., C5,2G-Cy, ..., 2G - Cs} (esto
es, ¢ eslarecta que pasapor Gy Cq), y &y eslarecta que contiene la

diagonal del dodecaedro que une a Cyy 2G-Cy, k=1, ..., 5, entonces
4 _
P=! X eR | max Ei T% ( Proyeccion de XG sobre £ ),
3/
(3.12)

1<k<5

o= 3
max Proyeccion de XG sobre & }S % at’ }

(ver Figura 4)

Demostracion. De acuerdo al Teorema 2.1, ¥ es la esfera cerrada unitaria
de centro G respecto a la norma ¢ sobre IR representada en (1.2.1) y
(1.2.2), bajo las condiciones en (2.1.2), donde Vi, . ..., Vio son los vértices
de ® dispuestos como en la Figura 3.

Si Cy,..., C¢ son los centros de las caras de & listadas en (1.3.3), respecti-
vamente, y dado que % se obtiene de un icosaedro regular ¥, (Ver ilustra-
cion 2.2), entonces C; - G, ..., Cs - G son vectores normales a estas caras,
respectivamente (la insfera del icosaedro regular es tangente a cada cara (en
este caso a las diez caras triangulares del prismatoide) en su centro).
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Figura 4. Si ® s un prismatoide pentagonal, macizo y cerrado de arista a, vértices V...
1
54y

1 . ,
V1o y centro GZE(V’ +7..),i=1,...,5, entonces ¥ = { X e R’ | méx T
3 2

1<k <5

(Proyeccion de XG sobre % ), max Proyeccion de XG sobre % }S ﬁ ar’ },

donde Cy, ..., Cs son los centros de cinco cara triangulares no opuestas y paralelas, y Cg el
centro de una cara pentagonal

De acuerdo a la ultima parte del Teorema 1.3 y a las relaciones en (1.3.4) con
r =1, existen escalares ty tales que

(3.1.3) 4 =1, -G) y (1*t(c,-G) (v, -G)=1

Tk

k=1,..., 6,donde

11:i3:_]3:2’ 12:i4:15:16:~]1:1, j2:3’
j,=4 is=j. =
teniendo en mente que V;.5=2G-V; , 1=1,...,5, como se consigna en

(1.3.2). De este modo,
111



Insradio de @0 = La distancia de G a los planos de las caras triangulares de @

(3.1.4) 4
= Cx- G| = = -at’

1

Y
(3.1.5) Circunradio de ¥ 0= || VvV, -G || = %ar%

paratodok=1,...,5 (Coxeter, 1973, pp. 292 - 293, Tabla I), por lo cual

3_% ‘Ak'(ij—G)‘
2 | 4|
(1) (c —G)-( 6|
Por (3.1.3)
| Cue-g) |
1 243
t] C.-G| ar’ |t |
y por ende
12
‘tk‘:ﬁ k=1,...,5

Ademas, teniendo presente que el circunradio del pentagono regular V ... V;
(de lado a) es

(3.1.6) | V,-C, |=57" ax” k=1,...5
entonces

La distancia de G al plano de una cara pentagonal de & :||C6 - G||
v, —6) [ <C -6) - (v, -6)|
| 41 H o, (€-6) |

1
lelles -4l

Por (3.1.3)
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o bien, de acuerdo al Teorema de Pitdgoras (Vi C¢ G es un tridngulo rectan-
gulo, recto en C¢, paratodok=1,...,5),

L

It |

|Co-G[ =[Vi-G[ ~[v.-¢, [
Por (3.1.5) vy (3.1.6)

_ a’ V5 1
20
y por tanto
45 a -y
[t |= 2 y |-G =2 57 1A
3.1.7) a’c 2

reduciéndose ¢ (X -G) < 1 ala expresion (3.1.1), o bien,

> B

méx{ IX=G|[C,~G] |cos 6,

(3.1.8) |X-G| | C;=G]| [cos 6]
V57

3

a’t!
12

|X-G|[C,-G]| |ecos eéy}g

donde Oy es el angulo entre los vectores X -G =0 yCi-G, k=1,...,6.
Abhora, teniendo presente (3.1.4) y (3.1.7), y percibiendo que

{ | X -G |cos 8] =Proyeccion de XG sobre &,
para todo k=1,...,6.

Entonces la relacion (3.1.8) es equivalente a la condicion que define al polie-
dro % en (3.1.2).

3.2. Corolario. Sea ¥ un prismatoide pentagonal, macizo y cerrado, de arista
ay vértices Vy, ...,Vyo dispuestos como en la Figura 3, y centro

k=1,...5
)

it5

G=1(vV,+V,
2
Hagamos
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A=b { 7 (V,-G) + (V, -G) }

b{ 2 (V,-G) -1V, + rV3}

c=b{(v1—G)+f(V3—G)}

]
I

(3.2.1)

Entonces A, B, C son linealmente independientes en IR, para los cuales
obtenemos en (1.2.1)

Al:b{ T(VI—G)—(Vz‘G)}
et
Aszb{ . (VZ—G)—(Va_G)}

(3.2.2) A4:b{ _T(VI—G)+12(V2—G)_T(V3—G)}
/15=b{ —(Vl—G)”(VZ_G)}
Aﬁzb{ —13(V1—G)+T2(V2‘G)_T3(V3_G)}

vectores que a su vez definen la norma ¢ sobre R® en (1.2.2), respecto a la
cual, ® es laesfera cerrada unitaria de centro G, donde b=4a” 1.

Demostracion. Si V...V, es el prismatoide pentagonal de centro 0 de la

ilustracion 2.2, seglin se establecio en la demostracion del Teorema 1.3,
existe un automorfismo afin f de IR tal que f(Vi')z V. i=1,..,10 y £(0)=

G.Enestecaso 0;;= £ V;GYV; implica 0,;= £ VLOV; , por lo cual

calculos directos (con los vértices V, ) nos aportan que en general

J5

cos ,, =—cos ,, = cos 0,, = 577" cos 0= 5

donde O es el angulo entre los vectores V, x V, 'y V,, esto es, entre
(Vi-G)x(V2-G) yV;-G. Entonces
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(3.2.3) V=det (V,-G V,-G V,-G)
={(V1—G)X(V2—G) } (v, -G)

= (V,-G) x(V,-G) | | V, =G| cos ¢

=R*,/1—cos’d, R cos 6 (Identidad de Lagrange)
3
— 254 R = —%r por (3.1.5)

donde R = | V,-G]|, k=1,...,5, eselcircunradio de ¥. Asi, existen
escalares s, ty utales que

(Vi-G)x(V2-G) = s(V1-G) +t(V2-G) +u(Vs-G)

Multiplicando interiormente ambos miembros de esta ecuacion, sucesiva-
mente por V;- G, 1=1, 2, 3, obtenemos, respectivamente, las siguientes tres
ecuaciones simultaneas

SS+\/§t—\/§u=0
J5s+5t+/5u=0
\/gs—\/gt—SuZ\/ga

resolviendo el sistema obtenemos

N |
N | ®

es decir,
(V.-G)x (V, —G)Z%r { —2(V,=G) +1 (V,-G)-2 (V, —G)}
Procediendo andlogamente encontramos

(V,-G)x (V, —G)Z%r{ —2(V,-G) + 7 (V,-G) -1 (V, —G)}
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(V,~G)x (V,~G)= 2+ { L (V.—G) + 2(V,-G)=z (V, —G)}

2
2

sustituyendo estos valores y vectores en (2.1.2) arribamos a (3.2.1), y por ende
de acuerdo al Teorema 2.1, ¥ es la esfera cerrada unitaria de centro G res-
pecto a la norma ¢ sobre IR’ representada en (3.2.2) y (1.2.2).

4. ESTEREOMETRIA DEL POLIEDRO AFIN

4.1. Teorema. Sea ¥ un prismatoide pentagonal afin, de vértices Vi, ...,V
dispuestos como en la Figura 3 y centro

4.1.1) G=%(V,.+Vi+5) k=1,...,5

Hagamos

W]Z(Vl-G)X(Vz-G)
4.1.2) Wo =<t (V1 -G)x (V3-G)+ 1 (Va-G) x (V5 -G)
W5 =1 (V]-G) X (Vz - G) + (V] - G) X (V3 - G) + (Vz - G) X (V3 - G)

y denotemos por £ a la matriz cuadrada no singular de orden tres cuya i-€sima
columna es w'. Entonces

(i) La ecuacion del circunelipsoide de % (el elipsoide donde esta inscrito %)
es

(4.1.3) X-G) 2% "(X-G)' = J51V°

donde &' (y similares) es la transpuesta de £y V es el determinante
(2.1.1).

(i) Si fes el automorfismo afin de IR representado por
(4.1.4) fiX) =v!' (X-G) & XeR

entonces f (%) es jjustamente! el prismatoide pentagonal de vértices
f(V.)=V,i=1,...,10, de lailustraciéon 2.2.

(iii) El volumen de ¥ es iﬁrz\ V|
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En particular, si ¥ es un prismatoide pentagonal de arista a, entonces su
volumen es £aars

Demostracion. Dado que
det£=det LT = det (W1, W, W3) =21 V>0

entonces & es no singular y £ ' es una matriz simétrica positivamente
definida, por lo cual (4.1.3) es, en efecto, la ecuacion de un elipsoide de
centro G (Strang, 1982, pp. 282 - 285).

Las expresiones

2
>

(X-G) £&" (X-G)'=|(x-G) «

(x-G) & =( (X-G)- W, (X-G)- W,, (X-G) W,)

y las dadas en (4.1.2) pueden utilizarse para probar que los vértices Vi, V, y
V3 satisfacen la ecuacion (4.1.3). Para verificar que los otros vértices
V4,...Vipde ® también la satisfacen, nos remitimos a (1.1.3) y (4.1.1).

Procediendo asi también se demuestra, teniendo presente (4.1.4), que
f(V.)=V,,i=1,.., 10, los vértices del prismatoide pentagonal de la ilustra-
cion 2.2.

Ahora consideremos en 1a Figura 1 la piramide de apice G y base el trian-
gulo equilatero Vi V> Vo de centro Cs, segn se acordd en la demostra-
cion del Corolario 3.1. Su volumen es, de acuerdo al prismatoide pentago-
nal de la ilustracion 2.2, con G=0,

1? (érea deV, V, Vg) : H C,-G H
or (3.1.4) con a=2
R '
3

Ademas el valumen de la piramide de dpice G = 0 y base el pentdgono
regular Vs---- Vio de centro Cs, segun se convino en la demostracion del
Corolario 3.1, es de acuerdo a la ilustracion 2.2.
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- (4rea de V,...V},) - H C.-G H

v |-

por (3.1.7) con a=2

V5.
=71
3

Por esto el volumen del prismatoide pentagonal V| ...V | es

2
10 - ; - Z-grzz—i (5+45)

y por ende

% (5+\/§>12=V\det(V"$)\= 2ve|V][

donde v es el volumen de & (Birkhoff y MacLane, 1965, p. 243; Corolario).
En particula- -~ ® ~~ un prismatoide pentagonal de arista a, entonces, se-
glin (3.2.3), V = —%r.
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