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Se busca dar solucion a la pregunta ;Qué procedimientos de resolucion utilizan
los estudiantes de quinto grado de educacion bésica primaria cuando resuelven
problemas de isomorfismo de medidas? Para ello se realiza un analisis de los
procedimientos mostrados por estudiantes de grado quinto al resolver un cues-
tionario de problemas de isomorfismo de medidas. Este andlisis se realiza a par-
tir de seis categorias construidas de acuerdo a los referentes tedricos de Ver-
gnaud. En la relacion cuaternaria se categorizaron los procedimientos en tres
clases: el procedimiento funcional, escalar y de iteracion de unidades. En la re-
lacion ternaria se categorizaron los procedimientos en multiplicacion, division y
suma repetida.

PRESENTACION DEL PROBLEMA

El campo conceptual 1o define Vergnaud como un conjunto de problemas y
situaciones cuyo tratamiento requiere conceptos, procedimientos y representa-
ciones diferentes. Por ejemplo, el campo de las estructuras multiplicativas
esta formado por el conjunto de situaciones que requieren una multiplicacion,
una division o una combinacion de tales operaciones. Una ventaja de esta
aproximacion al concepto es que se fundamenta en el estudio de los procedi-
mientos que se evidencian ante las tareas a las cuales se enfrenta el individuo.
El estudio de tales procedimientos aritméticos permite establecer un puente
con los procedimientos y estrategias propios de la geometria en campos rela-
cionados con los procesos de medida, por ejemplo.

Dentro de las multiples clasificaciones que existen de los problemas multipli-
cativos, se destacan las que tienen en cuenta el aspecto semantico de su enun-
ciado; entre ellas se encuentra la estructura de isomorfismo de medidas pro-
puesta por Gerard Vergnaud y plasmada en el libro El nifio, las matematicas y
la realidad (1991 y reimpreso en 2000).
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El estudio acerca de la resolucion de los problemas de isomorfismo de medi-
das por parte de los estudiantes es de gran importancia, ya que tales problemas
aparecen en la mayoria de actividades desarrolladas al trabajar la multiplica-
cion en la educacion basica primaria y mas adelante en niveles superiores, ra-
tificando su presencia permanente en el curriculo a lo largo de la escolaridad.

Diversas investigaciones (Almeida, 2001; Llinares y Sanchez, 1997) han cen-
trado su estudio en los procedimientos de los estudiantes al resolver problemas
de estructura multiplicativa, tratando de indagar sobre el actuar cognitivo fren-
te a un problema presentado en representacion verbal, tabular y/o iconica. Los
resultados muestran errores, obstaculos y niveles de complejidad analizados
desde las producciones de los nifos y nifias de diferentes grados de escolari-
dad. Las indagaciones realizadas en nuestro pais no han sido ajenas a este tipo
de cuestionamientos conceptuales que se dan a nivel internacional. Documen-
tos creados colectivamente como MEN (1998, 2006) dedican parte de su con-
tenido al estudio y presentacion de la estructura multiplicativa a lo largo de la
educacion basica, en concordancia con la idea de que es un concepto que se
desarrolla y se adquiere a lo largo de mucho tiempo.

La resolucion de problemas multiplicativos reviste gran dificultad en los estu-
diantes, ya que en la clase de matematicas generalmente es utilizado el mismo
tipo de problema, debido a la concepcion del maestro acerca de la multiplica-
cion y de la organizacion curricular que se usa para programar las clases.

MARCO DE REFERENCIA CONCEPTUAL

Se realizo el andlisis de investigaciones relacionadas con el objeto de estudio
clasificando los trabajos analizados en dos grandes grupos: el primero retine
las investigaciones que dan cuenta de los procedimientos que los estudiantes
usan al resolver problemas de estructura multiplicativa (Almeida, 2001; Go-
mez y Contreras, 2009; Linares y Sanchez, 1997). Un segundo grupo que
reuni6 algunos trabajos que describen como se vive la multiplicacion en la es-
cuela (Vergel, 2004; Bello y Salazar, 2007). Al comprender la complejidad
que implica analizar la estructura multiplicativa, se decidié limitar el campo
de estudio de este trabajo a los problemas de isomorfismo de medidas.
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METODOLOGIA

El cuestionario que se aplicdé (denominado cuestionario PIM) estuvo com-
puesto por doce problemas multiplicativos que tienen estructura de isomor-
fismo de medidas, los doce problemas fueron divididos en tres grupos tenien-
do en cuenta la representacion empleada para el planteamiento del enunciado,
asi: (a) verbal-iconica, cuatro problemas; (b) verbal-tabular, cuatro problemas
y (c¢) enunciado verbal, cuatro problemas. Ademas se tuvo en cuenta la clasifi-
cacion de los problemas de isomorfismo de medida.

Este andlisis se realizd esperando encontrar evidencias de procedimientos es-
calares o funcionales dentro de una concepcion de relacion ternaria de la mul-
tiplicacion, de acuerdo con lo expresado por Vergnaud (2000/1991) y por lo
encontrado en las diferentes investigaciones ya documentadas. Para el analisis
se tuvo en cuenta la representacion con la cual se enuncid el problema, las re-
presentaciones entendidas como “las notaciones simbolicas o graficas, especi-
ficas para cada nocion, mediante las que se expresan los conceptos y procedi-
mientos matematicos asi como sus caracteristicas y propiedades mas relevan-
tes” (Castro y Castro, 2000, p. 96).

Como consecuencia del estudio de los procesos de resolucion (procedimien-
tos) mostrados por los estudiantes en el cuestionario PIM, se disefiaron catego-
rias de analisis de acuerdo a la relacion mostrada entre los datos dados en el
enunciado. Si en el dibujo, operacion y/o explicacion verbal expresada por el
alumno se not6 que relaciond las cantidades de manera lineal bajo el esquema
a * b = ¢ este procedimiento se considera dentro de la relacion ternaria. En
cambio, si en el dibujo, operacion y/o explicacion verbal expresada por el
alumno se not6 un procedimiento donde relaciond los dos espacios de medidas
teniendo en cuenta, las cuatro cantidades involucradas se clasifican como una
relacion cuaternaria.

En la relacion cuaternaria se categorizaron los procedimientos en tres clases:
(a) el procedimiento funcional, (b) el procedimiento escalar y (c) el procedi-
miento de iteracion de unidades. Los dos primeros se definieron segin la pro-
puesta de Vergnaud (2000/1991) y el tercero, cercano al concepto conocido
como uniticidad (unitizing) de acuerdo a lo expuesto por Lamon (1994).

En la relacidon ternaria se categorizaron los procedimientos en tres grandes
grupos: (a) multiplicacion, (b) division y (c) suma repetida. Algunos procedi-
mientos que no se ubican dentro de las categorias anteriores y son tenidos en
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cuenta solo para efectos cuantitativos y para algunas observaciones particula-
res son: respuesta inmediata, respuesta incorrecta, no responde.

ANALISIS DE RESULTADOS

Los procedimientos identificados en la resolucion de los problemas del cues-
tionario PIM se clasificaron en dos grandes categorias: relaciones ternarias y
relaciones cuaternarias. Los problemas P1, P5, P9 corresponden a problemas
simples de multiplicacion planteados en tres tipos de representacion diferente.
Los enunciados de estos problemas fueron clasificados de acuerdo con su re-
presentacion asi: P1 estd enunciado de forma verbal-iconica; PS5, de manera
verbal-tabular y P9 se representa con un enunciado verbal. Se pudo observar
que dentro de la relacion cuaternaria se identificaron procedimientos categori-
zados como procedimientos funcionales y procedimientos escalares, ademas,
se logro identificar el procedimiento que se denomin6 iteracion de unidades.
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Figura 1. Procedimiento funcional de P5. Tomado de cuestionario del Estudiante 17

Realizando un analisis comparativo de la categoria de relacion funcional en
los tres tipos de representacion se evidencia que la verbal-tabular (P5) favore-
ci6 el procedimiento funcional sobre las otras dos representaciones. La Figura
1 muestra el procedimiento funcional empleado por un estudiante para resol-
ver el problema 5.

En este problema los dos espacios de medidas estan relacionados mediante la
funcion lineal y =6-x, y de acuerdo con lo observado en la Figura 1 y al plan-
teamiento expresado en el marco de referencia en el que se establece que el
procedimiento funcional consiste en establecer la correspondencia entre las
cantidades de ambos espacios de medidas aplicando a la vez en ambos espa-
cios un operador funcional, que representa el coeficiente de la funcion lineal
que existe entre los dos espacios de medidas, el razonamiento empleado por el
estudiante le permite encontrar el operador x6 que pone en evidencia el anali-
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sis de tipo funcional que relaciona las cantidades en forma horizontal lo cual
implica pasar de un espacio de medida al otro como lo expresa Vergnaud
(2000/1991). Este mismo autor indica que la representacion tabular favorece
el uso de relaciones cuaternarias en los procedimientos de resolucidén de pro-
blemas de isomorfismo de medidas. Llinares y Sanchez (1997), encuentran
procedimientos similares en su investigacion sobre evolucion de estrategias,
donde las tareas se presentan con una representacion tabular.

Los resultados clasificados dentro de la categoria llamada iteracion de unida-
des han mostrado un acercamiento al concepto de uniticidad (Lamon, 1994).
Para avanzar de la suma o la resta a una estructura mas compleja como lo es la
multiplicacion, se requiere un proceso mental de composicion de unidades
multiples. En los resultados estudiados se puede observar que la representa-
cion verbal-iconica de P1 favorecio este proceso, mientras que en PS5, con re-
presentacion verbal-tabular y P9 con representacion de enunciado verbal no se
encontro ninguna evidencia de este procedimiento. En el Figura 2 se muestra
un procedimiento que permite identificar la relacion que el nifio establece en-
tre el espacio de medida cajas y el espacio de medida paquetes, lo cual verifi-
ca el planteamiento de Lamon (1994) que afirma que la representacion en
forma de dibujos facilita los procedimientos de emparejamiento entre los es-
pacios de medida.

A partir del analisis de la Figura 2, se puede observar que el estudiante cons-
truyo una unidad de referencia conformada por seis paquetes por caja, la nu-
meracion que usa en cada fila de seis paquetes en el espacio de medida paque-
tes y la numeracién en cada caja en el espacio cajas sugiere un intento de es-
tablecer una relacion entre los dos espacios de medida, por ello este procedi-
miento se categorizd dentro de las relaciones cuaternarias.

1. ; Cuintos paquetes de chocolates hay en 4 cajas?
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Figura 2. Procedimiento de unidad multiple de P1. Tomado de cuestionario del Estudiante 12
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El dibujo que realiza el nifio permite observar rasgos de habilidades de cons-
truccion de unidades multiples, existe una organizacion en el procedimiento
del nifio que sugiere la organizacién de unidades de unidades, en términos de
Lamon, pues ubica en cada fila 6 unidades y las numera con el nimero 1 y
sigue la secuencia numérica: 6es 1 12es2 18 es 3.

Por otra parte, dentro de los problemas solucionados usando una relacion ter-
naria sobresalen los procedimientos categorizados como multiplicacion y su-
ma repetida; P9 fue el problema con mayor indice de procedimientos de este
tipo.

En las resoluciones de los estudiantes se presentaron mayor cantidad de pro-
cedimientos ternarios comparados con los procedimientos de relacion cuater-
naria, posiblemente porque como afirman diversos autores (Freudenthal,
1983, en Puig y Cerdan, 1995; Vergnaud, 2000/1991) el modelo habitual
axb=c tiene gran arraigo en la escuela, en particular, en el colegio donde se
realizo el estudio pues se observo este hecho en el analisis realizado a los pro-
blemas existentes en los cuadernos de los estudiantes. Para Vergnaud
(1991/2000) esta forma de escribir la multiplicacién no es una representacion
correcta y no permite ver la multiplicacion como una operacion cuaternaria.

En general, al comparar los problemas de division —de busqueda del valor uni-
tario— en las tres representaciones se concluye que, al igual que en los proble-
mas simples de multiplicacion, la representacion verbal-tabular permite que
los estudiantes objeto de estudio muestren de manera evidente procedimientos
pertenecientes a la categoria funcional mientras que los problemas de repre-
sentacion verbal-iconica permiten identificar procedimientos de la categoria
de iteracion de unidades, lo cual concuerda con los estudios de diversos auto-
res (por ejemplo Lamon, 1994, Vergnaud, 2000/1991) y con los reportes de
investigaciones en el campo (e.g., Llinares y Sanchez, 1997). Las relaciones
ternarias categorizados como de multiplicacion y de suma repetida son proce-
dimientos que se hacen visibles, con mayor frecuencia, en los problemas con
representacion de enunciado verbal.

La tercera clase de problemas son los de division: biisqueda de la cantidad de
unidades. Al igual que en los problemas simples de multiplicacioén y en los de
division: busqueda del valor unitario, el funcional es el mas representativo de
los procedimientos categorizados dentro de la relacion cuaternaria. Para Ver-
gnaud (1991/2000) los problemas simples de divisién busqueda de la cantidad
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de unidades son de un nivel de complejidad mayor. En el mismo sentido, para
Castro (1995) los resultados reiterativos donde los estudiantes evitan el proce-
so de divisién en los procedimientos pueden originarse debido a la mayor
complejidad que presenta su algoritmo con respecto a la multiplicacién y en el
papel que pueden representar las cantidades del problema en los dos espacios
de medida de acuerdo a la estructura del problema. Finalmente, los problemas
referidos a cuarta proporcional no evidencian procedimientos de resolucion
por lo cual se tom¢ la decision de no incluir un andlisis exhaustivo.

CONCLUSIONES

Al resolver problemas multiplicativos de isomorfismo de medidas se encontra-
ron dos clases de relaciones entre los datos presentados en el enunciado: cua-
ternarias y ternarias. En las relaciones cuaternarias se encontraron tres proce-
dimientos: funcional, escalar e iteracion de unidades. Cuando el nino estable-
ci0 Unicamente una relacion ternaria se identificaron también tres procedi-
mientos diferentes: multiplicacion, division y suma repetida.

Los problemas simples de divisién: busqueda de la cantidad de unidades, pre-
sentan mas procedimientos correctos que los problemas simples de division:
busqueda del valor unitario. A su vez, el uso de la representacion verbal-
tabular en el enunciado de problemas de isomorfismo de medidas favorece el
establecimiento de procedimientos propios de las relaciones cuaternarias, es
decir, escalares y funcionales, siendo dentro de estos mas comun el escalar

El procedimiento de iteracion de unidades para encontrar la solucidon del pro-
blema, solamente es utilizado cuando el enunciado del problema se presenta
mediante una representacion verbal-iconica, mientras que en los problemas en
los que se presenta el enunciado mediante la representacion enunciado verbal,
los estudiantes utilizan mayor cantidad de procedimientos relativos a estable-
cimiento de relaciones ternarias que de cuaternarias.

A pesar de que las situaciones multiplicativas trabajadas en el aula y en los
textos de apoyo del profesor son planteadas empleando enunciados verbales,
se encontrd que los problemas de isomorfismo de medidas en los que el enun-
ciado se presenta empleando representaciones verbal-iconica y verbal-tabular
son de mas facil comprension para los estudiantes y por tanto presentan mayor
¢éxito en su solucion.
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