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Las categorias topoldgicas aparecen como una generalizacion del estudio del
funtor olvido de estructura, definido de la categoria de los espacios topoldgicos
a la categoria de los conjuntos, en particular, de las propiedades relacionadas
con las topologias iniciales y finales que tiene dicho funtor. En este trabajo se
estudian algunas propiedades de las categorias topoldgicas y se muestran algu-
nas formas de construccion. En particular, las categorias de las colecciones, de
los espacios completamente regulares, de los espacios uniformes y los espacios
de proximidad son categorias topoldgicas fibradas sobre la categoria de los con-
juntos, y la categoria de los espacios topologicos punteados lo es sobre la cate-
goria de los espacios topologicos punteados.

INTRODUCCION

La teoria de categorias aparece como una rama de las matematicas que unifica
el trabajo de las diferentes areas de la misma. Para el caso que nos ocupa, es
posible realizar en muchas categorias construcciones propias de la categoria
de los espacios topologicos, entre otras las relacionadas con la homotopia,
homologia y cohomologia. En este punto, es de anotar que, en particular las
teorias mencionadas no serdn el centro de atencion del trabajo sino que se
constituye mas bien en la motivacion del mismo. Con un poco mas de preci-
sion, al retener algunas de las propiedades de la categoria de los espacios topo-
logicos se generan otras categorias, donde es posible realizar algunas de las
construcciones como las anotadas arriba. Por ejemplo, al relacionar conceptos
como fibraciones, cofibraciones y equivalencias débiles se da origen a las lla-
madas categorias modelo donde se muestran ambientes distintos a la topologia
para rehacer la teoria de la homotopia (ver Dwyer y Spalinski, 1995). Ahora
bien, al pensar en un universo donde existan exponenciacion, un objeto de par-
tes y ciertos tipos de limites, como por ejemplo uniones e intersecciones, se
generan los topos; de esta manera un topos puede ser pensado como un espa-
cio generalizado, en el que se estudian, entre otras cosas, aspectos de la homo-
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logia y la cohomologia (ver Johnstone, 2002). Finalmente para citar otro
ejemplo, al retener como concepto fundamental las topologias iniciales y fina-
les, se generan las categorias topologicas. Es de anotar que las categorias to-
poldgicas son el centro de atencion del trabajo.

Podria decirse que llevo tiempo a los investigadores encontrar una teoria de
categorias apta para los topdlogos, puesto que la disponible era apta para los
algebristas, y la topologia categorica inicia con Bourbaki y es en su primer
libro donde aparecen las nociones que la inspiran como las de topologias ini-
ciales y finales. Trabajos muy completos y mas recientes se encuentran en
Preuss (1988) y Adamek, Herrlich y Strecker (1990).

Finalmente, el cursillo que se propone es de cardcter basico, se presenta de
forma autocontenida y pretende solo mostrar algunos aspectos de la teoria ge-
neral de las categorias topologicas, sus fundamentos, sus propiedades, algunos
métodos de construccion y algunos ejemplos basicos. Para abordarlo solo se
requieren conceptos basicos de la topologia general y de la teoria de categorias
y todos se presentaran a lo largo del cursillo.

CONTENIDO

1. Conceptos basicos en teoria de categorias: categorias, funtores. 2. Concep-
tos basicos en topologia general: topologias iniciales y finales, ejemplos de
construcciones, la cinta de Mdbius, el toro y la botella de Klein. 3. Categorias
topologicas: la estructura de categoria topoldgica de Top. La categoria de las
colecciones, las categorias de las relaciones, la categoria de los espacios topo-
l6gicos punteados, la categoria de los espacios uniformes. 4. Construccion de
categorias topoldgicas. Construccion de categorias topologicas a partir de to-
pologias iniciales y finales. La categoria de los espacios completamente regu-
lares, la categoria de los espacios secuenciales.

ASPECTOS TEORICOS

En la categoria de los espacios topologicos tiene sentido hablar de topologias
iniciales y finales, ejemplos de estas construcciones son por ejemplo el toro, la
cinta de Mobius y la botella de Klein, ademas en particular, la coleccion de
topologias sobre un conjunto arbitrario tiene estructura de reticulo completo.
Estas consideraciones hacen ver que la categoria de los espacios topologicos
esta fibrada sobre la categoria de los conjuntos mediante un funtor de olvido
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O:Top — Conj y que poniendo las cosas en un contexto categorico es el fun-
tor el que permite las construcciones mencionadas. Un funtor F: C — D es
topoldgico si permite las construcciones mencionadas arriba por el funtor O;
en tal caso se dice que C es una categoria topoldgica fibrada sobre D, o sim-
plemente cuando no haya lugar a confusion se dice que C es una categoria to-
pologica, en particular, cuando D es la categoria de los conjuntos se dice que
C es un constructo topoldgico. Nociones equivalentes de categoria topologica
se pueden encontrar entre otros en Ardila, Montafiez y Ruiz (2000). Entre los
resultados alrededor de las categorias topologicas, cabe mencionar en primer
lugar que dado un funtor topologico, C es completa (cocompleta), si y sola-
mente si, D es completa (cocompleta) y que si C tiene clasificador de subobje-
tos entonces el funtor en cuestion es un isomorfismo. Son ejemplos de cons-
tructos topologicos, la categoria de los espacios uniformes y la categoria de
los espacios de proximidad (ver Adamek, Herrlich y Strecker, 1990; Willard,
1970), pero por ejemplo la categoria de los grupos no es una categoria topolo-
gica pues la construccion de estructuras iniciales y finales no dan estructura de
grupo. En este punto es importante anotar que un ejemplo que consideramos
importante lo constituye la categoria de las colecciones (ver Donado, 1999),
pues como se vera es el contexto apropiado para hablar de una manera mas
general de los conceptos clasicos de la topologia, abierto, cerrado, conexo etc.
En este punto es importante anotar que no todas las subcategorias de Top son
categorias topoldgicas, por ejemplo la categoria de los espacios de Haussdorf.

Ahora bien, haciendo uso de topologias finales se genera una clase especial de
funtores que resultan idempotentes y que hemos denominado funtores eleva-
dores de estructura. Los puntos fijos de estos funtores forman categorias topo-
logicas (ver Hernandez, 2012; Ruiz y Montafiez, 2006), pero otro trabajo en
esta direccion es el de Oostra (1995). De manera natural se tienen las cons-
trucciones duales y ejemplos de estas construcciones son las categorias de los
espacios completamente regulares y de los espacios secuenciales (ver Ruiz y
Montafiez, 2006). Cabe anotar que los hechos mencionados antes son de un
caracter mas general, pues en el fondo un elevador es un funtor que asigna a
un espacio topoldgico otro con el mismo conjunto subyacente, asi que hay
otros elevadores que son objeto de trabajo y que seran estudiados en particular
en la categoria de los espacios topologicos punteados (ver Hernandez, 2012).

Finalmente, la categoria de los espacios topoldgicos no tiene exponenciacion,
es decir no hay una manera natural de asignar a dos espacios topologicos X y
Y un espacio topolégico XY con la propiedad universal requerida (ver por
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ejemplo Adamek, Herrlich y Strecker, 1990); tampoco tiene un objeto clasifi-
cador, en otras palabras un objeto que rescate los subespacios de un espacio
dado, hecho que si sucede en la categoria de los conjuntos. Pues bien, por ca-
recer de estas construcciones Top no es un topos, categorias que realmente
unifican las diferentes areas de las matematicas. Sin embargo, hay categorias
topoldgicas que tienen exponenciacidon y con mas precision son cartesianas
cerradas pero no tienen objeto clasificador, estas son denominadas cuasitopos;
algunas referencias para el estudio de estas categorias son Dubuc (1979) y
Wyler (1991).
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