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El objetivo de la charla es introducir la cadena de Fibonacci y mostrar sus pro-
piedades geométricas y combinatorias. Esta cadena o palabra se puede generar a
partir de la iteracion de un homomorfismo entre lenguajes, ademas, se le puede
asociar una curva a partir de unas reglas de dibujo anédlogas a las utilizadas en
los L-sistemas, dicha curva lleva el nombre de curva fractal de Fibonacci. Asi-
mismo, se presentard una familia de cadenas infinitas que generalizan la cadena
de Fibonacci y su curva fractal. Finalmente, se asociara una familia de polimi-
noés a estas cadenas, los cuales resultan ser poliminds cuadrados dobles, y se ob-
tendrén algunos tapetes geométricos, los cuales estdn programados con el soft-
ware Mathematica®.

INTRODUCCION

La cadena infinita de Fibonacci, f~0100101001001010010100100101..., es
sin duda una de las més estudiadas en la combinatoria sobre cadenas (Mignosi
y Pirillo, 1992; Chuan, 1992, 1995; Cassaigne, 2008), en particular es una ca-
dena de Sturm (Lothaire, 2002).

Entre muchas de sus propiedades, a esta cadena se le puede asociar una curva
que tiene propiedades fractales, las cuales en su mayoria se obtienen a partir
de las propiedades combinatorias de f (Monnerot, 2009; Blondin-Massé,
Brlek, Garon y Labbé¢, 2011).

Asimismo, a esta cadena se le puede asociar una familia de poliminés que te-
selan el plano, en particular son poliminds cuadrados dobles, estos se denomi-
nan copos de nieve de Fibonacci (Blondin-Massé, Brlek, Labbé y Mendés
France, 2011).

En esta charla presentaremos algunas formas para generar la cadena de Fibo-
nacci, de manera recursiva, por homomorfismos entre lenguajes, por discreti-
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zacion de una recta y de manera aritmética (cadenas caracteristicas o de
Sturm), y mostraremos algunas de sus propiedades geométricas y combinato-
rias. Estas propiedades son ejemplos sencillos del tipo de cosas que se estu-
dian en la combinatoria sobre cadenas, rama reciente de las matematicas dis-
cretas, que estudia las cadenas finitas e infinitas de simbolos y tiene aplicacio-
nes en la teoria de automatas y lenguajes formales, en la teoria de ntimeros,
entre otras. Asimismo se recopilan algunas propiedades graficas de la curva
fractal asociada a esta cadena de simbolos, la cual se puede generar a partir de
unas reglas de dibujo analogas a las utilizadas en los L-Sistemas (Orjuela, Ro-
jas, Paez y Ramirez, 2011).

También introducimos una familia de cadenas que generalizan la cadena de
Fibonacci. A partir de esta familia construimos una familia de curvas que tie-
nen como atractor la curva fractal de Fibonacci y tienen la misma dimension
fractal.

Por ultimo, construimos una familia de poliminds que generalizan el copo de
nieve de Fibonacci y estudiamos algunas de sus propiedades geométricas, co-
mo el perimetro y el area; tal familia estd relacionada con una familia de nt-

meros que generaliza los nimeros de Pell. Estos poliminds son poliminoés cua-
drados dobles.

LA CADENA DE FIBONACCI

Las cadenas o palabras son una sucesion finita de simbolos a;a; ...a,, tomadas
de un conjunto finito no vacio X llamado alfabeto. Definimos X" como el con-
junto de todas las cadenas sobre un alfabeto X, incluyendo la cadena vacia. La
longitud |u| de una cadena u € X" se define como el nimero de simbolos de u,
incluyendo simbolos repetidos. Por |u|, representamos la cantidad de veces
que aparece el simbolo a en la cadena u. Por ejemplo la cadena abbebbaabb
tiene longitud 10 y est4d formado por los simbolos a, b y e.

Una cadena infinita u=a;a,a;... es una sucesion infinita de simbolos, por
ejemplo la cadena p=(p,),>=0110101000101... es una cadena infinita, donde
p,=1 si n es un nimero primo y p,=0 en caso contrario.

Sean X y A dos alfabetos. Un homomorfismo es una funcion 4:X* — A" tal que
h(xy)=h(x)h(y) para todo x, y en X",
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La cadena n-ésima de Fibonacci, f,, se define recursivamente por f;=1, f;=0y
Jfu=fn1fn2 para todo n>1. Definimos la cadena infinita de Fibonacci f como

f =lim,_, f,=010010100100...
Definimos el homomorfismo u de Fibonacci como u(0)=01 y (1 )=0.

La siguiente propiedad permite generar la cadena de Fibonacci a partir de la
iteracion del homomorfismo u. Esta relacion es clave para su implementacion
grafica con software matematico.

La cadena de Fibonacci satisface que: lim,,_,., u™ (1)=f.

La relacion entre la cadena de Fibonacci y los numeros de Fibonacci F,, los
cuales se definen recursivamente como Fy, =1=F, y F,=F,.; + F,; para todo n
> 2, es que la cantidad de simbolos en f,, es el n-ésimo nimero de Fibonacci
F,.

Algunas propiedades combinatorias de la cadena de Fibonacci, son las si-
guientes:

e Las cadenas 11 y 000 no son subcadenas de la cadena de Fibonacci.

e Si ab es un sufijo de la cadena de Fibonacci n-ésima, entonces ab=01
sinesparyab =10 sin es impar.

® foifu2V [fuafns tienen un prefijo comun de longitud F,-2 para todo
n>3.

e f, es palindromo salvo por los dos ultimos simbolos.
e Para toda cadena finita f, se tiene que f,, = f,.sfn-3fn-6ln-3l03-

Estos dos ultimos resultados son importantes ya que permiten descomponer la
cadena de Fibonacci en términos de cadenas de Fibonacci de longitud menor,
lo cual implica que la curva fractal de Fibonacci tiene caracteristicas de auto-
semejanza.

Representacion grafica (Lenguaje LOGO)

Existe una interpretacion grafica de las cadenas de simbolos basada en lengua-
je LOGO o Lenguaje de la Tortuga. Para convertir una cadena de simbolos en
una curva, hay que recorrerla de una manera particular. Para ello a cada uno
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de los simbolos de la cadena se le asigna un ordenque serd interpretado por
una “tortuga” hipotética, la cual ird recorriendo el plano de un lado a otro, rea-
lizando una determinada accion que dependera del simbolo que lea. Una vez
que la tortuga ha recorrido toda la cadena, la imagen fractal quedara definida.

La presente regla de dibujo par-impar fue introducida por Monnerot (2009) y
permite generar la cadena fractal de Fibonacci, ver el siguiente cuadro.

Simbolo Funcién
1 Da un paso hacia adelante dibujando una linea de longitud d.
0 Da un paso hacia delante y si el 0 estd en una posicién impar entonces
gira a la derecha 90°, y si esta en una posicion par gira 90° a la izquierda.

La grafica n-ésima de Fibonacci, denotada por F,,, se obtiene al aplicar la regla
de dibujo par-impar a la cadena n-ésima de Fibonacci. La curva fractal F de
Fibonacci se define como

F = lim F,

n—»oo

En la Figura 1 se muestra la grafica de F,,, generada con el software Mathe-
matica® (Ramirez y Rubiano, 2012).

Figura 1: Grafica de F,,

Algunas de las propiedades de la curva de Fiboancci, relacionadas estrecha-
mente con la cadena de Fibonacci, son:

e La curva fractal de Fibonacci estd compuesta inicamente por segmen-
tos de longitud 1 o 2.

e El nimero de giros en la grafica n-ésima de Fibonacci es el numero de
Fibonacci F,-1. En la figura anterior se verifica que el nimero de giros
es Fg=55 (numero de esquinas).
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e La curva F, es similar a la curva F,,_3 (autosimilaridad). Esta propie-
dad permite clasificar las curvas de Fibonacci en tres clases segiin la
relacion de equivalencia modulo 3, i.e., si n es de la forma 3k, 3k + 1
o3k + 2.

e La curva F, es simétrica (ver Figura 2).

Figura 2: Simetria Curva F,

UNA GENERALIZACION DE LA CADENA DE FIBONACCI

El objetivo de esta seccion es hacer una generalizacion de la cadena de Fibo-
nacci y por ende de la curva fractal de Fibonacci, y mostrar que sus propieda-
des se mantienen.

La cadena (n,i)-ésima de Fibonacci, £," se define recursivamente por f,'=0,
=071y £,0=f, 1% .1 para todo n>2 y i>1. Definimos la cadena infinita de
Fibonacci fll como

= lim £,

Las primeras cadenas de Fibonacci fLl aparecen en el siguiente cuadro:

fl =10110101101... | £ =01001010010.. | £ =00100010010...

4 =00010000100... | f£I51 = 00001000001 .. | £ =00000100000 ...

Para algunas propiedades sobre estas cadenas ver Ramirez, Rubiano y de Cas-
tro (2013).
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La grafica (n,i)-¢ésima de Fibonacci, denotada por Tn[i], se obtiene al aplicar la
regla de dibujo par-impar a la cadena f,/. La Curva Fractal F!!l de Fibonacci
se define como

FlI = lim 7,

n—oo

Las propiedades de esta curva se pueden ver en (Ramirez, Rubiano y de Cas-
tro, 2013).

COPO DE NIEVE ASOCIADO A LA CADENA DE FIBONACCI fLi]

Recientemente la combinatoria sobre cadenas se ha utilizado en problemas de
teselados en el plano con poliminés (ver, e.g., Beauquier y Nivat, 1991; Brlek,
Fédou y Provencal, 2009; Blondin-Massé, Brlek, Garon y Labbé, 2011, 2012).
Un poliminé es la unién finita de cuadrados unidades sobre el plano reticular,
tal que su frontera es una trayectoria simple cerrada, sin huecos y tal que su
frontera no se corta. Cada polimin6 es codificado por una cadena sobre el al-
fabeto F'={0,1,2,3} los cuales representan los pasos {—, T, <, 1} sobre el plano
reticular.

En la Figura 3 se muestra un polimino, tal que partiendo en S (en sentido anti-
horario) su frontera b(P), la palabra w=2122323030103011 la codifica. Ade-
mas, denotaremos por W la trayectoria recorrida en direccion opuesta. En este
ejemplo w =3321232121010030.

Figura 3: Polimin6

El problema de decidir si un poliminé dado tesela el plano por medio de tras-
laciones, lo estudid6 Wijshoff y van Leeuwen (1984), quienes acufiaron el tér-
mino poliminé exacto. Beaquier y Nivat (1991) demostraron que la frontera
b(P) de un polimin6 exacto P satisface la siguiente factorizacion b(P) = A -
B-C-A-B-C donde alo mas una variable es vacia.
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El caso particular cuando una de las variables es vacia decimos que P es un
polimin6 cuadrado. En Blondin, Brlek y Labbé (2012) se demostré que un po-
liminé cuadrado puede tener a lo mas dos factorizaciones diferentes. En el ca-
so que tengan exactamente dos factorizaciones se llama polimino cuadrado
doble. En Blondin-Mass¢, Brlek, Garon y Labbé (2011), los autores constru-
yeron dos familias de poliminds cuadrados dobles, llamados los poliminos de
Christoffel y los de Fibonacci, sin embargo, existen poliminds que no pertene-
cen a ninguna de estas familias.

Construccion poliminds generalizados de Fibonacci

A partir de f! es posible derivar una trayectoria sobre F la cual tiene propie-
dades interesantes. La construccion es como sigue. Primero se reescribe la pa-
labra sobre el alfabeto {0,2} € F. Especificamente aplicamos el morfismo

0 — 2,1 - 0. Luego aplicamos el operador Z; seguido por el operador X,
donde

Txw)=(a-(@a+wy) - (a+w;+wy)...(a+w; +wy - +w,))
cona € Fyw = w;w, -~ w,. Entonces se obtiene la cadena p[i]=2021(f{i]).

Definimos la sucesion {g,""},-o como:

Si i es par: ¢o/'=4, ¢/'=1, ,"=(13)"? y ¢,/"=q,.,/"q,2"" sin = 1mod 3 o

g"=g,./""q,_," sin = 0,2 mod 3.

Si i es impar: qo'=A, qi"=1, @.''=(13)""21 y ¢,/"=¢,," ¢, si n =

0 mod 3 0 ¢,/"=q,.,/'"q,,_, sin = 1,2 mod 3.
Tenemos la siguiente propiedad: Sean € Ny a € Fentonces

e La trayectoria X,q,[! es simple.

e Si i es par, entonces la trayectoria X, (Q3n[i])4 es una cadena acotada

por un polimino.

L. : i
e Si i es impar, entonces la trayectoria X, (q3n+2[ ])4 es una cadena aco-
tada por un polimino.

Otras propiedades de estas cadenas se pueden encontrar en Ramirez, Rubiano
y de Castro (2013). A estos ultimos poliminds los denotaremos por HB] y
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los llamaremos copos de nieve generalizados de Fibonacci. A continuacion se
, ey i .
presentan algunas graficas de los poliminos H,E] para i=2 3.

[l [1. [, [,
1 2 3 4

Estos poliminds son cuadrados dobles. Algunas propiedades geométricas se
pueden encontrar en Ramirez, Rubiano y de Castro (2013).
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