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Casi todo el mundo ha visto, por lo menos una vez, alguna obra del famoso ar-
tista holandés M. C. Escher. La originalidad plasmada en sus trabajos atrapa de
inmediato nuestra curiosidad y atencion, pues sus figuras y/o personajes pare-
cen vivir en otro mundo: uno, donde las leyes de la geometria euclidiana o in-
tuitiva, no funcionan. Y asi es; se trata de la geometria hiperbolica, un mundo
gobernado por unas reglas tan diferentes, que permiten representar el infinito en
un espacio finito. Una vez nos introduzcamos a este nuevo mundo, y entenda-
mos la forma en que funciona, podremos ver las obras de Escher con otros 0jos,
y encontrar quizas, significados que antes no podiamos.

INTRODUCCION

M. C. Escher naci6 en Leewarden, Holanda, el 17 de julio de 1898. Desde jo-
ven se inclind hacia las artes graficas, y se dedico a esto toda su vida, que ter-
min6 en Hilversum, Holanda, el 27 de marzo de 1972. Manejo varios temas en
sus trabajos. Entre los principales tenemos los siguientes: perspectivas inusua-
les, transmutaciones graduales, ilusiones en dos y tres dimensiones, y, repre-
sentaciones del infinito. Es en este ultimo en el que se concentrara el curso.

Escher estaba fascinado con la representacion del infinito en un espacio finito,
pero para lograrla debia llegar a un paro brusco en alguna parte de la obra. Es-
cher hizo varios intentos, y llegd, finalmente, a sus obras Circulo limite Il y
Circulo Limite IV, que son las mas destacadas en este género. En la Figural se
pueden apreciar.
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Se observa que las figuras que componen cada una de las obras mencionadas
decrecen paulatinamente del centro al perimetro, hasta perderse en el limite
visual identificable. En este cursillo se describird esto desde un punto de vista
matematico. Para dichas figuras, la realidad es hiperbdlica, razon por la cual
cada una de ellas luce del mismo tamafio que las demds. Mas aun, ninguna se
siente limitada por la frontera, pues la distancia a ella es infinita. Dicho de otro
modo, a pesar de que las figuras son de tamafio diferente en el sentido eucli-
diano, se vera que son, de hecho, congruentes bajo una métrica hiperbdlica de
distancia. Vistas de esta forma, las obras son simplemente un teselado' regular
en el cual las piezas individuales han sido rotadas. O sea que si se tuviesen
ojos hiperbolicos, el Circulo Limite 1V, se veria ast:

Figura 2

La representacion del infinito en un teselado que tiene dos caracteristicas fun-
damentales (Gupta, 2006, p. 69):

e La apariencia repetitiva de un elemento base, en desplazamientos es-
paciales y periodicos.

e La necesidad de incluir una red infinita en un plano finito, lo que im-
plica que el tamafio y los desplazamientos del elemento base no pue-
den ser constantes.

El Circulo Limite 11l y el Circulo Limite IV presentan ambas caracteristicas.
Ademas, son el resultado de una serie de transformaciones, como traslaciones,
rotaciones e inversiones. De aqui, viene la idea de que estas obras son el resul-
tado de una o varias transformaciones de Mobius complejas, pues dichas
transformaciones satisfacen propiedades que cumplen con estas caracteristi-
cas, como se vera a continuacion.

! Un teselado es un patron de figuras que cubre completamente una superficie plana de tal
forma que no queden huecos y no se superpongan las figuras.
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TRANSFORMACIONES DE MOBIUS COMPLEJAS

En el cursillo se planea introducir las transformaciones de Mobius complejas
(Hidalgo, 2012), usando varios ejemplos, con graficas. También se mostraran
las propiedades de las transformaciones que se utilizaran. Entre ellas tenemos:

e [as transformaciones de Mobius son automorfismos conformes de C.

e [ as transformaciones de Mobius mandan circunferencias de C en cir-
cunferencias de C.

e Las transformaciones de Mobius no alteran las razones cruzadas. Por
lo tanto, una transformacion de Mdobius serd una isometria bajo cual-
) - . 2
quier métrica basada en una razon cruzada.

Esas propiedades se expondran formalmente durante el cursillo. Evidentemen-
te estas propiedades ayudan a conservar la forma de una figura, ademas de
proporcionar un escalamiento o cambio de tamafio. Estas son, precisamente,
las dos caracteristicas fundamentales que debe tener un teselado para represen-
tar el infinito. Ahora détese al plano complejo de la métrica euclidiana. Como
esta no es invariante bajo estas transformaciones, se generara una reduccion en
el tamafio de los elementos que se acercan a la frontera. Ahora détese al plano
complejo de otra métrica especial, la métrica hiperbdlica, a la que notaremos
dy. Para poder entender la forma en que actia esta nueva métrica, es necesa-
ri0 que nos sumerjamos en el mundo de la geometria hiperbolica.

GEOMETRIA HIPERBOLICA

En el cursillo se hard una breve introduccion historica de la geometria; desde
su formalizacion con la obra los Elementos de Euclides, alrededor del afio 300
A. de C., hasta 1868, cuando se publico la famosa conferencia que impartio
Hilbert en 1854, acerca de la reformulacion de la geometria, vigente en la ac-
tualidad. En este punto ya se sabra que existen solo tres tipos de geometria: la
euclidiana, la eliptica y la hiperbolica. Se profundizara en la geometria hiper-
bolica (Cruz, 2009). Se hablara de su desarrollo, su utilidad, e incluso se ex-
pondran resultados que muestran que la geometria hiperbdlica es tan consis-
tente como la euclidiana, y que ademads, ha jugado un papel importante en
otras ramas de las matematicas.

* Mostraremos que la métrica euclidiana del plano no funciona.
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Para entender mejor la forma en que funciona esta nueva geometria, se expli-
card en detalle uno de los modelos que la describen bidimensionalmente: el
modelo del disco de Poincaré (Kisbye, 2008). En este modelo se toma el dis-
co abierto unitario del plano complejo, y se dota de una nocioén de distancia
bastante particular, la métrica dy (esta métrica, a diferencia de la euclidiana,
se basa en una razdén cruzada, causando que las transformaciones de Mdbius
sean isometrias). Se verdn los conceptos basicos de puntos y rectas. También
se expondran algunos resultados sobre circunferencias y tridngulos hiperboli-
cos, todo esto con el fin de contextualizar a los asistentes en este nuevo mun-
do, y de mostrarles las grandes diferencias con el euclidiano.

PARA TERMINAR

Con la geometria hiperbolica como referente, se retomara el tema de las obras
de Escher que representan el infinito, en particular, las mencionadas inicial-
mente, para apreciarlas con “ojos hiperbolicos”. Para ello, se superpondran
sobre el disco abierto unitario complejo D, ahora dotado de la métrica hiper-
bolica dy. Utilizando las propiedades de dy que ya conocemos, podra soste-
nerse que dichas obras son simplemente teselados regulares. Tal vez esta des-
cripcidon sea mas sencilla, pero lo que si es innegable es que la perfeccion y la
hermosura de su disefio permanecera invariante bajo cualquier transformacion,
y sin importar las reglas que gobiernen.
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