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La proyección estereográfica de la esfera, desde uno de sus puntos N a un plano 
que toca a la esfera en un punto S, diametralmente opuesto al punto N, preserva 
ángulos y envía circunferencias a rectas o a circunferencias. En esta conferen-
cia, conservando sus propiedades, extenderemos la proyección estereográfica a 
una función f  de la bola unitaria en un semiespacio s  de 3

R . Usando la fun-
ción f  construiremos una familia de métricas planas sobre la bola euclidiana 
conformes con la métrica euclidiana. 

LA PROYECCIÓN ESTEREOGRÁFICA 

Definición. Consideremos la esfera unitaria  y un punto  sobre ella. Sea S 
el punto en la esfera diametralmente opuesto a  y sea  el plano tangente a 

en el punto S. Sea  un punto de  diferente de  y sea la recta de-
terminada por los puntos  y . Sea  el punto de intersección de la recta 

con el plano . Diremos que es la proyección estereográfica del punto 
 de  al plano . Esta correspondencia define una función biyectiva entre 
 ⁄ { } y el plano .  

Las siguientes son dos propiedades fundamentales de la proyección estereo-
gráfica. 

Proposición. La proyección estereográfica envía circunferencias que no pasan 
por el punto de proyección en circunferencias y envía circunferencias que pa-
san por el punto de proyección en rectas. 

Proposición. La proyección estereográfica conserva ángulos; es decir, la pro-
yección estereográfica envía los ángulos formados por curvas de la esfera en 
ángulos iguales formados por las curvas proyectadas por el plano . 

Sea 3
R  el espacio euclidiano tridimensional y sea la esfera unitaria con  

ecuación . Si tomamos la proyección estereográfica, con centro 
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el polo norte , sobre el plano , encontramos que la proyección 
envía un punto ( , , )M x y z  en la esfera, distinto de N, en un punto '(u, v, 1)M - , 

donde 
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La proyección estereográfica es una función inyectiva sobre el plano , 
con inversa la función 
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DE LA BOLA A UN SEMIESPACIO DE  ! 

En esta conferencia extenderemos la función estereográfica a una función de-
finida sobre la bola unitaria 3-dimensional con centro en el origen, de tal for-
ma que conserve las dos propiedades enunciadas de la proyección estereográ-
fica. 

Proposición. Sea 3
B  la bola unitaria con centro en el origen y sea el semiespa-

cio 3 3{( , , ) : 1}R x y z R z- = Î £ - . La función 3 3
B Rf -= ®  definida por 
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es una extensión conforme de la proyección estereográfica. 

MÉTRICAS CONFORMES A LA MÉTRICA EUCLIDIANA EN  ! 

Si 1 1 1( , , )x y z  y 2 2 2( , , )x y z  son dos vectores de 3
R  entonces el producto interno 

usual se define por 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2( , , ).( , , )x y z x y z x x y y z z= + + . Recordemos que los 
vectores 1 (1,0,0)e = , 2 (0,1,0)e =  y 3 (0,0,1)e =  forman una base de 3

R  y que 
.i j ije e d=  donde ijd es igual a uno si i j=  e igual a cero si i j¹ ; por esta razón 

denotaremos al producto interno anterior por ijd . Así, si 1 1 1( , , )x y z  y 2 2 2( , , )x y z  
son dos vectores de 3

R  entonces podemos escribir 

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2(( , , ), ( , , )) x x y y z zij x y z x y zd = + + . 

En general, definiremos métricas riemannianas sobre 3
R  así: 

(0,0,1)N 1Z = -

1Z = -
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Definición. Diremos que g es una métrica riemanniana sobre 3
R  si g es una 

función diferenciable que asigna a cada 3
p RÎ  un producto interno ( )g p  simé-

trico y definido positivo entre pares de vectores de 3
R  aplicados en el punto p. 

Definición. Sea 
ijd  la métrica euclidiana y sea 3 3:f R R®  una función diferen-

ciable con ( )Df p  biyectiva para todo 3
p RÎ . La función f define una nueva 

métrica en 3
R , denotada por *( )ijf d , por la fórmula 

*( )( , ) (Df( ),Df( ))f ij u v ij u vd d=  

donde u y v son vectores aplicados en un punto p  de 3
R  y Df  envía vectores 

en p  a vectores en ( )f p . La restricción de la función f a la bola 3
B  define una 

métrica sobre ella. 

Definición. Diremos que una métrica g sobre la bola euclidiana es puntual-
mente conforme a la métrica euclidiana 

ijd  si existe una función positiva f tal 
que 

ijg f d= . 

En esta conferencia, usando la función f , construiremos una familia de métri-
cas en 3

B  conformes a la métrica euclidiana ijd , tal que si g  pertenece a dicha 
familia entonces g  se puede escribir de la forma 4g u ijd= , donde u es una fun-
ción positiva que satisface el siguiente problema: 
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es la derivada con respecto a la normal exterior ( , , )x y zh = . 

Esto implica que, en particular, la esfera con la métrica g tiene la misma cur-
vatura media de la esfera euclidiana . 
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