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6. CONTENIDO

Para presentar €l informe de esta investigacion consideramos la siguiente estructura: En € capitulo
uno, titulado Lainvestigacion presentamos un posicionamiento tedrico a partir del cual planteamos
la investigacion, describimos los antecedentes, la delimitacion del problema y planteamos la
pregunta y los objetivos de la investigacion. En € capitulo dos denominado Marco teorico
presentamos | os principal es referentes tedricos de la investigacion. En primer lugar exponemos con
cierto detalle los principios de la teoria de la objetivacion y luego presentamos un amplio panorama
de estudios referidos a la comprension del fendbmeno de la ensefianza aprendizaje de la
multiplicacion. En € capitulo tres titulado Metodol ogia presentamos | 0s aspectos metodol 6gicos de
la investigacion, € contexto del estudio y su disefio metodolégico. En e capitulo cuatro titulado
Andlisis multimodal presentamos el andlisis multimodal realizado de la labor de los estudiantes
cuando se resolvieron ciertas tareas de tipo multiplicativo y en e capitulo cinco titulado
Conclusiones presentamos las conclusiones del estudio asi como algunas cuestiones abiertas.




7.METODOLOGIA

El estudio se enmarca en un enfoque de investigacion cualitativa de tipo exploratorio, descriptivo y
explicativo (Latorre, Del Rincon & Arnal, 2003). Se complementa con un analisis microgenético
(Martinez,1999). Simultdneamente se consideré como un estudio de caso (Martinez, 2006). Para €l
desarrollo de la investigacion se adaptaron las fases metodol 6gicas de Radford (2010b). Para el
andlisis de los datos asumimos una perspectiva multimodal del pensamiento (Arzarello (2006).
Para la intervencion de aula realizada se siguio la metodologia de clase propuesta en Radford
(20133).

El estudio se desarroll6 en e colegio Instituto Técnico Industria Piloto de la localidad de
Tunjuelito, Bogota- Colombia y en éste participaron 36 nifios y nifias del curso 602 jornada
mafiana cuyas edades oscilan entre los 10 y 13 afios. La investigacion se desarroll6 entre el 02 de
Octubrey €l 18 de Noviembre de 2013, una sesion de 100 minutos por semana.

8. CONCLUSIONES

Documentamos la existencia de medios semi6ticos de objetivacion de tipo kinestésico y linglistico
en laresolucion de tareas de tipo multiplicativo. Presentamos evidencia empirica con respecto alos
procesos de objetivacion contraccion semidtica e iconicidad en e desarrollo del pensamiento
multiplicativo, los cuales requieren mayor estudio con € fin de poder caracterizarlos a través del
seguimiento a la evolucion de los medio semiéticos de objetivacion, de igual manera consideramos
gue hace falta mayor documentacion con respecto a la posible configuracion de estratos de
generalidad factual, contextual y simbdlico en e desarrollo del pensamiento multiplicativo y sus
vinculos con |os hipotéticos vectores de unitizacion y normacion en cada estrato de generalidad. La
informacion obtenida sugiere empiricamente que los constructos de la teoria cultural de la
objetivacion no son exclusivos del pensamiento algebraico y que pueden ser usados en otros
dominios como e pensamiento multiplicativo siempre y cuando se provea a la clase las tareas
necesarias para emprender labores conjuntas que encaminen a los nifios a comprender la
multiplicacion como un cambio de unidades.
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I ntroduccion

Parte de la investigacion en didéctica de las mateméticas hace posible distinguir en €l
tiempo una tendencia que durante algunas décadas estuvo orientada a describir las
dificultades presentadas por los estudiantes cuando tienen contacto con algunos objetos
mateméaticos, esta informacién, que si bien, aporta a la comprensién de diversas situaciones
del aulaa parecer no halogrado transformar radicalmente algunas maneras y procederes en
la ensefianza de las matematicas. Este hecho, acompafiado de una conciencia colectiva que
concibe e aula como un complgo entramado de relaciones, imaginarios, saberes,
intenciones y sujetos concretos hace que las investigaciones en didactica de las matematicas
empiecen a centrarse en otros fendmenos que generan a su vez nuevos paradigmas de
investigacion.

Las aproximaciones socioculturales consideran € aula y los fendbmenos de ensefianza y
aprendizaje como dinamicos y emergentes, por lo cual nos situamos desde una postura
sociocultural, asumimos los preceptos de la perspectiva histdrico cultural de Vigotsky y nos
ubicamos puntualmente en lateoria cultural de la objetivacion (Radford. 2006, 20133, 2014)
para explorar algunas formas de pensamiento multiplicativo en estudiantes de grado sexto
de educacion basica cuando resuel ven tareas de tipo multiplicativo.

El estudio de este fendmeno puede llegar a dar cuenta de diversos aspectos del aprendizaje
de lamultiplicacion, de como se manifiesta el pensamiento multiplicativo de los estudiantes,
la anatomia de sus razonamientos, €l reconocimiento de sus potencialidades, de aquello que
pueden hacer los estudiantes con lo que saben, del tipo de acercamiento a saberes
construidos historico-culturamente y las maneras de comprender por qué hacen 1o que
hacen. De tal suerte que desde estos hallazgos puedan generarse estrategias de ensefianza
gue teniendo en cuenta las maneras de aprender de los nifios, apunten a transformar las
précticas de ensefianza aprendizaje de la multiplicacion.

El complgo ambiente del aula esconde en su interior un sin nimero de acciones y
expresiones dadas por los estudiantes cuando aprenden, que a veces nos parecen naturales,
pero tradicionamente no pensamos en la informacién que €ellas nos pueden ofrecer;
centrarnos en su andlisis ofrece la posibilidad, poco explotada, de tomar conciencia de estas
expresiones o0 signos como hechos latentes de comprensién que pueden llegar a transformar,
por ejemplo, la manera como juzgamos o “evaluamos” las comprensiones o0 aprendizajes de
los estudiantes. Por ello, asumimos como problema e reconocimiento de los signos o
medios semioticos de objetivacion movilizados por los estudiantes durante su actividad
matematica de manera que permita traducir estas expresiones y acciones en posibles
orientaciones parala ensefianza.



En términos de Radford (2013a) |os seres humanos Ilevamos a cabo operaciones a través de
signos que modifican de manera fundamental 1a manera en que llegamos a pensar y conocer.
Estos signos hacen su aparicion en € plano material (i.e. son observables) a través de la
implicacién en una labor conjunta que conmina a los sujetos a ser y a saber con otros 'y en
esa comunién de conciencias es donde emergen |os signos gue dan cuenta de la elaboracién
de significados, que se van instanciando o actualizando en formas de pensamiento
particulares con respecto a los objetos matematicos que las tareas propuestas llevan
implicitos.

El presente estudio analiza los medios semiéticos de objetivacion y procesos de objetivacion
desarrollados por estudiantes de grado sexto en un colegio publico de la ciudad de Bogota —
Colombia cuando resuelven tareas de tipo multiplicativo. Tal andlisis se redliza utilizando
los constructos de la teoria cultural de la objetivacion, pues aunque se han generado
abundantes pronunciamientos frente a dificultades y posbilidades en & campo
multiplicativo alin no se han explorado cuales serian 1os medios semi6ticos de objetivacion
movilizados por los estudiantes cuando afrontan este tipo de tareas, de manera que esta
informacion permita comprender las formas de accién, reflexion y expresion de los
estudiantes frente a objeto cultural de la multiplicacion.

Situados desde una postura que comprende €l aprendizaje y la ensefianza desde una
perspectiva semidtico cultural, nos posicionamos tedricamente y operamos
metodol 6gi camente con |os principios de lateoria, entre los cual es se asume una concepcion
particular de saber, de conocimiento, de labor o actividad, de objetos mateméticos, se
concibe e aula como un espacio multi semidtico y se considera el aprendizaje como un
proceso de objetivacion. Pragmaticamente |a teoria sugiere prestar atencion a los medios
semi 6ticos de objetivacion que utilizan |os estudiantes cuando resuel ven tareas mateméticas,
en un esfuerzo que es, a la vez, elaboracion de significados y toma de conciencia de los
objetos conceptuales.

Simultaneamente encontramaos necesario comprender las maneras en que |os nifios elaboran
significados en torno a la multiplicacion de cantidades por la presencia que tiene esta
operacion en la conformacion del sistema de numeracion decimal y por su estrecho vinculo
con otros objetos matematicos como las proporciones y las funciones, ademas de ser una
necesaria habilidad para desenvolverse en una cultura hecha de transacciones comerciales y
de mediciones que necesariamente evocan la multiplicacion de cantidades.

A partir de estos planteamientos realizamos una investigacion que estudia los procesos de
objetivacion desarrollados por nifios de sexto grado cuando se involucran en la labor de
resolver tareas asociadas a pensamiento multiplicativo, y en consecuencia nos preguntamos
¢Cuadles son los procesos de objetivacion desarrollados por un grupo de estudiantes de grado
sexto (10 — 13 afios) cuando resuelven tareas de tipo multiplicativo? El intento de dar
respuesta a dicha pregunta nos llevo a estudiar los medios semicéticos de objetivacion y



procesos de objetivacion que desarrolla un grupo de estudiantes de grado sexto de un
colegio oficia de la ciudad de Bogota cuando se involucran en la labor de resolver ciertas
tareas de tipo multiplicativo.

Los estudios desarrollados a partir de la Teoria Cultural de la Objetivacion han sido
realizados principalmente en e campo del pensamiento agebraico, es decir, existen
evidencias de los medios semidticos y procesos de objetivacion presentes en este tipo de
pensamiento. Este hecho nos motivd a explorar cuales son los medios semidticos de
objetivacion 'y procesos de objetivacion presentes en € desarrollo del pensamiento
multiplicativo, en otras palabras, asumimos como hipétesis que los constructos de la teoria
no son exclusivos del pensamiento algebraico y que pueden ser usados en otros dominios
como & pensamiento multiplicativo. En el desarrollo de esta investigacion encontramos
posible sugerir que estos medios semidticos de objetivacion y procesos de objetivacion
perfilan modos de significacion de la multiplicacion escolar, y por lo tanto pueden llegar a
definir formas prototipicas de pensar multiplicativamente.

Para presentar €l informe de esta investigacién consideramos la siguiente estructura: En €l
capitulo uno presentamos un posicionamiento tedrico a partir del cua planteamos la
investigacion, describimos los antecedentes, la delimitacién del problema y planteamos la
pregunta y los objetivos de la investigacion. En el capitulo dos presentamos los principales
referentes tedricos de la investigacion. En primer lugar exponemos con cierto detalle los
principios de la teoria de la objetivacion y luego presentamos un amplio panorama de
estudios referidos a la comprension del fendmeno de la ensefianza aprendizaje de la
multiplicacion. En e capitulo tres presentamos los aspectos metodolégicos de la
investigacion, el contexto del estudio y su disefio metodoldgico. En e capitulo cuatro
presentamos el andlisis multimoda realizado de la labor de los estudiantesy en el
capitulo cinco presentamos las conclusiones del estudio asi como agunas cuestiones
abiertas.



Capitulo 1. La investigacion

La matematica es una actividad humana
H. Freudenthal

1.1 Posicionamiento tedrico y contexto problemético

La educacion matemética entendida como una epistemologia del aprendizaje de las
matemdticas (D"Amore, 1999, 2006a) nos sSitla en un escenario que ofrece nuevos
paradigmas e intereses de investigacion, nos invita a replantear algunos objetos de
investigacion y ofrece informacion y conocimiento acerca de los procederes de maestros y
estudiantes en torno a la ensefianza — aprendizae de las matemdaticas. Parte de la
investigacion en educacion matemética hace posible distinguir en e tiempo una tendencia
gue durante algunas décadas estuvo orientada a describir las dificultades presentadas por los
estudiantes cuando tienen contacto con algunos objetos mateméticos, esta informacién, que
s bien, aporta a la comprension de diversas situaciones del aula a parecer no ha logrado
transformar radicalmente algunas maneras y procederes en la ensefianza de las matematicas.
Este hecho, acompariado de una conciencia colectiva que concibe el aula como un compleo
entramado de relaciones, imaginarios, saberes, intenciones y sujetos concretos hace que las
investigaciones en didactica de las matematicas empiecen a centrarse en otros fendmenos
gue generan a su vez nuevos paradigmas de investigacion (Radford, 2011a) y que pretenden
dar cuenta de los diversos aspectos del aprendizaje de las mateméticas, de como piensan los
estudiantes, la anatomia de sus razonamientos, € reconocimiento de sus potencialidades, de
lo que pueden hacer los estudiantes con lo que saben, del tipo de acercamiento a saberes
construidos histérico-culturalmente y ayuda a comprender por qué hacen lo que hacen. De
tal suerte que desde los hallazgos de estas investigaciones puedan empezar a generarse
estrategias de ensefianza que teniendo en cuenta las maneras de aprender de |os estudiantes,
apunten a la necesaria interrelacion entre procesos de ensefianza y aprendizaje y puedan asi
Ilegar atransformar las practicas de ensefianza - aprendizaje de las matematicas.

En este cambio de paradigmas, una de las tendencias esta centrada en prestar atencion a
caracter semiotico de la actividad matematica. Comprender la ensefianzay €l aprendizaje de
las matematicas desde una perspectiva semiotica implica fomentar la sensibilidad ante la
convergencia de registros semidticos de distinta naturaleza, en un esfuerzo que requiere
tomar conciencia del proceso de elaboracion de significados de los estudiantes y del proceso
de reflexion que les permite acercarse alalégica cultura de los objetos matematicos.

En esta investigacion asumimos un posicionamiento tedrico que nos sitla en una
aproximacion sociocultural del aprendizaje de las mateméticas, de donde asumimos los
preceptos de la perspectiva histérico cultural y puntualmente nos situamos en la Teoria
cultual de la Objetivacion (Radford, 2006a, 2013a, 2014).



Aproximacion
socio cultural

Perspectiva
historico cultural

Teoria cultural de
la objetivacion

Figura 1. Ubicacion de lateoria de la objetivacion en las corrientes socioculturales

Cambiar la concepcion de aprender por transmision de informacion, asimilacion y
reiteracion es una necesidad que lleva tiempo reclamandose y ante la cual existen
experiencias innovadoras que proponen superar este tipo de practicas de ensefianza. Las
corrientes socioculturales de la educacion matematica permiten concebir e fendémeno
ensefianza-aprendizaje de forma distinta y desde distintos enfoques (e.g. educacion
matematica critica, etnomatematicas, socioepistemologia) consideran la educacion como
una construccion socia e historica permeada por la cultura. Algunas de estas corrientes
consideran los postulados de Vigotsky, quien en su teoria del desarrollo enfatizaen €l origen
socia de los fendmenos psicoldgicos (Vygotski, 2000; Wertsch, 1988; Martinez, 1999;
Chaves, 2001) y cuyos planteamientos tedricos adquieren un nuevo sentido al ser
reinterpretados en escenarios contemporaneos que dan origen a nuevos constructos tedricos.
Tal es d caso de la Teoria Cultural de la Objetivacion (TCO) gque asumiendo la perspectiva
histérico cultura de Vigotsky considera como aspecto fundamental la accidn
semi 6ticamente mediada como uno de sus principios. Esta teoria, que haido evolucionando,
ha incluido en sus planteamientos aspectos antropologicos, filosoficos, ontoldgicos y por
supuesto epistemol 6gicos que le brindan sustento y legitiman sus pronunciamientos no solo
en la comprension de las formas de conocer de los individuos sino en sus posibles
incidencias en e ambito educativo y particularmente en € campo de la educacién
matemética.

La TCO como teoria fenomenol gica concibe el aprendizaje como un fenémeno de caracter
semidtico cultural que se gesta en e seno de ciertas practicas, que inicialmente fueron
consideradas desde la Teoria de la Actividad de Leontiev (1993, citado en Radford, 20064),
pero que actuamente se conciben desde la idea de labor en un sentido hegeliano, es decir
dialéctico materialista. La teoria “aboga por una concepcion no mentalista del pensamiento
y por una idea de aprendizaje tematizado como adquisicién comunitaria de formas de
reflexion del mundo guiadas por modos epistémico-culturales historicamente formados”
(Radford, 20063, p. 105). Aqui € aprendizaje es considerado, en términos muy generales,
Como un proceso de objetivacion del saber, proceso en € cual lateoria, en tanto considerala
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accion semioticamente mediada, sugiere prestar atencion a los Medios Semidticos de
Objetivacion (MSO), emergentes cuando |os nifios afrontan tareas mateméaticas. Estos MSO
gue son consustanciales a la actividad matematica corresponden a los objetos, artefactos,
recursos linglisticos y extralinglisticos, gestos y signos en general, que las personas
intencionalmente usan en la construccion social de significados con e fin de lograr una
forma estable de conciencia, hacer evidentes sus intenciones y llevar a cabo un despliegue
de acciones para alcanzar €l objetivo de sus actividades (Radford, 2003, 2010a).

La postura tedrica mencionada ha sido ampliamente explorada en € dominio del
pensamiento algebraico, particularmente en tareas asociadas a generalizacion algebraica de
patrones y solo hasta hace muy poco ha empezado a trascender otros escenarios de la
educacion matematica e inclusive a otras areas de conocimiento como |la ensefianza de otros
idiomas. Como producto de tales concreciones la teoria a través de una metodologia que
concibe el pensamiento desde su caracter multimodal (Arzarello, 2006) ha encontrado
aspectos caracteristicos del pensamiento algebraico, ha definido estratos de generalidad por
los cuales evolucionan los nifios para llegar a pensar algebraicamente acerca de las
secuencias y ha definido algunos aspectos propios de |os procesos de objetivacion en torno a
la generalizacion algebraica de patrones (Radford, 2002, 2010c, 2011b, 2012).

En algunos estudios realizados desde la perspectiva semidtico cultural (Villanueva, 2012;
Gomez, 2013; Vergel, 2014a) se encuentra la invitacion a explorar desde la TCO los
procesos de objetivacion en otros escenarios como el pensamiento numeérico, geomeétrico,
aleatorio, entre otros, de manera que dichos estudios aporten a la comprension de los
procesos de objetivacion en éstos y permitan extender los alcances de la TCO para seguir
comprendiendo los procesos de objetivacion o toma de conciencia gque realizan los
estudiantes de |0s objetos mateméti cos.

El complgio ambiente del aula esconde en su interior diversas expresiones dadas por los
estudiantes cuando aprenden, que pasan desapercibidas y a veces nos parecen naturales,
pero no nos detenemos a pensar en la informacion gque ellas nos pueden ofrecer; centrarnos
en su andlisis ofrece la posibilidad, poco explotada, de tomar conciencia de estos signos y
expresiones como hechos latentes de comprension que pueden llegar a transformar, por
ejemplo, la manera como juzgamos o “evaluamos” las comprensiones o aprendizajes de los
estudiantes. Radford (2014) sostiene que “deberiamos hacer un esfuerzo para entender la
produccion de saberes y de subjetividades en e aula'y promover aquellas formas de accién
pedagdgica que puedan llevar a un aprendizaje significativo, es decir, no alienante” (p.5).
En Vergel (2014a) Radford manifiesta que es mucho lo que falta por conocer acerca del
pensamiento algebraico (p. 11-12) y en consecuencia podemos colegir que en el campo de
lo numérico faltaria alln méas por conocer, empezando porgue ain no se reportan trabaos en
este tipo de pensamiento, desde esta perspectiva tedrica, y porque miembros de la
comunidad académica legitiman la exploracion de la teoria en otros escenarios.



Atendiendo entonces a las cuestiones abiertas de otras investigaciones y teniendo en cuenta
gue auin no se han explorado cuales serian, desde esta teoria, |0s aspectos caracteristicos o €
tipo de manifestaciones o signos desplegados por |os nifios cuando se involucran en la labor
de resolver tareas en otros escenarios como e pensamiento numérico, consideramos
pertinente iniciar tal exploracion.

Ahora bien, € escenario a considerar en € pensamiento numérico es tan extenso como se
quiera, por lo cual nos concentramos en un aspecto que consideramos clave dentro del
pensamiento numeérico: la multiplicacion. La comprension de la multiplicacion, inmersa
dentro del pensamiento numérico, resulta de vital importancia en la formacion matematica
escolar de los individuos de nuestra cultura en tanto las relaciones comerciaes,
particularmente las de intercambio de bienes y servicios, en las que nos vemos
cotidianamente involucrados estdn mediadas por e uso del dinero, o cual nos convoca
necesariamente a hacer cuentas; cuentas que generalmente van mas alla de la sumay que en
su mayoria requieren de algunos significados particulares del objeto matematico
multiplicacion.

En & campo educativo encontramos que la multiplicacion en tanto objeto de la didéctica 'y
de la matematica revierte en si misma una gran variedad de significados que nos permiten
considerarla como una de las piedras angulares en la formacion matematica escolar de los
individuos, pues en ella se sostienen significados atribuidos a | as fracciones, a las funciones
linedles, a las proporciones, entre otras. Desde un punto de vista neurol6gico la resolucion
de problemas que implican la multiplicacion suele activar la circunvolucién angular
izquierda del cerebro, cuyo desarrollo ontogenético, € del cerebro, esta fuertemente ligado
al contexto sociocultural (Radford & André, 2009).

Tan polisémico resulta e término multiplicacion que es preciso aclarar que, para efectos de
este estudio, estamos considerando la multiplicacion como objeto de ensefianza y
aprendizaje en la escuela, como una operacion que se realiza generalmente entre cantidades
en los universos numeéricos de |os enteros positivos, |as fracciones, los nimeros con comay
las proporciones, es un contenido curricular vinculado con diversos contenidos matematicos
y es una forma culturalmente codificada de acciones con respecto a los nimeros, que
posteriormente intentaremos detallar, y que en consecuencia genera una forma particular de
pensamiento que consideramos pensamiento multiplicativo.

¢Por qué en e pensamiento multiplicativo? Aparte de las razones anteriormente aludidas
consideramos particularmente problematica la comprension del pensamiento multiplicativo
desde una perspectiva semidtico cultural, por e reconocimiento que hacemos de su
importancia en la formacion escolar de los estudiantes, por la necesidad de prestar atencion
a agunas dificultades reportadas en sus procesos de ensefianza-aprendizaje, tal como la
preocupante tendencia a confinar e aprendizaje de la multiplicacién a las tablas de
multiplicar, y por la intencién de comprender las maneras en que los nifios elaboran
significados de la multiplicacion.



En el estado del arte realizado para esta investigacion se indago acerca de diversos estudios
asociados a pensamiento multiplicativo entre los cuales no se encontré ningun estudio que
refiriera alos aspectos semidtico culturales del aprendizaje de la multiplicacion, no obstante
dicha consulta si nos permitié considerar un panorama complejo en torno a la necesidad de
continuar indagando acerca de las maneras en que los nifios se acercan a las formas
semidtico culturales historicamente constituidas de la multiplicacion.

Desde las politicas publicas en educacion de nuestro pais, encontramos los preceptos del
ministerio de educacion nacional, quienes a través de los lineamientos curriculares
(Ministerio de Educacion Nacional (MEN), 1998) y los estandares curriculares para €l area
de mateméticas (MEN, 2006) definen un panorama de la formacion matematica escolar
pretendida para | os estudiantes colombianos, particularmente con el objeto multiplicacion se
reconocen sus diversos significados, los retos que plantea su ensefianza, agunas estrategias
usadas por los nifios para resolver distintos tipos de problemas y algunas sugerencias a tener
en cuenta en la enseflanza de este concepto. Sin embargo los resultados de estas
pretensiones parecieran quedarse en e papel y es muy poca su trascendencia a los
escenarios escolares, hechos que son evidenciados en la propia practica docente cuando
estudiantes de Ultimo grado manifiestan serias dificultades no solo en reaizar
multiplicaciones, sino en comprender algunos significados asociados a la multiplicacion
tales como € establecimiento de relaciones entre cantidades, asi como la incomprension de
situaciones que requieren de la multiplicacion para su resolucion. Estas situaciones
encontradas en la practica parecen tener cierto eco en los resultados de algunas pruebas
externas realizadas a nuestros estudiantes. Por giemplo, los resultados de |os estudiantes que
representaron a nuestro pais en las pruebas Pisa 2012 muestran que en e é&rea de
mateméticas € 73,8% de |os estudiantes son insuficientes para acceder a estudios superiores
y para las actividades que exige la vida en la sociedad del conocimiento (ICFES, 2012). En
2014 ante un test optativo de esta misma prueba PISA, sobre solucion creativa de
problemas, los estudiantes que representaron a nuestro pais fueron los menos afortunados
ocupando €l ultimo lugar. Sin embargo estos resultados no son nuevos para nosotros, en el
2006 los resultados de las pruebas TIMSS y PISA arrojaron resultados similares (Rojas, et
al., 2011). Simultdneamente hallamos que € promedio de los estudiantes de grado once en
el &rea de matematicas durante el dltimo lustro es inferior a 50 puntos de 80 posibles en las
pruebas Saber 11.

Estos datos numeéricos con los cuales se suelen “evaluar” los aprendizajes de nuestros nifos,
pueden tener diversas interpretaciones, no obstante creemos que estos resultados sirven para
cuestionar en primer lugar € tipo de evaluacion, pero es aun mas importante percatarnos
gue estas pruebas son indicios de que, en general, algo estamos haciendo mal. Rojas et al.
(2011) plantean una reflexion muy pertinente a respecto; estos investigadores arguyen una
deuda socia acerca del sentido de lo multiplicativo con nuestro nifios, reclamacion que
cobra validez en tanto los estudios acerca de las comprensiones en torno a objeto
multiplicacion en estudiantes universitarios y en docentes en gercicio (MESCUD, 2005,
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2007) demuestran una carencia de significados de la multiplicacion en individuos con una
formacion matematica escolar culminada.

Es comun encontrar en la literatura en educacion matematica, estudios e investigaciones que
pretenden aportar a la resolucion de problemas especificos de la disciplina, desde €
reconocimiento de tensiones entre lo esperado y lo acontecido, sin embargo el escenario
planteado hasta el momento parece sugerir no una, sino multitud de tensiones en torno al
aprendizaje de las mateméticas y particularmente en torno a la multiplicacién, por €llo no
consideramos necesario definir puntualmente el problema desde una de estas tensiones.
Consideramos que de acuerdo a los resultados generales de los estudiantes en las
evaluaciones internaciones y nacionales, sumados a los resultados de investigaciones en
torno a objeto matematico escolar multiplicacion, se manifiesta una ausencia de sentido
multiplicativo en nuestros estudiantes, por |o que seria deseable estudiar formas alternativas
de entender como aprenden nuestros nifios a multiplicar, qué tipo de tareas hacen posible €
acercamiento a formas prototipicas de pensar multiplicativamente y desde alli explorar
posibles rutas de accion para aportar a la elaboracion de significados més amplios de la
multiplicacion.

A partir de este panorama general queremos situar € problema que convoca la investigacion
aqui reportada desde dos perspectivas. en primer lugar existe un reconocimiento del
potencial, e impacto y la trascendencia que engendra en si misma la TCO. De otro lado
consideramos que existen formas aternativas de comprender el fendmeno de las maneras en
gue los nifios elaboran significados en torno a la multiplicacion escolar y considerando la
multiplicacion como una necesaria forma de reflexion de los individuos para desenvolverse
en nuestra cultura quisimos explorar precisamente ali los constructos de la TCO con € fin
de aportar ala comprension de las maneras en que 10s nifios producen significados en torno
alamultiplicacion, los cuales pueden evidenciarse através de las manifestaciones que éstos
hacen cuando se involucran en la labor de resolver tareas de tipo multiplicativo, es decir que
se topan o se encuentran con €l objeto cultural de la multiplicacion que los objeta, les opone
resistencia y los hace adoptar formas de reflexion y expresion corporeamente mediadas que
les permiten acercarse a la légica cultural de los objetos y producir significados en torno a
ellos.

El camino que hemos adoptado para sustentar nuestro hecho problematico, distinto a la
tension esperado — encontrado, corresponde a su vez en prestar atencién a las sugerencias
realizadas por algunos investigadores acerca de la necesidad de indagar 10s aspectos propios
delaTCO en dominios distintos al pensamiento algebraico, que sumado a nuestro interés en
indagar sobre aspectos asociados a pensamiento multiplicativo configuran la necesidad de
estudiar las formas de accion y reflexion de los estudiantes cuando elaboran significados de
las formas prototipicas (historico culturalmente constituidas) de pensar multiplicativamente;
hecho que va de la mano con la inexistencia de estudios referidos a aprendizaje de la
multiplicacion desde la perspectiva semidtico cultural.



Asumiendo entonces como problematica, la ausencia de informacién en un aspecto
particular del vasto espectro de investigacion en educacion matemética, queremos estudiar si
y de qué manera los hallazgos realizados desde |a postura semicético cultural adoptada por
Radford (2006a, 2010a, 2010b, 2010c, 2013a, 2014), ampliamente explorada en €
pensamiento algebraico, puede replicarse en otros campos de la educacién matematica,
particularmente se desea estudiar si existen y cudles son los medios semiéticos y procesos
de objetivacion que podrian llegar a caracterizar € pensamiento multiplicativo.

En conclusion, no queremos centrarnos en posibles tensiones, consideramos la existencia de
un fendmeno complejo que se puede estudiar de diversas maneras, que acepta otros puntos
de vistay en tanto problematico es susceptible de ser analizado desde diversas perspectivas,
de manera que el problema radica en comprender y aportar elementos para la comprension,
de las maneras en qué los nifios se acercan a la légica cultural de la multiplicacion,
estudiando sus formas de reflexidn, accidn y expresion, las maneras de producir significados
en torno a objeto, los medios semidticos y los procesos de objetivacion de esas formas
prototipicas (historico culturalmente constituidas) de pensar multiplicativamente ya que
consideramos necesario una nueva comprension de la multiplicacion centrada en la
actividad y las acciones de los individuos.

1.2 Antecedentes

Para exponer los trabajos que consideramos previos a este estudio, asumimos tres frentes
particulares, el primero de ellos corresponde a los trabajos desarrollados en |a perspectiva
semidtico cultural, el segundo corresponde a los estudios realizados desde la perspectiva
multimodal del pensamiento y el tercero aquellos referidos a la ensefianza-aprendizaje de la
multiplicacion.

La TCO tiene sus origenes en los afos noventa (Radford, 2014) en los cuales, segun
Radford, €l interés estaba centrado en pensar de manera diferente €l aprendizaje de las
matematicas y con €l paso del tiempo se ha venido configurando una teoria a partir de una
investigacion longitudinal con estudiantes jévenes, en el estudio del pensamiento algebraico,
particularmente en tareas asociadas a la generalizacion de patrones. En algo mas de 140
publicaciones Luis Radford ha reportado no solo una concepcién sociocultural del
aprendizaje de las mateméticas sino una teoria que da cuenta de los aspectos semiotico
culturales que median la actividad matematica de los individuos, entre otros importantes
aportes, que se utilizan en este estudio y por o tanto hacen parte del marco tedrico.

No obstante es necesario resefiar algunos estudios que han considerado la TCO como marco
de referencia para su posicionamiento tedrico y en consecuencia para sus subsiguientes
andlisis, es asi como encontramos diversos gercicios de investigacion en e terreno de
estudios post graduales entre los cuales destacamos |os siguientes: Cadavid (2011) estudia el
proceso de objetivacion del concepto de parabola desde € uso de artefactos, Lasprilla &
Camelo (2012) presentan |os medios semiéticos de objetivacion emergentes en nifios de 8 y
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9 afios a abordar una tarea sobre generalizacion de patrones, Villanueva (2012) describe y
analiza los medios semidticos de objetivacion emergentes en estudiantes de primer grado
cuando resuelven tareas sobre secuencias figurales, Gomez (2013) reporta los medios
semiéticos de objetivacion movilizados por estudiantes de grado décimo cuando resuelven
tareas de generalizaciéon de patrones y Cisneros, Castro & Cadavid (2013) andizan la
objetivacion del numero racional desde |os procesos de medicion que generan razon.

En investigaciones doctorales se han reportado |os trabgos de: Miranda (2009) en donde se
analiza el proceso de produccion de significados en la explicacion del movimiento lineal de
objetos llevada a cabo por estudiantes de bachillerato cuando interpretan graficas
cartesianas. En Vergel (2013, 20144) se identifican y estudian las formas de pensamiento
algebraico temprano gque emergen en alumnos de cuarto y quinto grados de educacion
Bésica primaria (9 — 10 afos) como resultado de su participacion en la actividad matemética
del aula, especificamente en torno a tareas sobre generalizacion de patrones y actualmente
se desarrolla el estudio de Quintero & Jaramillo (2013) que tiene como propodsito andlizar la
objetivacion del concepto de limite de una funcién, de alumnas de grado once, a través del
desarrollo de su pensamiento tedrico. Por Ultimo queremos comentar que tenemos noticias
de otros trabajos en curso que utilizan los constructos de la TCO en otros dominios como €l
pensamiento aditivo, e pensamiento proporcional y laderivada.

Dado que nuestro sustento tedrico (la TCO) va ligado a una metodologia de andlisis
(multimodal) consideramos necesario mencionar que en esta linea se halan diversos
estudios, (Lemke, 1990; Kress & Van Leeuwen, 2001; McNeill, 2000; Bezemer & Jewitt,
2010) que incluso han sido utilizados en otras areas de la educacion (Tamayo, 2001;
Tamayo et a., 2010; Flewitt, 2011). Sin embargo nos parece importante sefiadar que en €
campo de la educacion matematica este tipo de estudios va sumando adeptos y ofrece la
posibilidad de investigar por gemplo los recursos semioticos del profesor (Mangui, 2009,
2010; Bjuland, 2012; Alibali et al., 2013) e incluso ya es usado paraindagar agunos objetos
mateméticos particulares (Miranda, 2009; Thomas, Y oon & Dreyfus, 2009). Particularmente
gueremos destacar que a partir de los postulados de Arzarello (2006) se gener6 toda una
linea de investigacién desde esta perspectiva principalmente en Italia (Sabena, 2007, 2011,
2012, Arzarello & Domingo, 2007).

Ahora, en e terreno del pensamiento multiplicativo queremos destacar que los estudios
realizados acerca del fendmeno de aprendizaje-ensefianza de la multiplicacion consideran
varios enfoques y objetos de estudio, en tal sentido la literatura en educacion matemética
contiene una considerable cantidad de estudios que examinan porciones de todo el complejo
fendmeno concerniente al aprendizaje-ensefianza de la multiplicacion.

Aungque desde los estudios de Piaget (1952) se hallan referencias a estudio del
razonamiento proporcional, es solo hasta finales de la década de los ochenta y principio de
los noventa que encontramos las primeras producciones acerca de la comprension de la
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manera en que los estudiantes elaboran significados de la multiplicacion, las estrategias
utilizadas en la resolucion de ciertos tipos de problemas multiplicativos y algunas
explicaciones desde € punto de vista cognitivo y sicolégico; principamente en Estados
Unidos aparecen los estudios de Karplus, Karplus, Formisano & Paulsen (1979); Steffe,
Von Glasersfeld, Richards & Cobb (1983); Steffe & Von Glasersfeld (1985); Fischbein,
Deri, Nello y Marino (1985); Lesh, Post & Behr (1988); Nesher (1988); Vergnaud (1988);
Hart (1988); Fey (1990); Schwartz (1991); Greer (1992); Behr, Harel & Post (1992);
Confrey & Smith (1994) y Steffe (1992, 1994).

Gran parte de estos estudios se condensan en e primer handbook de investigaciones en €l
aprendizgje y la ensefianza de las matematicas (D. Grouws (Ed.), 1992), asi como en los
libros “Number, concepts and operations in the middle grades” (Hiebert & Behr
(Eds.),1988) y “The development of multiplicative reasoning in the learning of
mathematics” (Harel y Confrey (Ed.), 1994) los cuales consideramos insumos necesarios
para situarse en la comprension de la complegjidad y trascendencia de los estudios referidos
al objeto multiplicacion.

De los estudios referidos, y otros que consideramos importantes, queremos comentar
algunos de sus objetos de estudio. Las investigaciones de Fishbein, et al. (1985) y Fishbein
(1987) que definen modelos intuitivos de la multiplicacion resulta un marco interpretativo
importante para la comprensién de los modos de significacion de la multiplicacién. En tanto
los tipos de nimeros con los cuales se realizan las multiplicaciones imponen dificultades o
maneras de reflexidn particulares creemos que es necesario tener en cuenta los estudios de
Schwartz (1988) quien estudia €l tipo de magnitudes de las cantidades en tanto extensivas e
intensivas no solo proveen distintos tipos de problemas sino posibilidades de aprendizaje y
distintos significados del objeto multiplicacion. De igual manera Greer (1992), Behr, Harel,
Post & Lesh (1994) y Harel, Behr, Post & Lesh (1994) estudian € impacto gue tienen los
tipos de cantidades en tanto éstas sean mayores 0 menores que la unidad, decimales o
fracciones, variables didacticas que propulsan formas de accion y reflexion particulares. Los
estudios de Steffe (1994) y Steffe & Cobb (1988) presentan esquemas multiplicativos de los
nifios, que son un acercamiento a las maneras de proceder de los nifios y aungue no
explicitan aspectos semidticos s consideran unos esquemas premultiplicativos y
multiplicativos, que en otros estudios seria interesante contrastar con una perspectiva
semiético cultural.

Independientemente de |a perspectiva tedrica desde la que se quiera estudiar €l fendmeno de
la ensefianza-aprendizaje de la multiplicacion aparece la necesidad de considerar €l tipo de
tareas 0 situaciones que hacen posible el acercamiento alas formas de significacion cultural,
por lo cual no podemos desconocer que en este sentido también se encuentra abundante
investigacion, por gemplo en Nesher (1988), Maza (1991a, 1991b), Downton (2010), Tzur
et a. (2013) y De Castro & Hernandez (2014). Una condensacion de diferentes posturas con
respecto a la estructura seméntica y sintéctica de las tareas de tipo multiplicativo se
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encuentra en Greer (1992) quien compara varias interpretaciones tedricas acerca del tipo de
problemas verbal es mas usados para | a ensefianza de la multiplicacion.

Queremos destacar |os resultados de las investigaciones realizadas por Lamon (1994, 1996,
2005, 2007) que han estado orientadas a estudiar desde un punto de vista cognitivo los
aspectos sicologicos de la multiplicacion y ha querido manifestar la importancia de
reconocer en la comprension del pensamiento multiplicativo de los nifios las maneras en que
éstos trabagjan, o deberian trabgjar, con las cantidades haciendo uso de procesos de
unitizacion y normacion que proveen oportunidades de ampliar e significado de la
operacion multiplicacién con nimeros enteros positivos a nimeros decimales o fracciones.

Es con la aparicion de la teoria de los campos conceptuales y su concepcion de la
multiplicacion como inmersa en €l campo conceptual multiplicativo que logran decantarse
algunos aspectos del pensamiento multiplicativo que recogen en esencia varios de los
postulados piagetianos que servian de sustento a los estudios que le precedian a Vergnaud.
Desde la teoria de los campos conceptuales de Vergnaud (1991, 1993, 1994) se sitda la
multiplicacion como un campo conceptual en e cual los problemas propios del campo
conceptual se denominan de estructura multiplicativa y con las categorias de concepto en
acto, teoremas en acto, esquemas, situaciones e invariantes parece haber generado un marco
tedrico lo suficientemente explicativo de varias situaciones del fendmeno de la ensefianza
aprendizaje de la multiplicacién desde un punto de vista cognitivo.

Pero la discusion acerca de la multiplicacion aungue se decanto en los postulados de
Vergnaud, no detuvo su avance y es asi como se encuentran otros estudios que contindian
examinando aspectos particulares de la multiplicacion escolar (Clark & Kamii, 1996;
Mulligan & Mitchelmore, 1997; Park & Nunes, 2001; Nunes & Bryant, 2003; Carroll, 2007
Gomez & Contreras, 2009; Nunes et al., 2009; Castro & Castro, 2010; Rahaman,
Subramaniam & Chandrasekharan, 2012). Por ejemplo entre los vinculos existentes del
pensamiento multiplicativo y e aditivo encontramos los estudios de Siemon, Breed &
Virgona (2005) y Fernandez & Llinares (2010). Algunos vinculos entre e pensamiento
multiplicativo y el pensamiento relaciona se encuentran en Bosch, Castro & Segovia (2007)
y Bosch (2012). Algunas relaciones del pensamiento multiplicativo con el razonamiento
proporcional se pueden hallar en Lamon (2007), Obando (2007) y Rivas, Godino & Castro
(2012). A propdsito de esta relacion Obando, Vasco & Arboleda (2014) presentan el estado
del arte con respecto a la ensefianza y aprendizaje de la razén, la proporciéon y la
proporcionalidad, en donde se hallan fuertes indicios de la relacion entre estos dos tipos de
pensamiento.

Inclusive es posible encontrar filiaciones entre el pensamiento multiplicativo y el agebra
escolar (Bonilla & Romero, 2008), asi mismo se encuentran relaciones con un tipo de
pensamiento exponencia en Confrey (1994) y Confrey & Smith (1994,1995). Acercade los
vinculos del pensamiento multiplicativo con las formas de el aboracion de significados de los
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numeros racionales precisamos los estudios de Behr, Harel & Post (1992), Behr et al.
(1997), Lamon (2007) y Steffe & Olive (2010).

En a ambito naciona reconocemos las investigaciones realizadas por MESCUD (2005,
2007) quienes al replicar los estudios de Fiscbein et al. (1985) y Harel et a. (1994) verifican
los resultados de estas investigaciones y reportan algunas diferencias importantes para los
estudiantes de nuestra cultura escolar (Rojas et a., 2011).

Como mencionamos anteriormente no hallamos estudios que consideren desde una
perspectiva socio cultural los aspectos asociados a la enseflanza aprendizaje de la
multiplicacion, sin embargo encontramos que este fendmeno ha sido objeto de estudio desde
otras perspectivas tedricas, por gemplo desde la perspectiva ontosemidtica (EOS) de
Godino y colaboradores se estudia la naturaleza ontosemidtica del razonamiento
proporcional (Godino & Batanero, 1994; Rivas, Godino & Castro, 2012). A su vez la
multiplicacion, como inmersa en el razonamiento proporcional a sido objeto de estudio
desde la teoria antropoldgica de lo didactico (TAD) de Chevallard (Bosch, 1994). Por
ultimo queremos reconocer los pronunciamientos de Garcia & Serrano (1999) y Vergel
(2003) quienes realizan unas primeras aproximaciones a la perspectiva sociocultura del
aprendizaje de la multiplicacion.

1.3 Delimitacion del problema

En e apartado anterior presentamos diversos estudios que analizan desde diferentes
posturas, aspectos propios del fendmeno de aprendizaje-ensefianza de la multiplicacion,
también presentamos un bosquejo de una vision dternativa de la ensefianza aprendizaje de
las matematicas desde una perspectiva sociocultural. Este paradigma en la investigacion en
educacion mateméatica, €l de la perspectiva semiética de la actividad matemética (D”Amore,
2006b; Radford, 2006b), conlleva una serie de planteamientos en torno a los ambitos desde
los cuales examinar los fenOmenos de ensefiar y aprender. Particularmente la TCO nos
ofrece la posibilidad de concebir el fendbmeno de ensefianza-aprendizgje de una forma
dternativa, puntualmente se considera e aprendizge como un proceso socia de
objetivacion de esos patrones externos de accién fijos en la cultura, en nuestro caso esos
patrones fijos de acciéon codificados en la cultura corresponden a la multiplicacion de
cantidades, la cua inicialmente consideramos como una cualidad particular de tratar
numeros y magnitudes, entre las cuales existe cierta relacion; hace parte del pensamiento
matematico y a su vez hace parte de |o que se ha considerado pensamiento o razonamiento
proporcional, en tanto mateméticamente, una multiplicacion puede expresarse como una
proporcion. Anticipadamente sostenemos que, para éste estudio vamos a consideramos que
el pensamiento multiplicativo corresponde a todas aguellas acciones fisicas, mentales,
corpéreas y abstractas que subyacen del tratamiento con cantidades al realizar operaciones
de multiplicacion, divisién y relaciones de proporcionaidad. Si bien e pensamiento
multiplicativo esta presente en distintos universos numericos, es importante aclarar que para

14



efectos de la investigacion aqui reportada solo consideramos la multiplicacion en el mundo
de los enteros positivos, las fracciones, |0s nimeros con comay |as proporciones.

Para estudiar las manifestaciones de los nifios cuando se involucran en una labor que
requiere resolver tareas de tipo multiplicativo, se escogieron, adaptaron y propusieron
ciertas tareas a estudiantes de grado sexto de educacion escolar con € fin de estudiar las
maneras en que producen significados en torno a objeto cultural de la multiplicacion. La
pertinencia de redlizar € estudio en estudiantes con seis afios de experiencias matematicas
escolares obedece alaintencion de reconocer qué en este tiempo se han instanciado agunas
maneras de proceder frente al objeto multiplicacion, maneras que por su efectividad podrian
reaparecer en €l tiempo y brindar informacion de cuéles son esas manifestaciones semidticas
de proceder y cudes de ellas permanecen o son resistentes a paso del tiempo. Este
reconocimiento posibilita la emergencia de nuevas preguntas de investigacion que indaguen
acerca de las maneras en que aparecen 0 son generados estos recursos semioticos en los
primeros niveles de escolaridad.

Asumiendo entonces como problemética la ausencia de informacion a respecto de la
actividad semidtica del aprendizaje de la multiplicacion, teniendo en cuenta que desde los
trabajos presentados como antecedentes, no aparecen resefiados estudios que consideren €
aprendizaje de la multiplicacion escolar desde una perspectiva semidtico cultural, qué hay
investigaciones que sugieren la extension de la TCO al estudio de el aprendizaje de otros
objetos mateméticos y que & fendmeno del aprendizaje de la multiplicacion es susceptible
de andlisis desde perspectivas como € EOS o la TAD nos proponemos estudiar las
manifestaciones o formas de ser y saber con respecto a objeto multiplicacion, hecho que
permite estudiar algunas formas de produccién de significados en e pensamiento
multiplicativo. En tal sentido queremos explorar si existen y cudles son los MSO y procesos
de objetivacion que caracterizan e pensamiento multiplicativo desde una perspectiva
semidtico cultural. Esto se consigue a través del estudio de las manifestaciones que realizan
los estudiantes cuando resuelven variadas tareas de tipo multiplicativo, que los hacen
reflexionar y tomar conciencia de formas codificadas de pensar multiplicativamente, esto es,
con respecto a formas prototipicas de pensar en distintas interpretaciones de la
multiplicacion.

Nuestra investigacion no alcanza a formular todos los posibles escenarios del pensamiento
multiplicativo, pero si nos permite formular suposiciones frente a formas de accién y
reflexion generales a partir de los hallazgos de las formas de accion, reflexion y expresion
de los nifios que participaron en este estudio. Estos hallazgos pueden ser evidencia primaria
para explorar con mayor informacion las formas de pensamiento de los estudiantes con la
multiplicacion en los niveles de formacion inicial. Ademés se convierten en insumos para
avanzar en las investigaciones de las formas particulares de accion y reflexion (histérico
culturalmente constituidas) de la multiplicacion, como por gjemplo la interpretacion de la
multiplicacion como suma reiterada o como producto de medidas.
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En conclusién nuestra investigacion se centra en estudiar las formas de accion, reflexion y
expresion de los estudiantes cuando resuelven tareas de tipo multiplicativo, en las cuales los
estudiantes toman conciencia de las formas prototipicas de pensar multiplicativamente,
produciendo significados particulares de la multiplicacion a través de su participacion en
una labor conjunta en torno a la resolucion de tareas de tipo multiplicativo que exploran
diferentes significados de la multiplicacion entre cantidades.

1.4 Justificacion

La evauacion es considerada como el mecanismo cultural que posibilita realizar mediciones
de los aprendizges de los estudiantes; hecho del cual nuestra cultura escolar no es gena,
pues contamos con los cotidianos g ercicios de evaluacion de aulay de la escuela, a su vez
el estado realiza mediciones de estos aprendizajes con un tipo particular de pruebas, que se
supone estédn gustadas a las politicas publicas en educacion y adicionalmente nuestro
sistema educativo se somete a evaluaciones internacionales que con otro tipo de
instrumentos examinan los aprendizajes de nuestros nifios. Como sostienen Rojas et al.
(2011) no es justo afirmar que no saben, es necesario ofrecer marcos tedricos explicativos
de estos resultados. En consecuencia creemos gque no es justo afirmar que un nifio no
aprendié, 1o que ocurre es que no se ha topado con las tareas, ni de laformay ni en la
cantidad necesaria para tomar conciencia de los aspectos propios de esas formas prototipicas
de pensar y por lo tanto los significados que ha elaborado al respecto no alcanzan e estatus
cultural de aceptables o socialmente compartidos.

Entre los resultados esperados y los acances de este estudio se espera provocar en los
docentes cierta sensibilidad ante las acciones de los estudiantes en la clase de matematicas,
reconociendo aprendizajes por medio de mecanismos poco tradicionales, dando relevancia a
la movilizaciébn de diversos signos linglisticos y corporales como auténticas
manifestaciones de pensamiento matematico de los estudiantes, que no estan netamente
asociadas a la capacidad de resolver un gercicio con exactitud. El reconocimiento de los
recursos semioticos movilizados por los nifios cuando se enfrentan a tareas mateméticas,
provee informacion que contribuye a generar dictamenes frente a los aprendizajes de los
nifos, convirtiéndose asi en una herramienta que permite ampliar la mirada de los signos
gue despliegan los nifios cuando se ven implicados en labores conjuntas de resolucion de
problemas y de esta manera es posible contar con otros argumentos tedricos que
posibilitarian reformas necesarias ala evaluacion de los aprendizajes de | os estudiantes en €l
area de matematicas.

Cuando un estudiante reconoce que sus maestros o examinan por algo mas que su
produccion final y que es importante su accion con los objetos conceptuales, esto podria
convertirse en un aspecto motivante que en alguna medida pueda significar una contribucién
alaactitud con la cual los estudiantes asumen la clase de matematicas, en la cual se valoran
de forma distinta sus acciones teniendo en cuenta sus posibilidades y limitaciones, dando
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origen a una nueva concepcion de la evaluacion y la ensefianza — aprendizaje de las
matematicas.

Por otro lado, nuestra situacion problematica, susceptible y merecedora de estudio encuentra
sustento en afirmaciones como la de Kilpatrick (1998) quien sefiaa:

Lainvestigacion acerca del proceso de aprendizaje continla preocupandose cada vez
Menos por una atencidn exclusiva hacia las respuestas correctas o incorrectas y cada
vez més hacia los procesos y |as estrategias utilizadas para obtener esas respuestas.
Aungue se ha hecho algun trabajo arededor de las estructuras cognitivas gque los
estudiantes generan cuando resuelven tipos particulares de problemas
(especiadmente aquellos que involucran operaciones con ndmeros haturales o
racionales), lainvestigacion no halogrado aclarar 10s esquemas cognitivos generales
gue se utilizan cuando se trabaja en mateméticas (Burscheid et al., 1992). Méas aln,
la investigacion en el aprendizaje de las mateméticas se ha preocupado mas por €l
aprendizaje individual y menos por el aprendizaje de grupos de estudiantes. Las
actitudes de los estudiantes hacia las matematicas, junto con sus creencias y
concepciones acerca del tema, contindan atrayendo |a atencidn de los investigadores.
Sin embargo, buena parte de la investigacion resultante ha carecido de una base
tedricafuerte y ha sido relativamente impotente. (p. 10)

De forma andloga, y considerando también una postura ética, Bosch (2012) parafraseando a
Baroody (1988, 2003) afirma que:

Los educadores deberian comprender como aprenden matematicas los nifios para
tomar decisiones eficaces en cuanto a, por ggemplo, la idoneidad de los métodos, los
materiadles y la secuencia del curriculo. La planificacion educativa deberia tener en
cuenta como aprenden y piensan los nifios (factores cognoscitivos) y qué necesitan,
sienten y valoran (factores afectivos). (p.28)

En sintesis, las ausiones referentes a la necesidad de comprender las maneras en que
aprenden los nifios son numerosas y provienen de distintas fuentes, hecho que ampara
gjercicios investigativos como el agui presentado que pretende aportar a esa comprension de
las formas de ser y saber de los nifios con respecto a las matematicas y en particular con
respecto a la multiplicacion de cantidades. Es asi como, desde esta perspectiva
consideramos necesario indagar, desde los constructos de la TCO, las maneras como |os
estudiantes desarrollan procesos de objetivacion cuando resuelven tareas de tipo
multiplicativo; esto es, interesa analizar €l proceso social de aproximacion de significados
personales o0 subjetivos a los significados historico culturales plasmados en la semidtica de
lo multiplicativo. De manera que con e reconocimiento de estos Signos 0 expresiones se
puedan empezar a gestar orientaciones particulares para la ensefianza-aprendizaje de la
multiplicacion, pero para ello se requiere entrenar €l ojo del docente (Radford, 2010d),
hacerlo sensible alos detalles y capacitarle en € posible aprovechamiento de estos recursos
semiGticos dentro de la actividad del aula.
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1.5 Pregunta de investigacion

¢Cuales son los procesos de objetivacion desarrollados por un grupo de estudiantes

de grado sexto (10 — 13 afios) cuando resuel ven tareas de tipo multiplicativo?

1.6 Objetivos delainvestigacion

Objetivo general

Identificar y estudiar los procesos de objetivacion desarrollados por un grupo de estudiantes
de grado sexto (10 - 13 afos) cuando resuelven tareas de tipo multiplicativo

Obj etivos especificos

> ldentificar una serie de tareas de tipo multiplicativo, adaptarlas e implementarlas bajo los
principios de la Teoria Cultural de la Objetivacion en un grupo de estudiantes de grado
sexto.

> Describir los medios semiticos de objetivacion movilizados por un grupo de estudiantes
de sexto grado cuando resuelven |as tareas adaptadas de tipo multiplicativo.

» Describir y andizar la evolucion de los medios semidticos de objetivacion conforme
resuel ven |las tareas adaptadas de tipo multiplicativo.
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Capitulo 2. Marco tedrico

La teoria determina
lo que puede observarse
Albert Einstein

2.1 L a perspectiva semiotico cultural

Para acercarnos a reconocimiento de los signos emergentes en e desarrollo de la actividad
matemética de un grupo de estudiantes de grado sexto de educacion béasica cuando resuelven
tareas de tipo multiplicativo, nos situamos en una aproximacion sociocultural del
aprendizaje de las matematicas, en la cual asumimos los preceptos de la perspectiva
histérico cultural y puntualmente nos situamos en la teoria cultural de la objetivacion
(Radford, 2006a, 2013a, 2014). Asumiendo entonces una perspectiva semiotico cultural del
aprendizaje de las matematicas serd necesario considerar |0s aspectos fundantes de la teoria
y lamanera en que éstos tiene su aparicion en e escenario educativo.

La TCO, como teoria de orden fenomenoldgico (Radford, 2014) intenta dar cuenta de los
procesos de ensefianza aprendizaje planteados como procesos histérico culturales que son
considerados desde una postura filoséfica a partir de los planteamientos hegelianos del
materialismo dialéctico. En tal sentido la TCO considera la terna: general, individua y
particular, como marco explicativo de las maneras en que conocemos o elaboramos
significados de los objetos de nuestra cultura a través de la actividad o labor (el particular)
gue media entre ese saber (genera) y las instanciaciones o actualizaciones que hacemos del
mismo (individual).

General (X) 0o @ Individualo
Saber e I e singular 9((p(x))
Posibilidad Conocimiento
Particular @(x)
Actividad o
Labor (Radford, 2013a.P. 19)

Figura 2. Postura filosofica de la TCO desde una postura Hegeliana

Radford (2013a) nomina las relaciones de esta terna. Con la relacion ¢ refiere a nuestras
intenciones pedagdgicas, aguellas que son consideradas en € disefio de tareas, en las cuales
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debe considerarse € objeto, e objetivo y e tipo de tareas con las cuales se pretende
instanciar o actualizar el saber.

La relacion 6 define las posibles ocurrencias de la actividad o labor como un Unico e
irrepetible evento que puede tomar distintas formas segun sealarelacion ¢, que transita por
estados en los cuales se desarrollala actividad o labor.

Para explicitar las anteriores relaciones y las maneras en que operan dentro de la teoria, a
continuacién esbozamos los principios que fundamentan la teoria considerados como
dimensiones.

Dimensién ontolégica: e saber, considerado como movimiento codificado y como mera
posibilidad (potencial); corresponde al conjunto, cultural e histéricamente constituido, de
procesos corpéreos de accion y reflexion generados a través de la labor humana en e seno
de unas précticas sociales que definen un conjunto de formas de hacer, pensar y reflexionar
codificadas culturalmente (Radford, 2013a).

Dimension epistemolégica: El conocimiento, de naturaleza mediada, corresponde al
contenido conceptual concreto de naturaleza abstracta (actual). Es la instanciacion o
actualizacion del saber; saber que dgja su huella a través de la labor que lo medié. Radford
(2013a) precisa que en tanto el saber es pura posibilidad no puede ser percibido en su
totalidad y por lo tanto no se puede equiparar con cuaquiera de sus instanciaciones o
actualizaciones. Especificamente € conocimiento comprende €l significado del saber como
algo general, € proceso de su actualizacion y el resultado de esa actualizacion (Radford,
2013a, p. 16). Simultaneamente, e conocimiento es considerado como e producto de una
actividad humana especifica el pensamiento, de naturaleza mediada, que es considerado
como una re-flexion, “un movimiento dialectico entre una realidad constituida histérica y
culturalmente y un individuo que la refracta (y la modifica) segin las interpretaciones y
sentidos subjetivos propios” (Radford, 2006a, p. 123). Adicionamente asumimos la tesis
vygotskiana que postula que € pensamiento se puede desarrollar a través de la aparicion y
transformacion de diversas formas de mediacion semidtica (Vergel, 20144, p. 43).

Dimension educativa: Ensefianza-aprendizaje, es considerado como un proceso de
objetivacion, de toma de conciencia de los objetos matematicos de naturaleza semidtico
cultural historicamente formados.

“La objetivacion corresponde al proceso social, corporeo y simbdélicamente
mediado de toma de conciencia y discernimiento critico de formas de
expresion, accion y reflexion constituidas historica y culturalmente” (Radford,
2014, p. 141).

Radford (2006a) sostiene que €l aprendizaje, que es objetivacion del saber, “no consiste en
construir o reconstruir un conocimiento” (p. 113). Es, asu vez, elaboracion de significados y
toma de conciencia subjetiva de los objetos conceptuales. “se trata de dotar de sentido a los
objetos conceptuales que encuentra el alumno en su cultura” (p. 113). A través de un
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proceso social, sensible y material de objetivacion en el cual “el alumno alcanza una
comprension critica, a través de dotacion de significados, de los objetos culturales
matematicos y de la logica cultural de éstos” (Radford, 2011b, p. 45). Por su parte la
enseflanza consiste en “poner y mantener en movimiento actividades contextuales, situadas
en el espacio y € tiempo, que se encaminan hacia un patron fijo de actividad reflexiva
incrustada en la cultura” (Radford, 2006a, p. 115).

Es necesario aclarar que este proceso ensefianza-aprendizaje se da dentro de la labor en
sentido hegeliano o actividad en términos de Leontiev, gque hace qué ensefianza-aprendizaje
sean vistos como una sola e inseparable entidad. Una labor conjunta en la cual tiene lugar €
conociendo y € volviéndose (Radford, 2014). De donde se resalta que en la TCO es tan
importante el saber como el ser y nos permite considerar |os procesos de objetivacion como
procesos de refinamiento progresivo de subjetividades.

Queremos hacer una precision con respecto al termino ensefianza — aprendizaje que aqui son
considerados como una sola entidad indisoluble, en tanto las condiciones en las que aparece
el objeto ante los estudiantes que se comprometen en una labor, orientados por un docente,
hace que € aprender y/o ensefiar sean una constante y no sea posible ubicarlos en €l vértice
del docente o del estudiante en e ya conocido tridngulo didactico. Hecho que si podria
deducirse a considerar estos procesos como independientes, toda vez que s dgjamos la
cualidad de la ensefianza al vértice donde se halla e docente negamos la posibilidad de que
los estudiantes ensefien a otros, aporten a sus pares e incluso a mismo docente. Ahora, s
degjamos e aprendizaje como cualidad exclusiva del estudiante entonces negamos la
posibilidad de que el docente aprenda, sea'y conozca durante su labor con |os estudiantes.

Dimension ética: € individuo, es un ser reconocido como sujeto historico hecho por la
cultura, € cua participa de practicas sociales que lo hacen ser y saber en la cultura. Es un
sujeto en formacion, tanto de carne y hueso como de historia y de relaciones sociales y
culturales (Radford, 2014). En tanto se considera a sujeto como individuo de, en y para® la
cultura; se asume que €l individuo participa en la aparicion de la presencia del ideal através
delaactividad o labor, através de procesos de subjetivacion, definidos como:

“Procesos mediante los cuales los sujetos toman posicion en las practicas
culturales y se forman en tanto que sujetos culturales historicos uUnicos. La
subjetivacion es e proceso historico de creacion del yo” (Radford, 2014, p.
142).
Adiciona a estos principios (Dimensiones ontol égica, epistemol6gica, educativa y ética) la
teoria acude a dos categorias conceptuales fundamentales. Radford (2014) sefida que €
principio fundamental de lateoriaeslaideade labor:

El principio central de la teoria de la objetivacion esta basado en e materialismo
diaéctico hegeliano y su idea fundamental de la constitucién dinamica y reciproca

! potencialmente: puede llegar a ser
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entre ser y cultura. Los individuos crean la culturay la cultura crea sus individuos. Para
Hegel (2001), la mutua constitucion de los individuos y la cultura ocurre en la labor o

trabgjo. (p.137)

Posteriormente nos precisa que “Es a través de la labor que encontramos los sistemas de
ideas de la cultura: sistemas de ideas cientificas, legales, artisticas, etc. Es también a través
de la labor que encontramos formas culturales de ser” (p.138). En Radford (2013b) aclara
que: “Trabajo, labor, actividad son, en efecto tres nombres que hacen referencia a una
misma entidad cultural: una serie de acciones guiadas por un fin comun que individuos
realizan en conjunto” (p.5).

Los cuatro principios con la categoria principal de la teoria operan dentro de un complejo
entramado que se ha denominado sistemas semidticos de significacion cultural, una
superestructura simbdlica de significados construidos por los propios individuos en € marco
de una cultura (Radford, 2006a; Radford, en prensa; Vergel, 2014a). Dicha superestructura
semiética constituye la segunda piedra angular de la teoria. En otras palabras, las categorias
de labor y de Sistemas Semidticos de Significacion Cultural son los aspectos que sustentan
la TCO. La articulacion y operativizacion de estos principios posibilita pronunciamientos
propios de lateoriay es asi como a partir de la imbricacion de estos principios se concibe el
aprendizaje de las matematicas como “la adquisicién comunitaria de una forma de reflexion
del mundo guiada por modos epistémico-culturales historicamente formados” (Radford,
20063, p. 124).

Para acercarnos a la l6gica cultural de los objetos matematicos, en un proceso de toma de
conciencia 0 proceso de objetivacion es necesario contar con algunos medios dentro de
dicho proceso, y que en la TCO son considerados como medios semioticos de objetivacion,
los cuales son entendidos como |os objetos, herramientas, recursos linglisticos y signos que
las personas intencionalmente usan en la construccion social de significados con € fin de
lograr una forma estable de conciencia, hacer evidente sus intenciones y llevar a cabo un
despliegue de acciones para alcanzar € objetivo de sus actividades (Radford, 2003, 2010a).
Entre estos signos observables en la conducta del sujeto se hallan los simbolos, 1os gestos,
los movimientos, € lengugje, los dibujos, la interaccion o didogo con otros; los cuaes
permiten dar cuenta de una intencién comunicativa, una manifestacion gque pone algo de
presente, toda vez que “se convierten en constituyentes mismos del acto cognitivo que
posiciona al objeto conceptual no dentro de la cabeza sino en el plano social” (Radford,
2006a, p.125), ademas estratifican €l objeto matematico en estratos de generalidad de
acuerdo con la actividad reflexiva que ellos median. En resumen, los medios semidticos de
objetivacion corresponden a “los objetos y signos utilizados para objetivar el saber” (Vergel,
20144, p. 30). Estos objetos, tales como calculadoras, reglas, computadores, etc., |lamados
también artefactos son parte consustancial del pensamiento y estdn referidos a los
instrumentos y sistemas de signos que mediatizan y materializan el pensamiento. Los signos
por su parte son considerados desde una perspectiva Vigotskiana en la cual éstos tienen
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significado (Vergel 2014b) y en tanto objeto de estudio de la semidtica, asumimos que ésta
se interesa por la comprension de las maneras en que las personas significan y comunican a
través de los signos (Eco, 1988, citado por Vergel, 20144).

El posicionarnos desde una perspectiva sociocultural implica la participacion en un sistema
de précticas sociades, este sistema debe ser de tal naturaleza que permita que se elaboren
significados a partir de la conciencia colectiva, encaminada a la consecucion de un objetivo
comun que se nos muestra a través de unalégica de significacion y estructuracion legada en
el tiempo por nuestros antepasados y que nos hacen actuar, proceder, pensar y expresarnos
con los objetos mateméticos de formas particulares através de la labor.

Estos hechos se condensan en una atmosfera, un compleg o espacio que trasciende lo fisico,
un espacio relacional en €@ que se gesta la zona de desarrollo proximo, en € cua la
interaccion es consustancial del aprendizaje y es deseable que sea un espacio de
intersubjetividad, la cual “se relaciona con la medida en que los interlocutores de una
situacion comunicativa comparten una perspectiva” (vergel, 2014a, p 45). Un espacio de
intersubjetividad en el cua la ateridad tenga pleno desarrollo y la comunién de conciencias
sea de tal naturaleza gque las interacciones sean portadoras de significados o de produccion
de saberes.

2.2 Acerca dela multiplicacion

Asumiendo de Radford (2006a) que |os objetos matematicos son “patrones fijos de actividad
reflexiva incrustados en e mundo constantemente en cambio de la practica socid
mediatizada por los artefactos” (p.124) y que “no podra ser percibido, sino es a través de la
actividad reflexiva misma” (p. 115). Nos interesa detenernos un momento en una reflexion
acerca de la posicion de la multiplicacion como objeto cultural, en tanto asumimos que “el
desarrollo del saber aparece ligado de manera intima a su contexto social, cultural, historico
y politico. No puede hacerse un andlisis epistemolégico sin mostrar las condiciones de
posibilidad del saber en sus estratos historico-culturales que vuelven ese saber posible”
(Radford, en prensa, p.4). En consecuencia, si partimos de la definicion de aprendizaje de
las matematicas dada por Radford (2006a) podemos interpretar que los modos epistémicos
corresponden a las formas de conocer, formas de reflexionar y formas de hacer que los
objetos se vuelvan parte de la conciencia; a su vez cuando los sitia como “culturales
histéricamente formados” entendemos que emergen de préacticas propias de la culturay que
se han ido codificando en el tiempo. Estas practicas propias de la cultura han sido a su vez
mediadas por artefactos y definen modos de ser, significar, expresar, reflexionar o tomar
conciencia del objeto. Entre estas practicas propias de la cultura queremos recordar que
algunas culturas han contado con maneras particulares de significar € objeto matemético
multiplicacion. Por eemplo la cultura egipcia disefié una manera de significar la
multiplicacion através del método de duplicaciones y mediaciones. La cultura hindu cuenta
con un recurso semidtico particular para operar con la multiplicacion, conocido como €l
método de Celosia. Algunos campesinos rusos diseflaron un sistema similar a egipcio
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conocido como & método ruso de multiplicacion. Las cultura china e inca significaron la
multiplicacion através de sus artefactos, los chinos con las varillas de bambu( y losincas con
los nudos en las cuerdas configuraron formas de reflexion particul ares, que mediadas por los
artefactos les permitieron significar la multiplicacion de cantidades. En la cultura griega se
pueden definir incluso no una sino varias formas de significar la multiplicacion de una
manera mas técnica. En Los Elementos de Euclides pueden distinguirse por g emplo usos de
la multiplicaciéon como suma reiterada, como producto de medidas y como proporcion,
inclusive hace uso de distintas unidades para €llo y trasciende de las magnitudes a los
ndmeros.

La multiplicacion, que puede entenderse, como una sofisticada elaboracién conceptua de
conteos, ha sido mediada a través del cuerpo en varias culturas: por gemplo los mayas
utilizaron las articulaciones (13) y los dedos de manos y pies (20) para realizar conteos e
incluso formar desde ali su sistema de numeracion. Latribu Y uki de California utilizaba la
base cuatro haciendo uso de los “huecos” que hay entre los dedos de la mano. Una tribu
brasilefia hacia uso de las tres articulaciones de las falanges de los dedos para hacer conteos
en base tres. Este recurso antropomorfo no es casual, de ali se infiere porque en algunos
sistemas (e.g. romano, maya) se distingue un signo particular para €l cinco en asociacion a
la cantidad de dedos en la mano y de hecho la meor justificacion de nuestra base de
numeracion obedece ala cantidad de dedos en nuestras manos.

Desde las investigaciones realizadas, en educacion matematica, en torno a la ensefianza-
aprendizaje de la multiplicacion subyacen diferentes interpretaciones o significados de la
multiplicacion escolar que permiten acercarnos a las maneras en que los nifios logran
elaborar significados de este objeto matemético. En una revision de textos colombianos
Bonilla & Romero (2008) reportan algunas de las definiciones halladas, tales como: una
suma de sumandos iguales, como cardina del producto cartesiano, como operacion de
composicion internay como una aplicacion o funcion entre conjuntos. En los estandares del
area de matematicas (MEN, 2006) se reconoce la existencia de distintos significados o
maneras de entender la multiplicaciéon, aunque no se especifican cuales. En Mojica &
Zamora (2009) se reportaron cuatro posibles interpretaciones. suma reiterada, producto de
medidas, isomorfismo de medidas y cambio de unidad. Inclusive, de los tipos de problemas
verbales analizados en Greer (1992) subyacen posibles interpretaciones de la multiplicacion
segun la estructura semantica y sintactica de las tareas o problemas verbales de tipo
multiplicativo.

Comprender la multiplicacion como un sofisticado conteo es solo uno de los significados
culturalmente atribuidos a la multiplicacion y al respecto también la investigacion ha
generado serios pronunciamientos, por un lado aparece la teoria de los model os intuitivos de
Fishbein, et al. (1985) que propone modos intuitivos o primitivos de accion con respecto ala
multiplicacion, entre los cuales aparece el de la sumareiterada. Por su parte Lamon (1994) y
Steffe (1994) plantean que los modos de reflexion con respecto a la multiplicacion se
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originan en la composicion de unidades compuestas y Castro & Castro (2010) consideran un
esguema de correspondencia uno a muchos como previo a esquema de suma reiterada o
composicion de unidades compuestas. Inclusive nos parecio pertinente indagar con el autor
de la TCO, acerca de su concepcion a respecto y € considera que la multiplicacion puede
considerarse como una operacion repetida sobre grupos de unidades (comunicacion personal
08 de Enero de 2014).

Este ligero panorama es solo una parte de las diferentes interpretaciones que pueden darse a
la multiplicacion y que complejizan una categorizacion definitiva de tales significados
socialmente compartidos, por lo cual sostenemos que no es posible reducir los significados
de la multiplicacién solamente al tipo de procedimiento matemético o actividad intelectual
requerido para su solucion, pues existen otros aspectos, por g emplo semidticos, que pueden
explicar las maneras particulares de significar la multiplicacion, tal es e caso del
establecimiento de relaciones o correspondencias semidtico corporalmente mediadas, las
cuales constituyen una forma de accion y reflexion con las cantidades y puede corresponder
a un estado de significacion de la multiplicacion, es decir que puede interpretarse de esa
forma, mientras que para otras posturas teoricas establecer relaciones o correspondencias es
considerado como una habilidad o una estrategia usada para resolver una tarea de tipo
multiplicativo.

Como se comentd, € significado de la multiplicacién a partir de conteos ha estado semiético
culturalmente mediado por artefactos y esto constituye una mas de sus posibles formas de
apariciéon concreta, sin embargo debe tenerse en cuenta que € tipo de niUmeros utilizados
impone la necesidad de elaborar otros significados para la multiplicacion, a respecto
también han sido varios los estudios que consideran esta variable didactica al momento de
definir lamultiplicacion (Harel et al., 1994; Fishbein, et all., 1985; Schwartz,1988).

De esta variedad de acercamientos a la multiplicacion consideramos mas pertinentes
aquellos que centran su atencion en la conformacion de unidades mdltiples (Harel &
Confrey, 1994; Steffe, 1994; Lamon, 1994, 1996), ya que consideramos que a partir de la
construccion de estas unidades multiples se subsume el modelo de suma reiterada y € de
correspondencias uno a muchos. A partir de estos planteamientos Rojas et a. (2011)
proponen re conceptuar la multiplicacion como un cambio de unidades

Re-conceptuar la multiplicacion como cambio de unidades, es entender que cuando
se multiplica, 1o que esencialmente se hace es expresar una cantidad 0 magnitud, no
necesariamente entera, de una cierta cantidad o magnitud unidad, en términos de otra
unidad, y que para llevar a cabo ta cambio de unidad, se redizan procesos de
unitizacion y normacion. (p.58)

Los procesos de unitizacion y normacion son definidos por Lamon (1994) como procesos
sicolégicos fundamentales en la comprension de la multiplicacion, las razones y las
proporciones. La unitizacion hace referencia a la construccion de unidades mdltiples y la
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normacion a la interpretacion y reinterpretacion de una situacion a partir de la unidad
multiple construida (Lamon, 1994).

Es necesario precisar que esta interpretacion de la multiplicacion como cambio de unidades
también tiene una historia y fue la manera en que, en algin momento, algunas culturas,
particularmente la occidental asumié para interpretar la multiplicacion, toda vez que ésta es
vista como una relacién cuaternaria en la cua la unidad se usa para medir un factor en
proporcién a como € uno mide € otro factor, tal interpretacion aparece en algunos textos
escolares clésicos:

“Multiplicar una cantidad por otra es buscar una tercera cantidad, que tenga tantas de la
primera, como unidades tiene la segunda, 0 que tenga tantas cantidades de la segunda, como
unidades tuviere la primera.” (Padilla, 1732, p. 15)

“La multiplicacion es una operacién que tiene por objeto dados dos numeros hallar un
tercero gque sea respecto a uno de ellos lo que es € otro respecto de la unidad.” (Damau,
1938, p.36)

La multiplicacion es una operacion de composicion que tiene por objeto, dados dos nimeros
[lamados multiplicando y multiplicador, halar un nimero llamado producto, que sea
respecto del multiplicando lo que el multiplicador es respecto de la unidad.” (Baldor, 1969,
p. 90)

Esta interpretacion de la multiplicacion deberia ser laideal, una forma de accién y reflexion
deseada para la formacién matemética escolar de nuestros estudiantes, ya que en ella se
encuentran subsumidas otras interpretaciones de la multiplicacién y permite acudir a una
misma forma de reflexion para multiplicar nimeros enteros y nimeros racionales positivos,
tanto en sus numeral es como fraccion 0 como nimeros con coma.

En conclusion y de acuerdo a la definicidn de objeto matematico de la TCO consideramos,
para efectos de este estudio, que la multiplicacion corresponde a objeto matematico de
origen histérico cultural, con diversas formas de significacion y por lo tanto de expresion
semidtica, que seinstanciay se actualiza através del encuentro con los objetos de la cultura.
Es considerada como una operacion entre nimeros o cantidades que requiere realizar
cambios de unidad y por lo tanto llevar a cabo procesos de unitizacion y normacion. El
proceso de objetivacion del objeto multiplicacion es perpetuo por |o que asumimos que con
ella, la multiplicacion, realizamos acercamientos o produccion de significados en torno a
formas prototipicas de pensar multiplicativamente. Al ser un objeto matematico que aparece
en la cultura escolar, podemos considerarlo como multiplicacion escolar, sin embargo
gueremos precisar que con este término nos estamos refiriendo a la multiplicacion que se
realiza entre nimeros enteros positivos, fracciones y proporciones; excluyendo asi los
numeros irracionales, las funciones, las matrices y otros espacios, que no son objeto de
estudio en este trabajo, pero que pueden generar ulterior investigacion.
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2.2.1 Acerca del pensamiento multiplicativo. En algunas teorias el pensamiento tiende
a clasificarse desde diversos criterios, por gemplo la epistemologia genética de Piaget
define tipos de pensamiento asociados a etapas de desarrollo, Gardner en su teoria de las
inteligencias mdltiples considera la inteligencia 16gico matematica como un tipo de
pensamiento y en general puede reconocerse una tendencia a clasificar e pensamiento
matematico de acuerdo a objeto matemético de referencia o al dominio particular al cual se
refiere (e.g. pensamiento numérico, algebraico, métrico, variacional, etc.). En nuestro
contexto escolar el pensamiento matematico puede considerarse subdividido en cinco tipos
de pensamientos (MEN, 2006) entre los que figura el pensamiento numérico el cual tiene
gue ver con lacomprension del uso y de los significados de los nimeros y de la numeracion,
asi como de las operaciones y de las relaciones entre nimeros y € desarrollo de diferentes
técnicas de calculo que exigen dominar un conjunto de procesos, conceptos, proposi Ciones,
modelos y teorias en diversos contextos. Posicionados desde e pensamiento numeérico es
posible considerar a pensamiento multiplicativo inmerso en éste, sin embargo este tipo de
praxis reflexiva sostiene fuertes nexos con otros tipos de formas de accién y reflexion por
gemplo con e pensamiento aditivo, € pensamiento relaciona o e pensamiento
proporcional, sin excluir la posibilidad de pensamiento multiplicativo en otros dominios
como el pensamiento métrico, € variacional o € algebraico.

Como se menciond en el capitulo de antecedentes uno de los marcos interpretativos mas
difundidos en torno a la multiplicacién corresponde a la teoria de los campos conceptual es
de Vergnaud (1994), quien sitia la multiplicacion dentro del campo conceptual de las
estructuras multiplicativas que en términos muy generales, esta referido a todas aquellas
situaciones que pueden resolverse a través de una multiplicacion o division y que segun
sefidla Vergel (2003) dicha teoria podria llegara a ser compatible con una perspectiva
sociocultural del aprendizaje de la multiplicacion.

Siemon, Breed & Virgona (2005), Siemon, lzard, Breed & Virgona (2006) y Castro &
Castro (2010) caracterizan e pensamiento multiplicativo por la capacidad de trabajar
flexible y eficientemente con un rango extendido de nimeros, la habilidad para reconocer y
resolver una serie de problemas de multiplicacion o division incluyendo proporciones
directas e indirectas y los medios para comunicarse de manera eficaz en una variedad de
formas. Puntualmente definen e pensamiento multiplicativo como “multiplicative thinking
isindicated by a capacity to work flexibly with the concepts, strategies and representations
of multiplication (and division) as they occur in a wide range of contexts” (Siemon, Breed &
Virgona, 2005, p.2).

Ahora, teniendo en cuenta que “el pensamiento matematico se desarrolla en todos los seres
humanos en el enfrentamiento cotidiano a sus multiples tareas” (Bosch, 2012, p. 17) nos
cuestionamos acerca de ¢qué se considera pensamiento multiplicativo?, lo cual es una
pregunta suficientemente complea para admitir Unica respuesta. Desde nuestra postura
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tedrica y segun € tipo de tareas adoptadas podemos proponer una caracterizacion inicial:
teniendo en cuenta que en la TCO € pensamiento, de naturaleza semioticamente mediada,
es considerado como una re-flexion, una praxis reflexiva de acuerdo a la forma de la
actividad de los individuos que se desarrollaen € curso de los contactos que se tienen con €l
objeto que se reflgja, y que lo multiplicativo refiere a todo aguel objeto matemético (desde
la perspectiva semidtico cultural) que en su definicidn histérico cultural tiene o ha tenido
gue relacionar cantidades en las que se puede establecer relaciones de asociacion,
correspondencia, particion entre unidades de distinto tipo y por lo tanto cambios de unidad.
Consideramos que e pensamiento multiplicativo es una forma codificada de pensar,
constituida historico-culturalmente, con respecto a la relacion de nimeros o cantidades, es
una forma de reflexion, sujeta a una légica cultural, que requiere de formas particulares de
accion y expresion semidtica, en las cuales se movilizan distintos recursos semiéticos,
involucra conceptos, estrategias y representaciones y esta referido al proceso social de
toma de conciencia desarrollado en, durante y para resolver tareas asociadas a la
multiplicacion, la division y las proporciones con ndmeros enteros positivos, numeros con
coma y fracciones. En dicho proceso social se usan distintos tipos de conteos con unidades
simples y mltiples y por lo tanto requiere del uso de procesos de unitizacion y normacion
gue posibilita establecer nexos con otras formas culturalmente codificadas de pensar con
respecto a las cantidades y sus relaciones.

2.2.2 Acerca delastareas detipo multiplicativo. Cuando nos referimos a tareas de tipo
multiplicativo, distinto de actividades o situaciones, estamos refiriendo tareas que para su
solucion requieren € uso de la multiplicacion o la division, puntualmente y considerando €
reconocimiento que hacemos de los procesos de unitizacién y normacion concordamos con
Steffe (1994) cuando afirma que “ para que una situacion pueda considerarse como
multiplicativa, al menos es necesario coordinar dos unidades compuestas, en € sentido de
gue una de las unidades compuestas se distribuye a lo largo de los elementos de la otra
unidad compuesta” (p. 19). A su vez, podria relacionarse las tareas de tipo multiplicativo
con las situaciones® de estructura multiplicativa del campo conceptual multiplicativo de
Vergnaud (1994), pero nuestras tareas no corresponden fielmente a dicho enfogque en tanto
los postul ados epistemol 6gicos de Verganud discrepan de |os adoptados por Radford, por €l
contrario, e enfoque asumido nos lleva a considerar los planteamientos de La Teoria de la
Actividad de Leontiev (1977) para el cual unaactividad® es considerada como

Un proceso socia cuyo propdsito es alcanzar un objetivo impregnado de entrada con
significados culturaes y conceptuales, objetivo que se acanza a través de acciones

2“E| concepto de situacion no tiene aqui el sentido de situacién didéctica sino mas bien el de tarea, la idea es
gue toda situacién compleja se puede analizar como una combinacién de tareas de las que es importante
conocer la naturaleza y la dificultad propias” (Vergnaud, 1990, p. 8)

3 Actividad dentro de la cual se resuelven las tareas de tipo multiplicativo.
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mediati zadas por sistemas semiéticos depositarios de la historia cognitiva escrita en
estos Ultimos por generaciones pasadas. (Radford, 2008b, p. 741)

Es necesario precisar que las tareas de tipo multiplicativo pueden ser de distinto tipo y por o
tanto implican diferentes interpretaciones de la multiplicacion, a respecto Greer (1994)
propone una variedad de situaciones que encarnan las relaciones multiplicativas clasificadas
en cinco compl g os conceptual es:

1.  Arreglosrectangulares, &rearectangular, producto cartesiano, problemas de
combinatoria, producto de medidas.

2. Proporcionalidad, semejanza geométrica, proporcionaidad multiple, andisis
dimensional.

3. Comparacién multiplicativa, relaciones parte todo, cambio multiplicativo,
crecimiento, potenciacion.

4, Cambio de unidad, conversidon de medidas.

5. Cantidades intensivas, Factores de conversion, funcion lineal. (p. 73)

Particularmente consideramos que las tareas de tipo multiplicativo son aquellas que
provocan interacciones, que son interesantes para los estudiantes, que permiten la reflexion
y que posibilitan €l uso de artefactos en torno a tareas que para su solucion requieren €l uso
de la multiplicacion o la division, es decir que requieren hacer uso de procesos de
unitizacion y normacion. La resolucion de estas tareas persigue como objeto la instanciacion
0 actualizacion del saber que produce formas prototipicas, culturamente codificadas, de
pensar multiplicativamente. Estas tareas hacen parte de la actividad o labor, considerada
como €l particular en la terna hegeliana y su disefio se considera en la relacion ¢, mientras
que su realizacion se ubica en la relacion 6. Por lo cua es necesario considerar las tareas
como parte consustancial del aprendizaje que se gesta en la implicacion en una labor
conjunta que tiene un objetivo y un objeto (Ver figura 3)

Ob[r_-.tq i Pensar multiplicativamente
actividad

Objetivode la Resolver problemas de tipo
actividad multiplicativo

L L}

Tareasde la

s Problemal Problema2 Problema3 o444 Problemak
actividad

(Radford. 2013. pg. 32)

Figura 3. Estructura de lalabor considerada como € particular en laterna hegeliana. Adaptacién parael
pensamiento multiplicativo.
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2.3 Objetivacion y multiplicacion

No queremos limitarnos Unicamente a explorar los MSO y procesos de objetivacion en la
resolucion de ciertas tareas dentro de una labor, quisimos ademés sondear si algunas de las
categorias halladas por Radford en e pensamiento algebraico tienen presencia o aparicion
en este tipo de labores y qué podria decirse con respecto a estas categorias cuando se
extrapolan a pensamiento multiplicativo.

El primer aspecto del que se desea dar cuenta corresponde a concepto de actividad en €
sentido de Leontiev, que ha venido siendo reelaborado desde una perspectiva hegeliana que
Sitla a la actividad en términos de labor, en un sentido dialéctico materialista en e cua
estos dos términos hacen referencia “a una misma entidad cultural: una serie de acciones
guiadas por un fin comun que individuos realizan en conjunto” (Radford, 2013a, p.5). Es al
interior de la labor donde se gestan las interacciones, consustanciales del aprendizaje, que
provocan |la elaboracién de significados de los objetos mateméticos, interacciones que han
sido teorizadas a través del espacio de accion conjuntay e Togethering (Radford & Roth,
2010). El primero se caracteriza, como sefida Vergd (2014a), como un verdadero espacio
de intersubjetividad, en donde “el pensamiento aparece como un fendmeno colectivo”
(Radford & Roth, 2010, p. 6). El segundo corresponde a “la manera ética en que los
individuos se involucran, responden y gjustan €l uno a otro, a pesar de sus diferencias
cognitivas y emocionales” (Radford & Roth, 2010, p. 10). La labor ha de poder convertirse
en un espacio relaciona en € que se hala la zona de desarrollo préximo, en € cud la
alteridad y € encuentro ético y responsable de conciencias permiten no solo saber sino ser
con otros.

En e pensamiento algebraico, especificamente en tareas asociadas a la generaizacion de
patrones, se han reportado la existencia de distintos MSO que emergen en los procesos de
objetivacion. Estos MSO se detectan y analizan a través de sus manifestaciones en o durante
el despliegue de la labor y son considerados como signos mediadores que trascienden a
plano materia y logran encarnarse por ejemplo en gestos o palabras, que son considerados
signos que estan cargados de un significado y que son portadores de una intencion que se
materializaatravés del cuerpo.

Para Radford (2003, 2005, 2006a, 2006c, 2012a) los procesos de objetivacion estan
relacionados con los medios semidticos de objetivacion movilizados por los estudiantes en
el transcurso de lalabor y que son desplegados como consecuencia de |a tarea propuesta que
los provoca. Estos MSO pueden ser linguisticos o Kinestésicos y corresponden a los signos
gue los sujetos utilizan para hacer visibles sus intenciones. Entre los MSO linguisticos se
hallan los deicticos espaciales o temporales y entre los kinestésicos se halan las
inscripciones, los sefidlamientos, € movimiento, la percepcion, e tono, e ritmo de la
entonacion y 1os gestos que emergen para representar algo, explicar o entender una tarea,
comunicar un posicionamiento subjetivo o en resumen para ser y saber dentro de una labor
conjunta.
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Cuando estos MSO son de caracter sincronico y se movilizan de forma simultanea nos
hallamos ante un nodo semiotico, “un segmento de la actividad de ensefianza aprendizaje en
la que signos que pertenecen a diferentes sistemas semidticos se complementan para
generar una toma de conciencia” (Radford, 2013b, p. 11). El estudio de estos nodos
semiéticos ha generado la posibilidad de distinguir nodos semiéticos particulares y nodos
semidticos colectivos (Gémez, 2013), en estos Ultimos, varios sujetos movilizan
sincroni camente distintos recursos semi6ticos durante la solucién de latarea.

Las significaciones y formas de pensar mateméaticamente que hala el nifio en su cultura
pasan por procesos de objetivacion en los cuales los estudiantes convierten el saber en si
mismo (in itself) en un saber para si mismo (for itself) (Radford, 20134). Estos procesos son
perpetuos y por o tanto se constituyen de instanciaciones o actualizaciones del saber. En las
investigaciones adel antadas por Radford hasta e momento se han identificado dos de estos
procesos, que se han denominado contraccion semidtica eiconicidad (Radford, 2008a).

La contraccion semidtica corresponde a un refinamiento o reduccion de los recursos
semiéticos movilizados, razon por la que se le considera como una evolucion de los nodos
semidticos. Es un proceso en € que se decide entre lo que es relevante e irrelevante y
conduce a un nivel mas profundo de inteligibilidad de latarea, es un sintoma de aprendizaje
(Radford, 2012, p. 686). La iconicidad es entendida como una manera de darse cuenta de
rasgos similares en un procedimiento anterior, estableciendo diferencias entre lo igua y lo
diferente, es decir en lo invariante y que por |o tanto requiere del contraste entre dos formas
conceptuales dadas. Es el proceso através del cual los estudiantes se basan en experiencias
anteriores para orientar o proyectar sus acciones en una nueva situacion (Radford, 2008a).

2.4 Estratos de generalidad en & pensamiento multiplicativo. Un resultado previo.
Consideramos necesario incluir en este aparte del escrito una seccién que nos permitiera
presentar algunas de las conjeturas de la investigacion, que se soportardn en elementos
tedricos, pero que emergieron de los andlisis de los datos, ya que con estas conjeturas se
realizara la presentacion de las tareas y € andlisis de los datos de la investigacion. Teniendo
presente que €l objetivo de nuestro estudio es identificar y estudiar los procesos de
objetivacion desarrollados por un grupo de estudiantes de grado sexto cuando resuelven
ciertas tareas de tipo multiplicativo y una vez redlizado € andisis de los datos, encontramos
evidencia empirica para sugerir la existencia del proceso de objetivacion contraccion
semidtica como la evolucion de los nodos semidticos y la economia y sobriedad en los
recursos semioticos desplegados durante la resolucion de las tareas y de igual manera
presentamos indicios del proceso de objetivacion iconicidad a partir del aprovechamiento de
experiencias anteriores. Sin embargo, y como parte de nuestro objetivo, debiamos estudiar
dichos procesos de objetivacion, razon por la cual fue necesario caracterizar estos procesos
de objetivacion, y es ali cuando nos encontramos con la posibilidad de sugerir ciertos
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estratos de inteligibilidad o generalidad en el pensamiento multiplicativo, asi como posibles
vectores del mismo através de un contraste entre los elementos de la TCO y nuestros datos.

Es comin encontrar en la literatura referida a estudio de la ensefianza-aprendizaje de la
multiplicacion una categorizacion con respecto a los estados por los cuales se transita para
lograr €l aprendizaje de la multiplicacion. Al respecto queremos presentar algunos gemplos:
Lamon (1994) definid niveles de complegjidad en los procesos de unitizacion para la
multiplicacion: modelando y contando, donde se forman unidades experienciaes;
componiendo, donde se van formando y contando repetidamente unidades compuestas;
abstrayendo, en donde se forman unidades iterables y por ultimo relacionando, en donde se
reconoce la relacion parte-parte-todo en la cual la unidad se reconoce compuesta por partes
gue también pueden ser compuestas. Mulligan & Wright (2000) describen cinco niveles en
la comprension de la multiplicacion y la division: agrupamiento simple, conteo perceptivo,
consideracion de unidades compuestas de tipo figurativo, sumas y restas repetidas y
consideracion de la multiplicacion y la divisiéon como operaciones abstractas. Por su parte
Olive (2001) considera como pieza clave para €l desarrollo de esquemas multiplicativos la
construccion de unidades iterables y sugiere cuatro etapas en e proceso de establecer
esguemas multiplicativos: Formar unidades compuestas, usar estas unidades para contar,
medir, comparar, etc, formar una composicion numeérica de las unidades compuestas como
resultado de las operaciones y por Ultimo reinteriorizar la secuencia numérica para tomar los
resultados de las operaciones con unidades compuestas como iNSUMOo para operaciones
posteriores y Jacob & Willis (2003) identificaron cinco fases en e desarrollo del
pensamiento multiplicativo: conteo uno a uno, composicion aditiva, conteo de uno a
muchos, relaciones multiplicativas y operando con |os operadores.

El anterior panorama nos ofrece un escenario ante el cual nos declaramos impotentes de
generar pronunciamientos, dado que el estudio realizado no logra dar cuenta detallada de
estos estados o fases en el desarrollo del pensamiento multiplicativo desde una perspectiva
semidtico cultural, sin embargo queremos proponer, desde los datos obtenidos, una
caracterizacion inicial del pensamiento multiplicativo a través de estratos de generalidad,
extrapolando éstos del pensamiento algebraico a pensamiento multiplicativo. Es decir
extrapolamos las categorias de pensamiento algebraico factual, contextual y simbdlico al
pensamiento multiplicativo.

Radford (2010b) define formas de pensamiento algebraico caracterizadas por los MSO
desplegados durante la actividad y sostiene que estas formas de pensamiento corresponden a
estratos de generalidad o inteligibilidad en los cuales se puede distinguir un refinamiento en
latoma de concienciaa partir de los procesos de contraccion semidtica. Puntualmente define
un pensamiento algebraico factual, otro contextual y uno simbdlico, en cada uno de los
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cuales estan presentes tres elementos o0 vectores propios del pensamiento algebraico: la
indeterminancia, laanaliticidad y la expresion semidtica (Radford, 2010b).

Tras haber evidenciado la movilizacion de distintos recursos semioticos durante la labor de
los estudiantes en tareas asociadas a pensamiento multiplicativo consideramos que estos
recursos semioticos 0 M SO estan dando cuenta de instanciaciones de formas prototipicas de
pensar multiplicativamente en ciertos estratos de inteligibilidad o generalidad,
caracterizados por la movilizacion de diferentes tipos de signos que demuestran particulares
formas de accidn y reflexion. Por lo tanto sugerimos que en € pensamiento multiplicativo
podrian existir unos estratos de generalidad o significacién tales como € pensamiento
multiplicativo factual, contextual y simbdlico, caracterizados por los medios semiéticos de
objetivacion movilizados durante la solucion de tareas de tipo multiplicativo como las
propuestas en este estudio.

Vergd (2014a) afirma que “la objetivacion del saber presupone el encuentro con un objeto
cuya apariencia en nuestra conciencia solo es posible a través de contrastes” (p.100). A
partir de lo cual queremos contrastar en nuestra toma de conciencia de los aspectos
caracteristicos del pensamiento multiplicativo las caracteristicas del pensamiento algebraico
gue pueden extrapolarse a pensamiento multiplicativo. De tal manera que proponemos una
caracterizacion del pensamiento multiplicativo en los siguientes términos:

En e pensamiento algebraico se proponen estratos de inteligibilidad que refieren al estado
en € proceso de toma de conciencia. De forma andloga y considerando que €l proceso de
objetivacion del saber requiere la produccién o eaboracion de significados en torno a
objeto matemético, proponemos nominar unos estratos de generalidad con respecto a la
multiplicacion, que estan refiriendo a estratos de inteligibilidad o niveles de toma de
conciencia con respecto a la multiplicacién, los cuales también estan caracterizados por
M SO particulares en cada estrato de generalidad parala multiplicacion.

Con € fin de precisar estos estratos de generalidad proponemos un contraste entre cada uno
de estos tipos de pensamiento:

Pensamiento algebraico factual. Los medios semidticos de objetivacion movilizados
son los gestos, los movimientos, € ritmo, la actividad perceptua y las paabras. En
este estrato de pensamiento la indeterminancia no acanza €l nivel de la enunciacion,
pues se expresa en acciones concretas, por gemplo, a través del trabgo sobre
nimeros; por lo que podemos afirmar que en este estrato la indeterminancia queda
implicita. (Vergel, 2014a, p.79)

Pensamiento multiplicativo factual: caracterizado por acciones intuitivas, orientadas
principamente por los sentidos, en € cua no se alcanzan a establecer relaciones o
asociaciones y no se trasciende de los conteos o |os trazos, éstos se quedan en intentos para
establecer una correspondencia, es decir que aun no se logra conformar unidades multiples y
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por lo tanto el proceso de unitizacion se hallaen un nivel inicial. Es una etapa pre simbdlica
en la que no aparecen palabras clave, abundan los deicticos espaciales y 1os kinestesicos
indexicales, hay un amplio despliegue de actividad perceptual, € ritmo y e tono en la
entonacion son manifestados de forma privilegiada con respecto alos trazos, sefialamientos,
deslizamientos e inscripciones. Las acciones no consideran aspectos propios de latareay se
realizan dibujos o graficos pero sobre ellos no recae ninguna accién posterior.

Pensamiento algebraico contextual. Los gestos y las palabras son sustituidos por
otros medios semidticos de objetivacion tales como frases “clave”. En este estrato de
pensamiento la indeterminancia es explicita, se vuelve objeto del discurso. La
formulacién algebraica es una descripcion del término general. Por gemplo, €
estudiante dice “arriba quito uno” o “dos por la figura mas uno”, o “# de la figura +
1 paralafilade arribay # delafigura+ 2 parala de abajo. Sumar los dos para €l
total”. Esto significa que los estudiantes en este estrato de pensamiento tienen que
trabgjar con formas reducidas de expresion, lo cua sugiere pensar en la idea de
contraccion semidtica, en tanto hay evolucién de nodos semidticos. (Vergel, 20144,
p.80).

Pensamiento multiplicativo contextual: Los gestos y las palabras se vuelven un tanto mas
refinados. La unitizacion y la correspondencia entre la unidad maltiple construida y la otra
cantidad se pueden hacer explicitas, se pueden volver objeto del discurso al describir la
relacion entre las cantidades. Por g emplo, los nifios afirman “por cada tres” o “estos con
estos”, o “sumar los de aca con los de acd” o “hay que multiplicar estos, con estos” o
“multiplicando es méas facil”. Hay un menor despliegue de recursos semiéticos en
comparacion a estrato anterior, se usan deicticos espaciales y temporales, se construyen
frases o palabras clave, aparecen ideas o formas de accion propias 0 novedosas, se gustan
las acciones a requerimientos de la tarea, emergen los dibujos o gréficos para operar con o
sobre ellos, se gestan traducciones del lengugje natural a lenguaje ssimbalico, la ateridad es
fundamental en este estrato, en € cual se someten a consideracion las estrategias
individuales y se crean espacios de intersubjetividad en € cua se escucha, evalliay genera
posicionamiento critico frente a estrategias propias 0 genas, se realizan nexos con otros
objetos matematicos, emerge la iconicidad y en consecuencia se ensaya y erra con las
estrategias propuestas como poniéndolas a prueba.

Pensamiento algebraico simbdlico. Las frases “clave” son representadas por
simbolos alfanuméricos del agebra. Por g emplo, mediante expresiones como: n+(n-
1) 6 2n — 1. Segun Radford (2010a, p. 8), en este estrato de pensamiento “hay un
cambio drastico en la manera de designar los objetos del discurso”, a través de
signos afanuméricos del dgebra, lo cua hace pensar en otro estado del proceso de
obj etivacion de contraccion semidtica. (Vergel, 2014a, p.80)

Pensamiento multiplicativo simbadlico. Las frases “clave” son representadas por simbolos
numericos sobre los cuales recaen las acciones. Se generan formas de accion reflgadas
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principalmente en el uso de signos numéricos que ofrecen una sobriedad alos M SO, aparece
el uso consciente de simbolos numeéricos, se efectlian operaciones con entes abstractos, se
opera con ellos sin acudir necesariamente a un contexto, las acciones se pueden generalizar
y es posible hallar frases como “para el que sea” 0 “en cualquier caso”. La normacion puede
Ilegar a ser explicitay pueden componerse o descomponerse distintos tipos de unidades. Se
infieren o descubren propiedades de los nlmeros a partir de las operaciones entre €llos, se
establece un mangjo agil de las cuentas y del calculo mental. Se consideran explicitamente
nexos con distintos tipos de cantidades, se pueden establecer razones y proporciones y
representar una tarea de tipo multiplicativo como un cambio de unidades 0 como un par de
parejas particular en unarelacion de proporcionalidad o como unafuncién lineal.

Para pasar de un estrato de generalidad a otro se producen contracciones semiéticas que no
son homogéneas, ni lineales, ni ciclicas, no son dependientes las unas de las otras.
Proponemos que en estos estratos de pensamiento, evidenciados por la accion, puede darse
simultaneamente un proceso de dilatacion semidtica, es decir un proceso en € que la
expresion semiotica puede extenderse, dilatarse o hacerse nuevamente explicita y da cuenta
del potencial de los procesos comunicativos en 10s que se requiere explicar 0 comunicar a
otros las formas de reflexién que orientan la accién, por lo tanto consideramos que cada tipo
de pensamiento se caracteriza por contracciones y dilataciones semidticas que permiten
transitar indistintamente por estratos de generalidad que son estados generales del
pensamiento, en los cuaes la reflexion, en tanto movimiento dialectico, puede tomar varias
formas y permiten e transito entre distintos estratos de generalidad. Dichas formas de
expresion semiotica tienden a volverse estables pero van siendo subsumidas y los signos van
mutando y tienden a desparecer del plano material para incorporarse en un plano idea y
abstracto (contraccion), no obstante es posible que ocasionalmente estos signos vuelvan a
aparecer en € plano material, es decir vuelvan a corporeizarse 0 se vuelvan nuevamente
corporeos (dilatacion).

De forma andloga y considerando que Radford ha definido tres vectores propios del
pensamiento algebraico, consideramos prematuro formular aspectos caracteristicos del
pensamiento multiplicativo que puedan considerarse como vectores, en cambio
consideramos que es posible distinguir tanto en la literatura como en & despliegue de signos
realizado por los estudiantes objeto de estudio en esta investigacion, algunos el ementos que
permitirian caracterizar €l pensamiento multiplicativo a partir de las formas prototipicas de
accion y reflexion de los nifios con respecto a la multiplicacion. Tales elementos
caracteristicos del pensamiento multiplicativo son: e establecimiento de relaciones entre
cantidades; la asociacién; la agrupacién; la correspondencia; la formacion, particion e
interpretacion de unidades de distinto tipo y los distintos conteos que se hacen con unidades
simples y multiples. Estos elementos caracteristicos del pensamiento multiplicativo nos
permiten sugerir que dichos elementos pueden hallarse inmersos en dos procesos compleos,
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no necesariamente explicitos, que conjeturamos podrian ser considerados como vectores del
pensamiento multiplicativo, a saber |os procesos de unitizacion y normacion.

Es importante aclarar que los estratos de generalidad propuestos son generales y varian
segun la interpretacion de la multiplicacion (suma reiterada, combinacion, producto de
medidas, proporcion, operacion), segun el conjunto numérico de referencia 'y segun €l tipo
de tareas. Esto quiere decir que reconocemos unos estratos de generalidad que pueden tener
caracteristicas distintas seguin € tipo de tareas o €l tipo de cantidades, dado que la estructura
de las tareas propulsa o requiere modos particulares de reflexion que cambian segin cada
individuo y que no son siempre las mismas, adicionamente la labor en tanto evento puede
tomar distintos rumbos que impiden por gjemplo referir un modo de accion estandar segun
la estructura de las tareas. Este hecho se corrobora cuando en tareas que por su estructura
semantica y sintactica sugieren una forma particular de accion y reflexion pero la labor
orienta las acciones de los nifios hacia otras formas de ser y saber con la multiplicacion y
gue posibilitan establecer nexos con otras formas culturalmente codificadas de pensar con
respecto a las cantidades y sus relaciones, adicionamente en la labor intervienen las
experiencias mateméticas de los nifios, que estan dando cuenta de su legado histérico y
cultural.
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Capitulo 3. Metodologia

nunca la vida es nuestra, es de los otros,
la vida no es de nadie, todos somos

la vida —pan de sol para los otros,

los otros todos que nosotros somos—,
Soy otro cuando soy, |os actos mios

son mas mios si son también de todos,
para que se pueda ser he de ser otro,
salir de mi, buscarme entre los otros,
los otros que no son si yo no existo,

los otros que me dan plena existencia,
Nno soy, no hay yo, siempre somos Nosotros

Fragmento de Piedra de Sol. Octavio Paz

3.1 Contexto del estudio

El estudio se enmarca en un enfoque de investigacion cualitativa de tipo exploratorio,
descriptivo y explicativo (Latorre, Del Rincon & Arnal, 2003). De acuerdo con estos autores
se considera exploratorio en tanto se realiza para obtener un primer acercamiento a la
situacion, en este caso |os procesos de objetivacion y los MSO movilizados por un grupo de
estudiantes de grado sexto cuando resuelven tareas de tipo multiplicativo. ES descriptivo
porque se busca describir un fenémeno tal como aparece en e momento de realizarse el
estudio, en nuestro caso, las formas prototipicas de pensar multiplicativamente manifestadas
por los nifios durante la solucion de las tareas. Y se considera explicativo a querer explicar
el fendbmeno, sus relaciones, estructura y la dindmica de los factores que intervienen, en este
caso la TCO nos permite explicar la naturaeza del fendmeno a investigar, esto es, los
procesos de objetivacion de formas prototipicas de pensamiento multiplicativo manifestadas
a través de los MSO. Simultaneamente y por las caracteristicas de la poblacion objeto de
estudio esta investigacion puede enmarcarse dentro de un estudio de caso, a registrar las
dinamicas particulares en un contexto singular (Martinez, 2006), es decir, un grupo de
estudiantes de grado sexto de un colegio publico en la ciudad de Bogota— Colombia.

El estudio se desarroll6 en e colegio Instituto Técnico Industrial Piloto de la localidad de
Tunjuelito, Bogota- Colombiay en éste participaron 36 nifios y nifias del curso 602 jornada
mafana cuyas edades oscilan entre los 10 y 13 afos, son mayoritariamente pertenecientes al
estrato socioecondmico 2 y viven en las zonas aedafias a colegio. La investigacion se
desarroll6 entre el 02 de Octubre y el 18 de Noviembre de 2013, una sesion de 100 minutos
por semana. Cada una de las siete sesiones correspondia a una de las clases habituales de
matematicas de los estudiantes y durante éstas €l profesor titular de la asignatura estuvo
presente de forma intermitente, de manera que €l autor del presente estudio asumio el papel
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de orientar la actividad y a su vez actuaba como investigador. Es necesario aclarar que en
cada sesion se afronto |la pérdida de 10 a 20 minutos por e consumo del refrigerio que
otorga la Secretaria de Educacion Distrital a los estudiantes. Teniendo en cuenta que los
estudiantes participantes de esta investigacion son menores de edad, éstos contaban con la
respectiva autorizacion de sus padres y € aval de lainstitucion, protegiendo asi laintegridad
de los nifios considerada en la legislacion colombiana al respecto de las grabaciones con
menores de edad.

3.2 Disefio metodoldgico

Para el desarrollo de la investigacién se cuenta con el disefio metodol 6gico de la figura 4,
adaptado del disefio utilizado en Radford (2010b) para redizar una investigacion
longitudinal.

(1) Pilotaje (5) Andlisis de datos «—— (4) Configuracion
de datos
(2)  Disefio detareas , (3) Implementacion de las
Tareasy recoleccién de
informacion

Figura 4. Disefio metodol6gico del estudio. Adaptacion de Radford (2010b).
En consecuenciadel disefio metodol 6gico se plantean las fases del estudio.

3.2.1 Pilotaje. El estudio consideré una fase preliminar de pilotae, en la cua se
escogieron, adaptaron e implementaron ciertas tareas de tipo multiplicativo. El propésito
fundamental era explorar qué recursos semioticos movilizaban los estudiantes y depurar €l
tipo de preguntas y tareas propuestas. En esta fase de la investigacion se escogieron 13
tareas que buscaban, cada una, indagar por un aspecto particular de la multiplicacion, asi
como €l tipo de enunciado, la comprension de la pregunta y los MSO que se movilizaban.
En esta fase se propuso a una nifia de 12 afos que resolviera las tareas seleccionadas y los
resultados fueron bastante alentadores, la nifia movilizé varios MSO que en €l desarrollo
posterior de implementacion de las tareas también aparecieron, algunas tareas resultaron
incomprensibles, algunas resultaron de inmediata respuesta y otras se abordaron de formas
aditivas. Estos hallazgos dieron indicios acerca del objeto de lainvestigacion y posibilitaron
el guste de las tareas para lafase 2, en tanto reconocemos que la estructura de las tareas es
fundamental en la medida que propulsan formas de pensamiento particular en torno a la
multiplicacion.
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3.2.2 Diseflo de tareas. Redizar e seguimiento, exploracion y andisis de los MSO
requiere de un dispositivo tedrico con e cual sea posible referir los aspectos que con detalle
se deben andlizar, toda vez que € andlisis de la actividad matemética debe considerar
simultaneamente los registros semidticos escritos, linguisticos y corporales, tanto del
individual como del grupal, capturar y analizar su convergenciay examinar en el tiempo su
evolucion, ya que la convergencia de estos sistemas semidticos (Ernest, 2006 (citado por
Arzarello, 2006)) son piezas clave de los procesos de objetivacion. Para ello se dispone de
un esguema tedrico fundamentado principalmente en e analisis multimodal sugerido por
Arzarello (2006) que se complementa con los principios y categorias de la TCO y nos
permitieron asumir criterios tedricos para el disefio de las tareas.

Para el disefio de tareas se consideraron los resultados de la fase de pilotgje y se gustaron
las tareas atendiendo al objeto de las mismas y a la carga tedrica y epistemoldgica que
entrafaba cada una. Las caracteristicas de las tareas a proponer son cruciaes en e desarrollo
de lainvestigacion, en tanto deben corresponder a problemas con un contenido conceptual,
histérico y cultural, que tengan en cuenta los conocimientos e intereses de los estudiantes,
permitan la reflexion y sobre todo la interaccion pues ésta se considera parte consustancial
del aprendizaje. A su vez, es necesario resaltar que segun Radford las tareas deben ser
retadoras, de largo aiento y que posibiliten la interaccién y la emergencia del objeto
matematico. (Comunicacién personal, 9 de Octubre de 2013). El criterio parala seleccién de
las tareas era que exploraran distintas interpretaciones de la multiplicacion escolar, que
algunas tuvieran € referente grafico, otras provocaran la posible aparicién de recursos
semidticos escritos y otras que exploraran distintos tipos de cantidades, de tal manera que
las tareas finalmente seleccionadas 0 adaptadas y posteriormente implementadas fueron 14,
las cuales se proponian atendiendo a lo ocurrido en la sesion anterior, es decir que de
acuerdo a desarrollo de la labor emprendida en una sesion esta informacion nos permitia
planear la siguiente. A continuacion detallamos estos aspectos y los criterios tenidos en
cuenta paralaimplementacién de cada tarea.

Sesion 1. Parala primera sesion se considerd necesario iniciar proponiendo varias taress,
teniendo en cuenta que era e primer encuentro con nifios que no conociamos, no sabiamos
como eran sus dinamicas de trabajo y no podiamos correr € riesgo de que no se implicaran
en las dindmicas de nuestra intervencion, por lo tanto iniciamos proponiendo tres tareas que
tuvieran un referente grafico que los nifios podrian usar durante la labor. Cada una de las
tareas indagaba acerca de un aspecto particular de la multiplicacion y se esperaba que la
reaccion de los nifios frente a las tareas permitiera que se involucraran en la solucion de las
mismas.
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Tarea 1. Los extraterrestres.

Sobre la linea doble, usted puede ver algunos extraterrestres y la cantidad de
raciones de comida que necesitan para vivir por un dia. Asuma que todos los
extraterrestres comen la misma cantidad. Diga s cada uno de los grupos de
extraterrestres bgjo la linea doble, tiene mas raciones, menos raciones o € nimero
correcto de raciones de comida para vivir por un dia.

Figura 5. Tareal

Esta tarea es utilizada por Lamon (1994) para estudiar especificamente sobre |os procesos
de unitizacion y normacion y es retomada por Bonilla & Romero (2008) para destacar la
importancia de los procesos de unitizacion y normacion en las situaciones de tipo
multiplicativo. En su resolucion los nifios pueden establecer una correspondencia o
desplegar un pensamiento relacional, asi como acudir a establecimiento de una razén que
puede ser comparada multiplicativamente. En e pilotge readizado, la nifia moviliz6 e
recurso semiotico deinscripcion al resolver latarea, por lo cual se esperaba que en €l trabajo
grupal este recurso también emergiera.

Tarea 2. Las pizzas.

En una fiesta se reparte pizza hawaiana para las nifias y mexicana para los nifios
segun muestralafigura

a. Segun esto, aquien le corresponde mas pizza alos nifios o a las nifas. Justifica
tu respuesta
. ¢Qué cantidad de pizzale corresponde a cada nifio?
c. ¢Qué cantidad de pizzale corresponde a cada nifia?

Figura 6. Tarea 2
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Lamon (1994, 2002) utiliza esta tarea para indagar acerca de los procesos de unitizacion y
normacion en situaciones de reparto. En el gercicio inicia de pilotaje |a estudiante presentd
dificultad con la reparticion de las pizzas entre las nifias en un atasco referido ala particion
de la unidad, hecho que se considerd podria ser problematico y generador de discusiones a
interior de los grupos. Adicionamente en € pilotaje se habian propuesto dos tareas a partir
de la misma situacién pero la actividad de la nifia fue similar en ambos casos por lo cua se
considerd conveniente adaptarlas y unificarlas en una solatarea.

Tarea 3. Los cuadritos.

3. Escribe la cantidad de cuadritos pequeifios que hay en cada cuadro grande

Figura7. Tarea 3.

Tarea que en la literatura es posible clasificarla como del tipo producto de medidas. Esta
tarea no seincluyo6 en € pilotgje y se disefid teniendo en cuentalos recursos de sefialamiento
e inscripcion movilizados en la fase de pilotaje, en la cua la nifia sustituye la relacion
multiplicativa por el conteo de unidades simples y multiples a través del sefidamiento. La
division en cuadritos pequefios de la superficie fue intencional y se anticipo que a estar los
cuadros peguerios se generaba la posibilidad de hacer conteos con seflalamiento o bien
acudir ala multiplicacion de la medida de sus dimensiones como una manera sofisticada de
realizar conteos. En este tipo de tareas aparece un aspecto importante y es la posibilidad de
evidenciar e proceso de normacion en tanto se tome conciencia del cambio de unidad en el
cual launidad con la que debe reinterpretarse la situacién son unidades cuadradas.

Sesion 2. Dado que en la sesion uno, 1os nifios lograron involucrarse con todas las tareas
y qué € recurso gréfico de las mismas posibilité la elaboracién de algunos significados y en
ese proceso se movilizaron variados MSO, decidimos proponer una tarea que no tuviera
dibujos pero que pudiera provocar su emergencia.
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Tarea 4. La alcancia.

Para su cumpleafios, David recibe una acancia. El ahorra semanamente la misma cantidad
de dinero, a final de la primera semana tiene $950; a fina de la segunda semana tiene
$1900 y asi sucesivamente.

a. ¢Cuanto tendra ahorrado David en la quinta semana? Explicatu respuesta.

¢y en lasemana 32? Explicatu respuesta.

¢En un afno? Explicatu respuesta.

Al cabo de cuanto tiempo David tendra ahorrados $38.000. Explicatu respuesta.
Escribele un mensgje a otra persona para que esta persona pueda saber |a cantidad de
dinero que tendra ahorrada David en cualquier semana.

® oo

Tarea adaptada de Radford (2013a) que en e gercicio de pilotaje fue resueta
satisfactoriamente por la nifia, comprendié e enunciado y abordd la tarea acudiendo a
calculos mentales, razdn por la que se considerd pertinente conservarla pero modificando la
cantidad ahorrada inicialmente, que en la primera tarea era de $400, adicionalmente se
incluyeron lositem d y e. Con el item d se requeriria reflexionar acerca del modo de accién
inicialmente usado, para ponerlo a prueba en un proceso inverso y con €l item e se hacia
necesario explicitar la manera en que los nifios resolvian la tarea, la podian comunicar a
otros y ademés propulsaba una posible generaizacion aritmética. Esta tarea podria
resolverse usando un operador que actla sobre cantidades de un mismo tipo, las semanas o
bien podria reconocerse la relacion cuaternaria a partir de la cual se hallaria € término
fatante. En cualquier caso la necesidad de usar una razon como unidad en la cual se halla
una correspondencia entre las semanas y la cantidad de dinero permite distinguir la
conformacion de launidad y lareinterpretacion de la situacion en términos de esta unidad.

Sesion 3. A partir del desarroll6 de la labor de la sesion dos, se propuso una tarea que
tampoco incluyera los dibujos, pero esta vez se considerd pertinente examinar las
manifestaciones de los nifios frente a una tarea con cantidades que pueden llegar a generar
nUmeros con coma o razones.

Tarea 5. Los bufiuel os.

Para unas onces hay en la mesa tres tazas de café y cuatro bufiuelos. Pero llegan cinco
personas. Si a cada persona se le debe dar unataza de café y se quiere mantener larelacién
inicial entre e nimero de tazas de café y la cantidad de bufiuelos. (tres tazas de café y
cuatro bufiuel os)

a. ¢Cuantos bufiuel os deben servirse? Explicatu respuesta.
b. ¢Cuantos bufiuelos deberian servirse si llegaran 9 personas? Explicatu respuesta.

c. ¢Como le explicarias a un mesero la cantidad de bufiuel os que debe poner en la mesa
segun la cantidad de invitados?
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Esta tarea es adoptada de Bonilla & Romero (2008) donde es usada explicitamente para
identificar el uso de procesos de unitizacion y normacion, se considerd pertinente en tanto
convoca a los nifios a acudir al dibujo o representacion de las tazas de café y |os buriuel os,
movilizando recursos semiéticos y explicitando € proceso de conformacion e interpretacion
de distintos tipos de unidades. Se esperaba que |a tarea permitiera establecer larelacion entre
los espacios de medida de las tazas de café y los bufiuelos, generando asi una relacién
multiplicativa en la que aparecen las fracciones como operadores funcionales y escalares. Al
igual que en la tarea anterior se conservo la pregunta del mensgje o de la explicacion a
mesero con €l fin de provocar la explicitacion de las maneras en gque los nifios habian
resuelto latareay podian comunicar esto alos demas.

Sesion 4. Consideramos necesario proponer otratarea que explorara las formas de accion
y reflexion de los nifios en torno a cantidades no enteras en las que se vieran avocados a
conformar distintos tipos de unidades.

Tarea 6. Los globos

En un salén de grado sexto donde hay 39 estudiantes, se desea realizar una fiesta
para € dia de Halowen y para ello se quieren comprar globos de helio. Un
proveedor ofrece & precio mas econémico y vende 3 globos en $2000.

a. ¢Cuanto dinero debe pagarse por €l total de los globos?. Explicatu respuesta

b. ¢Cuanto dinero debe aportar cada estudiante?. Explicatu respuesta

c. S en los demés salones de grado sexto desean comprar de estos mismos
globos, cuantos deberian comprar y cuanto deberian pagar en total

Tarea adaptada de Lamon (1994) para identificar el proceso de conformacion e
interpretacion de unidades y con la cual es posible identificar el uso de operadores escalares
o funcionales para solucionar latarea. Al no tener un recurso semiético gréfico se esperaba
gue éste emergiera 'y en tanto el nimero que representa la razén entre globos y nifios es un
nimero decimal se deseaba explorar €l tipo de acciones de los nifios con estas cantidades.
Adicionalmente se cambiaron las cantidades de manera que el cociente de estas no fuera un
nimero entero y se recreg la situacion teniendo en cuenta que €l dia siguiente ala sesiéon se
celebraria el diade Hallowen.

Sesion 5. Continuando con la exploracion de los M SO movilizados por 1os nifios cuando
resuel ven distintos tipos de tareas quisimos proponer en la misma sesion cuatro tareas en las
gue explicitamente las tareas tuvieran diversas interpretaciones de la multiplicacion, en este
caso acudimos a la categorizacion de Vergnaud (1991) acerca de los tipos de problemas de
estructura multiplicativa.
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Tarea 7. El traje

Para elaborar una falda se necesitan 2 metros de tela 'y para hacer €l trgje completo
Se necesitan tres veces més que para la falda. ¢Qué cantidad de tela se necesita para
construir €l traje completo? Explica detalladamente la manera como hallaste la
cantidad.

Tarea acogida de Vergnaud (1991) quien la denomina como situacion de espacio unico de
medidas que podria posibilitar la emergencia de dibujos o gréficos. Esta tarea no se incluyo
en e pilotaje y se incorpord teniendo en cuenta la posibilidad de pronunciarse frente a una
tarea que desde su enunciado tiene palabras clave que pueden ser usadas para abordarla.
Simultaneamente consideramos que este tipo de tareas permiten estudiar la reinterpretacion
de launidad, en este caso dos metros de tela en términos de la unidad un metro de tela

Tarea 8. Los yogures

Tengo 3 paquetes de yogurt. Hay 4 yogures en cada paguete. ¢Cuantos yogures tengo?
Explica detalladamente la manera como lo hallaste.

Tarea que Vergnaud (1991) denomina isomorfismo de medidas que podria posibilitar € uso
de la relacion entre medidas de dos espacios de medida. Esta tarea no se incluyd en €
pilotgje y se utilizé teniendo en cuenta la posibilidad de pronunciarse frente a la relacion
entre tipos de tareas y la movilizacion de recursos semidticos. En este tipo de tareas la
normacion se puede evidenciar a reinterpretar la situacion en términos de la unidad
yogures.

Tarea 9. El granjero

Un granjero compro una finca en forma rectangular que tiene 6 metros de largo y 2
Decametros de ancho. ¢Cud es la cantidad de superficie o area del terreno?. Explica
detalladamente la manera como |o hallaste.

Tareatomada de Obando (2007) y gque puede ser considerada como un producto de medidas
en contextos continuos que posibilita la conversion de unidades de medida y la posible
emergencia de dibujos o graficos. Sin embargo en € pilotge realizado la nifia resolvié la
tarea acudiendo al perimetro y en esa ocasion las medidas estaban dadas en la misma unidad
(metros). Se considerd conveniente cambiar la unidad de medida de una de las dimensiones
expresandola en decametros, ofreciendo asi la posibilidad de acercar |la tarea a significados
culturalmente compartidos como las unidades de medida, que de paso llevan impregnada la
relacion multiplicativa para su conversion, através del factor de conversion.
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Tarea 10. Los vestidos.

Camila tiene 4 pantalones y 6 blusas todos de distinto color. De cuantas formas
distintas puede vestirse Camila. Explica detalladamente |a manera como lo hallaste.

Tarea usada por Vergnaud (1991) y refiere a una combinacion de e ementos de distintos
espacios de medida. Al considerar cantidades discretas podria posibilitar la emergencia de
dibujos o0 gestos que den cuenta de la manera en que los nifios establecen relaciones entre
cantidades. En €l gercicio de pilotge la nifia realizé dibujos entre los cuales utilizd
correspondencias que luego contaba como unidades compuestas, evidenciando asi un
proceso de unitizacion.

Sesion 6. Para esta sesion consideramos pertinente explorar las acciones de |os nifios con
tres tareas que a través de la relacion multiplicativa posibilitaran € uso de la division, asi
como el reconocimiento de las reacciones de los nifios frente a los porcentgjes que en si
mismos llevan implicita una relacion multiplicativa.

Tarea 11. Golosinas

Una bolsa de golosinas contiene 18 paguetes. Si tengo 4 bolsas y quiero repartir
los paquetes en nueve nifios, ¢De a cuantos paquetes les toca a cada uno?

Esta tarea es acogida de Bonilla & Romero (2005) y en su resolucion se hace necesaria la
manipulacion de distintos tipos de unidades, redlizar una division y componer distintas
unidades. En € pilotgje la nifia no considero las diferentes unidades de forma explicita sino
que realizo la division entre las cantidades presentadas, sin embargo al reaizar la division
movilizé e recurso semidtico de sefidamiento para hacer conteos de unidades simples,
particularmente uso sus dedos para calcular una de las restas de la division.

Tarea 12. Las cabanias.

En un centro de vacaciones hay cierta cantidad de cabafias, en cada cabafa hay 4
habitaciones, en cada habitacion caben dos personas. ¢Cuantas cabafias hay en ese
centro de vacaciones s maximo caben 24 personas?

Tarea tomada de Bonilla & Romero (2005), que hace necesaria la manipulacion de distintos
tipos de unidades y €l posible uso de la division. En el pilotge realizado la nifia utilizé las
unidades: personas, habitaciones y cabafias para resolver la tarea y movilizo e recurso
semidtico de sefialamiento para hacer conteos de unidades compuestas, particularmente uso
sus dedos para contar de 4 en 4 cuando calculaba una multiplicacion, para evitar asi realizar
ladivision.
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Tarea 13. El porcentaje.

Irma compra un televisor LED de 42 pulgadas por $900000 y al momento de pagarlo le
informan que se ha ganado un descuento del 15%, ¢Cuanto debe pagar Irma por el
televisor?

Tareatomada de Obando (2007) y que se incluyd por la necesidad de explorar en el dominio
de lo multiplicativo el proceder de los estudiantes con objetos culturalmente asociados a la
multiplicacion como es el caso de los porcentajes, 10s cuales pueden ser interpretadas como
unidades estandar de normacion. En e gercicio de pilotge la nifia no comprendié €
significado de los porcentgjes y abandond la tarea, sin embargo se conservé con € fin de
explorar si en lainteraccion de lalabor podria emerger algunaforma de reflexion particular.

Sesion 7. En la dltima sesién consideramos pertinente explorar las reacciones de los
nifios frente a una situacion de proporcionalidad, en tanto en estas relaciones existen
relaciones de multiplicidad y podrian provocar la emergencia de otros MSO a contar con
artefactos que mediaran en la solucion de latarea.

Tarea 14. Botonesy clips.

Laaturadel sefior bajito es 4 botones, mientras la alturadel sefior alto es de 6 botones.

()

Este s
"SEfioE
bgjite”

Si usamos clips. La medida del sefior bgjito es 6 clips ¢cudl sera la altura del sefior alto
medida con clips?

Figura 8. Tarea 14

Tarea aplicada por Karplus, et a. (1979) a 3300 alumnos entre 13 y 15 afios de siete paises
industrializados para medir la habilidad de alumnos de secundaria para aplicar €
pensamiento formal y es retomada por Rivas et a. (2012) para realizar un estudio con
profesores en formacion acerca de un proceso formativo que promoviera el desarrollo del
conocimiento necesario para la ensefianza de la proporcionalidad. Se incluy6 en el estudio
en tanto se conjeturd la posible emergencia de registros semiaticos de tipo gréfico (dibujos),
adicionalmente ofrecia la posibilidad de contar con material concreto (artefactos) para su
resolucion. En e pilotgje la nifia no logro capturar la relacion de proporcionalidad entre
botones y clips, y asoci6 las diferencias en la estatura de forma aditiva, sin embargo se
conservo bajo la hipotesis que la tarea puede ofrecer la posibilidad de generar discusiones y
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otras formas de resolucion a partir del uso de clips y botones concretos. Asi mismo latarea
permitiria evidenciar la conformacion de la unidad que relacionara botones 'y clips.

3.2.3 Implementacion de las tareas y recoleccion de informacién. En la
implementacion de las tareas €l orden de éstas fue configurandose a medida que transcurrian
las sesiones, es decir que a partir de lo evidenciado en una sesion se tomaba la decision de
cuaes podrian ser las siguientes tareas. En las sesiones en que se propusieron varias tareas
consideramos dentro del andlisis a priori de la implementacién, que este tipo de tareas
podrian ser de féacil solucion para los nifios por 1o que podriamos proponer varias de €ellas.
Sin embargo en € desarrollo de la labor como evento nos encontramos con una situacion
condicionante, no todas las tareas fueron resueltas de la misma manera, esto es, no todas
posibilitaban la discusion general y el trabajo en pequefios grupos era fugaz, algunas tareas
no significaron retos para los nifios y por lo tanto no se implicaban en la labor conjunta de
resolverlas, tal vez por considerarlas muy sencillas y que no generaban la necesidad de
interactuar o ser con otros para resolverla, 0 quizas porque las experiencias de algunos de
ellos con la multiplicacion los llevaban a asumir formas sofisticadas de resolver las tareas 'y
no requerian mayor despliegue de recursos semioticos.

Esta situacion es condicionante, en tanto se asumié que la metodologia de la clase estaria
orientada por la propuesta en Radford (2013a) (Ver figura 9). En la cual la labor pasa por
ciertos estados que posibilitan su desarrollo, en primer lugar €l docente presenta la actividad
a los estudiantes, 1o que puede generar la discusion grupa o puede confinar a los nifios a
trabgjar en peguefios grupos, en nuestro caso los grupos debian conformarse con maximo
cuatro estudiantes, el docente visita a los grupos intentando trabagjar junto a los estudiantes,
sugiriendo preguntas, generando discusiones e indagando acerca de las maneras de accion
de los nifios, puede sugerir que pequefios grupos discutan entre si y luego realiza una
discusion general con respecto alos avances logrados con respecto a latarea, de manera que
permita precisar aspectos de la misma y someter a discusion plenaria algin modo de
reflexion particular que pueda generar al interior de los grupos nuevas discusiones. Estos
estados de la labor no son ciclicos ni homogéneos y pueden variar segun se desarrolle €
evento o lalabor propulsada por latarea.
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Presentation of the activity\

by the teacher.

Teacher-students
Discussion

2|y

General discussion.

Figura 9. Metodologia de la clase. Estados de larelacion 8 en laterna hegeliana. (Radford, 20133, p.33)

Asi las cosas, fue necesario distinguir aguellas tareas que pudieron generar una discusion
genera de aguellas que por su misma naturaleza, su carga conceptual, no lo permitieron. Sin
embargo esto no quiere decir que latarea haya fracasado, quiere decir que este tipo de tareas
provocan interacciones distintas y que a tener una carga conceptua mas ligera que otras
tareas entonces permite que los tiempos de resolucién sean més cortos e incluso este
fendmeno puede haberse dado por €l desarrollo de procesos de objetivacion previos en los
gue los estudiantes lograron una sobriedad y economia en el despliegue de los MSO y
provocan mayor agilidad en laresolucion de latarea.

Los hechos anteriores se convierten en nuestro criterio para seleccionar las tareas a analizar,
esto es, aquellas en las que fue posible seguir la metodol ogia de clase propuesta por Radford
(2013a), las cuales hacen parte del andlisis multimodal que presentamos en este estudio, sin
embargo queremos pensar que aquellas tareas que fueron resueltas de manera muy &gil y por
lo tanto no permitieron realizar la socializacién grupal del trabgjo realizado en los pequefios
grupos, podrian pertenecer a una familia de tareas con las cuales probablemente los
estudiantes ya han tenido algun contacto y por |o tanto no implicaban mayor reto para los
nifos. Esto nos hace considerar un posible escenario en el que se puede llegar a estudiar las
formas en que los M SO aparecen o emergen de forma primitiva o inicial, que resulta distinto
a considerarlos, como agui se ha hecho, cuando los estudiantes poseen experiencias
matematicas de seis afios de escol arizacion.

A partir del enfoque asumido en esta investigacion es vital contar con maneras afines e
idoneas de recolectar la informacion, de manera que éstas sean acordes a |os principios
tedricos que rigen e actuar, en tal sentido y asumiendo e aula como un espacio
multisemidtico se sigue € modelo de andlisis multimodal usado por Miranda, Radford &
Guzman (2007) fundamentado en los planteamientos de Arzarello (2006). En este contexto,

48



los datos se recopilan a través de video grabaciones de las cuales se seleccionan episodios y
fragmentos de la actividad matematica, paraluego realizar €l andlisis, € cua

Debe tener en cuenta la relacion de los diferentes sistemas semi6ticos movilizados
durante la actividad (el sistema semi6tico del lenguaje escrito, € del lengug e hablado,
€l de los gestos, las acciones, etc.). En otras palabras, ni lo escrito, ni 1o hablado, ni lo
gesteado por los estudiantes es analizado de manera aislada. Antes hien, estas formas
de expresion se estudian como partes clave del proceso de objetivacion. (Miranda,
Radford & Guzman, 2007, p. 12)

Esta postura se complementa con un andlisis microgenético que “se centra en el estudio
minucioso de |os procesos de aprendizaje y desarrollo en periodos muy cortos de tiempo ...
se refiere a proceso de formacion de una funcién psicoldgica en un contexto espacio
temporal concreto y limitado” (Martinez,1999, p. 22).

A partir de las dificultades reportadas en Villanueva (2012) para la recoleccion de
informacion en este tipo de estudios, se optd por capturar la actividad matemética de los
estudiantes acudiendo a dos dispositivos moviles de video. El primero estaba a cargo de un
docente investigador, Magister en Docencia de las Matematicas, con experiencia en este tipo
de estudios y que utilizé la TCO como herramienta de andlisis de |os datos reportados en su
tesis de maestria (Gomez, 2013). Esta camara realizaba paneos del saldon durante la
actividad, particularmente en la explicacion y la socidizacion de las tareas que lo
permitieron, en caso de hallar indicios de actividad semidticamente mediada de forma
notoria se dirigia al grupo para capturar de cerca las producciones de sus integrantes. Contar
con € apoyo de este investigador, aportd considerablemente en la recoleccion de la
informacion, toda vez que é ya tenia su 0jo entrenado, ya sabia a donde dirigir su atencién,
su colaboracion fue fundamental para redizar las entrevistas focalizadas que lograban
realizarse con los estudiantes que resolvian rapidamente las tareas propuestas, hecho que
dificilmente se hubiera conseguido con un camarégrafo nedfito en la TCO. El segundo
dispositivo era manipulado por € autor de esta investigacion y se activaba cuando pasaba
por cada uno de los grupos para indagar u orientar las acciones de los nifios con las tareas,
sin embargo es necesario aclarar que en éste dispositivo las grabaciones no arrojaban en €
video la calidad del primer dispositivo, pues la atencion se centrd en atender a los grupos de
trabajo, privilegiando la dinamica de la actividad frente ala calidad de |a grabacion.

3.2.4 Configuracion de datos. Se denomina configuracion del dato en tanto éste se
construye, es decir, es constituido por las transcripciones de los videos, sus respectivos
fragmentos o episodios, las hojas de trabago de los estudiantes, las entrevistas realizadas
después de resolver la tarea y las notas de campo del investigador. Una vez configurado €l
dato, esta pieza de la actividad es susceptible de ser analizada contando con las categorias
ofrecidas por la TCO. Los datos considerados en este estudio corresponden a los episodios
gue consideramos maés relevantes y que contribuyen a dar respuesta a nuestra pregunta de
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investigacion. La seleccion de estos datos esta gobernada por nuestro posicionamiento
tedrico que permite prestar atencion a las manifestaciones de formas de pensamiento
multiplicativo realizadas por |0s estudiantes.

Para reportar los M SO movilizados por |os estudiantes durante la labor se tuvo en cuentala
actividad matemética de todos los grupos durante las primeras cuatro sesiones en las que se
resolvieron seis tareas, se focalizo la atencidn en aguellos grupos y estudiantes que por su
actividad semiotica sobresaliente aportaban mayores indicios a las pretensiones del estudio
y permitian dar cuenta del proceso de objetivacion generado. El criterio fundamental para
focalizar la atencion en algln grupo en particular estuvo permanentemente orientado por
nuestro posicionamiento tedrico, es decir que nuestra mirada estaba concentrada en los
grupos o estudiantes que durante la labor desplegaban algun tipo de recursos semi6ticos que
dieran cuenta de formas de accién y reflexion particulares o que durante sus interacciones
pudiesen estar produciendo significados a partir de sus posicionamientos frente a las tareas.

50



Capitulo 4. Analisis multimodal

S quieres entender a una persona,
no escuches sus palabras,

observa su comportamiento.
Albert Eingtein

Como audimos en e capitulo anterior nuestro estudio se basa en una concepcion
multimodal del pensamiento y en consecuencia se presentan las transcripciones de los
episodios seleccionados, relacionandolos con agunas fotos que pretenden presentar algun
gesto o signo movilizado durante la tarea y ocasionalmente se muestran iméagenes o fotos de
las hojas de trabajo de los nifios. En la transcripcion de los didlogos se acude a signo
parentético [ ] paraindicar alguna accion realizada por los estudiantes mientras desarrollan
sus intervenciones, asi como para realizar comentarios e indicar algunas precisiones frente a
las relatos de los nifios. Simultaneamente se utilizan puntos suspensivos para indicar pausas
o cambios en lalinea discursiva que trae € relato y se numeran las intervenciones con € fin
de ubicar a lector en los episodios analizados. La letra P usada al inicio de agunas
transcripciones corresponde a intervenciones del autor de esta investigacion quien hacia las
veces de profesor y laletral se utiliza paralas intervenciones realizadas por € investigador
auxiliar que apoyo la recoleccion de informacién, quien en ocasiones también realizaba
intervenciones con los estudiantes. Para realizar los andlisis desde e sistema semidtico
linglistico que registramos en las transcripciones procedimos a resaltar en negrita y
subrayar aguellas expresiones que consideramos como manifestaciones de aspectos
semiéticos que aportaban a contestar nuestra pregunta de investigacion y que son referidas
en los posteriores andlisis.

4.1 Sesion 0. Pilotaje detareas

En la sesidn de pilotaje, se halaron indicios de la movilizacion de recursos semioticos tales
como los sefiadlamientos y las inscripciones, que dan cuenta de signos intencionales que
utilizan los estudiantes para acercarse a la logica cultural de los objetos mateméticos, tal es
el caso del signo kinestésico de inscripcion para hacer repartos en grupos iguales para
resolver latarea de los extraterrestres.
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Figura 10.Signo kinestésico de inscripcion para hacer repartos

Un segundo aspecto emergente en esta primera etapa de la investigacion correspondi6 al
signo kinestésico de sefialamiento para indicar conteos de unidades simples y multiples, en
este MSO se acude a la practica cultural de realizar conteos con los dedos, los cuales no
solamente representan conteos de unidades simples sino de unidades maltiples que capturan
la légica de la multiplicacion como conteos de grupos iguales y que desde ahora
denominamos conteo dactilar.

Figura 11.Signo kinestésico de sefialamiento pararealizar conteos de unidades compuestas. Conteo dactilar.

Un tercer aspecto corresponde al MSO linglistico “por cada” utilizado para resolver latarea
de los extraterrestres, término que permitid suponer la captura de una correspondencia entre
elementos de dos conjuntos.

En esta fase de la investigacion ya habian emergido autenticas manifestaciones de formas
prototipicas de pensamiento multiplicativo y contabamos con evidencia inicia de la
existencia de MSO en una estudiante con alguna experiencia con la multiplicacion, se nos
empezaba a confirmar la conjetura que consideraba la trascendencia de la TCO a otros
dominios y se hacia manifiesta la necesidad de explorar e funcionamiento de las tareas
dentro de una labor conjunta, un evento en & que la interaccién propulsara formas de ser y
de reflexionar con otros.

52



4.2 Sesiéon 1

La sesion uno comprendio la resolucion de tres tareas distintas a considerar plausible que
los nifios, que no conociamos, resolvieran o abandonaran rapidamente una de las tareas en e
tiempo de la clase, en tanto era la primera sesion con dos docentes que no conocian y
ademés trabajarian de forma distinta a la habitual en su clase de matemaéticas, en la cud la
sola disposicion espacial de ubicarlos en filas marca barreras importantes de comunicacién e
interaccion durante la clase. Adicionalmente se esperaba propiciar que los estudiantes se
involucraran sino con todas por 10 menos con una de las tareas propuestas, las cuales
incluian representaciones gréficas sobre las cuales los nifios podian trabajar en la resolucion
delatarea.

Este primer encuentro con los nifios permitié que en su gran mayoria se involucraran con la
resolucion de las tres tareas, trabgjaron responsablemente en los grupos y permitieron el
trénsito entre los diferentes estados de la relacion 8 que agui consideramos como nuestra
metodol ogia de clase.

4.2.1 Tarea 1. Los extraterrestres. Estatarea pretendia que los estudiantes establecieran
una relacion entre cantidades y a partir de esta relacion pudieran establecer comparaciones
de cuando la relacion entre las cantidades se conserva o se altera. Por 10 que su importancia
radica en reconocer la manera en que los estudiantes establecen la relacion entre las
cantidades y como a establecerse dicha relacién se movilizan recursos semi6ticos que den
cuenta de las formas de accion y reflexion de los estudiantes con un atributo de la
multiplicacion ta como € establecimiento de correspondencias entre cantidades.
Adicionamente esta tarea permitia ser resuelta a través de una comparacion entre cantidades
enteras o podriaincluso llegar a resolverse con la comparacion o multiplicacion de razones,
gue en cualquier caso requiere conformar una unidad compuesta que luego permite hacer la
multiplicacion de razones para determinar cuando esta razon se conserva o se atera.

Sobre la linea doble, usted puede ver algunos extraterrestres y la cantidad de raciones de
comida que necesitan para vivir por un dia. Asuma gue todos los extraterrestres comen la
misma cantidad. Diga si cada uno de los grupos de extraterrestres bajo la linea doble, tiene
Mas raciones, menos raciones o el nimero correcto de raciones de comida para vivir por un

vy

FS PRSP TILS IS Y o
ROW OO E N

Figura 12. Tarea 1. Los extraterrestres.
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Luego de haber hecho una explicacion general de las tareas y de la forma como
trabagjariamos en nuestras sesiones, € autor de esta investigacion, que funge como profesor
gue dirige la actividad y orienta lalabor de los pequefios grupos, visita uno de los grupos en
el cual Samuel, esta resolviendo latarea de |os extraterrestres:

L1. Samuel: ¢Acé cuales son los alienigenas?

L2. P: ¢Cuales creestu que son los alienigenas?

L 3. Samuel: yo digo que éstos [sefialando |os aienigenas]

L4. P: entonces ¢qué dice € problema?

L5. Samud: Sobre la linea doble, usted puede ver algunos extraterrestres y la cantidad de
raciones de comida que necesitan para vivir por un dia. Asuma que todos los
extraterrestres comen la misma cantidad. Diga s cada uno de los grupos de
extraterrestres bajo la linea doble, tiene mas raciones, menos raciones 0 e numero
correcto de raciones de comida para vivir por un dia. [Mientras va leyendo acomparia su
relato de un seguimiento, con el esfero, a las palabras que va enunciando] Y aca es una
comida_por_tres [sefldlando respectivamente los alienigenas y la racion de comida).
Entonces aca [realiza un deslizamiento horizontal sobre la segunda linea de los
extraterrestres de izquierda a derecha. (Foto 1, figura 13)] S estan bien, pero éste
faltaria... [Sefiaando laUltimalinea (Foto 2, figura 13)]

L6. P: Hay que escribir eso

L7. Samuel: solo faltaria como un cuarto de racién

L8. P. ¢cdmo un cuarto de racion?

L9. Nicolas: como un medio

L10. P. ¢Por qué sabes que es como un cuarto? j Escribelo!

L11. Samuel: Porque aca tenian que haber quince pero hay diecisés [ Sefialando la Ultima
linea (Foto 3, figura 13)]

Foto 1 Foto 2 Foto 3
Figura 13. Deslizamientos y sefialamientos realizados por Samuel en la Tarea 1.

En L5 Samuel y Nicolés establecen larelacion entre las cantidades, nUmero de alienigenas y
sus respectivas raciones de comida, usando e recurso semidtico linglistico “es una comida
por tres” que posteriormente se verifica cuando son entrevistados y ratifican e uso de ta
expresion; la cua consideramos como una atentica manifestacion del establecimiento de la
relacion entre cantidades a través de palabras.
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L12. Samuel: En & primer problema lo leimos y entendimos que una raccion [sic] de
comida es para tres, [sefiala con € dedo indice la racién de la primera linea] entonces
nosotros lo que hicimos fue, tres por tres nueve [con € indice derecho sefiala dos veces las
tres raciones de comida (Foto 4, figura 14) y luego indica los nueve extraterrestres] y
miramos que si eran nueve, entonces miramos que la raccion [sic] s alcanza, en €
tercero miramos que tres por dos

L13. Nicolas: que tres por dos era seis y agui estan seis marcianitos [sefialando con €
indice derecho los extraterrestres de latercerafilay realizando un deslizamiento horizontal
deizquierda a derecha sobre |os extraterrestres (Foto 5, figura 14)]

L14. Samuel: Entonces en € Ultimo miramos que tres por... cinco son quince pero hay seis
[sic] [sefiala con € dedo indice la dltima fila de extraterrestres (Foto 6, figura 14)] o sea
gue no son... en todos... todos los extraterrestres necesitan... no ... en la misma cantidad
sino que en e Ultimo necesitan mas

Foto 4 Foto 5 Foto 6

Figura 14. Sefialamientos y deslizamientos realizados por Samuel durante la entrevista

Cuando estan resolviendo la tarea Samuel enuncia “es una comida por tres” (L5) este
recurso linguistico manifiesta la captura de una relacion entre cantidades que posteriormente
se confirma cuando al entrevistar al grupo acerca de su manera de resolver la tarea afirman
gue “una raccion [sic] de comida es para tres” (L12). Estas expresiones no son aisladas, ni
inocentes, por € contrario revelan el reconocimiento y la captura de la relacion entre la
cantidad de extraterrestres y la cantidad de raciones que necesitan para sobrevivir. Las
expresiones lingtisticas que utilizan los nifios durante la labor han sido consideradas como
recursos semioéticos que permiten evidenciar la elaboracion de significados de los objetos
matemaéticos (Radford, 2002, 2003; Villanueva, 2012; Gomez, 2013; Vergel, 2014a). En
nuestro caso este recurso linglistico devela la captura de la relacion entre las cantidades
presentes en la tarea, através de un medio semidtico de tipo linglistico que sugiere que a
haberse capturado la relacion entre las cantidades es suficiente con referirse a ella a través
de palabras que no aparecen en el enunciado de la tarea, pero que hacen parte del discurso
de los nifios como parte del proceso de toma de conciencia acerca de la relacion entre las
cantidades y que posteriormente es usado para resolver la tarea, pues es a partir de esta
relacién que logra realizarse la comparacion pedida en las siguientes lineas, entre e nimero
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de alienigenas y las raciones de comida presentadas, en este caso el MSO “una comida por
tres” es una expresion que configura y precede a la subsiguiente accion de comparacion
entre las raciones de comiday la cantidad de extraterrestres.

En la explicacion que nos ofrecen Samuel y Nicoléas sobre su manera de resolver la tarea no
aparecen solamente signos linguisticos como el “por cada”, en su discurso se encuentran
deicticos espaciales como ‘“‘aca”, “aqui”, “‘estos” que van acompafados de signos
kinestésicos como € sefidar tocando € objeto de referencia o realizar deslizamientos sobre
la linea de los extraterrestres, estos signos se acompafian de una inherente actividad
perceptual que se evidencia con expresiones como “miramos” que nos permiten hacer una
lectura de la actividad semiética de los nifios que va mas alé de su produccion final o su
respuesta a problema, en este caso la respuesta escrita de |os nifios a la tarea se presenta en
lafigura15.
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Figura 15. Respuesta escrita del grupo de Samuel

El contraste entre la respuesta escrita y 10 que logramos capturar de las manifestaciones
corporales de Samuel y Nicolés, legitimala necesidad de valorar 1a actividad matematica de
los nifios mas aléa de sus producciones finales o respuestas, que en muchas ocasiones no se
compadecen con € esfuerzo que realizan los nifios para llegar a una respuesta.

En este episodio de la labor los nifios han desplegado sincronicamente una actividad
semidtica kinestesica, perceptual y linglistica que consideramos un nodo semidtico, en
cua los sefidamientos, deslizamientos y uso de deicticos espaciales se usan para
explicarnos la manera como resolvieron la tarea. Desde las categorias analiticas con que
examinamos las producciones de los nifios, encontramos que Samuel y Nicolés se pueden
ubicar en un pensamiento multiplicativo contextual, pues € uso de las frases clave sugiere
un estrato de generalidad en e cua los nodos semidticos han evolucionado, pero ain no
acuden a los simbolos numéricos para expresar la relacion entre la cantidad de
extraterrestres y la racion de comida. Los nifios en este episodio estan acudiendo alarazén
“una racion de comida es para tres”, que revela laformacion de una unidad compuestay se
usa contextualmente, pero que no logra trascender a la representacion y operatividad
numerica, la sentencia nos muestra media multiplicacion en la cual la otra mitad queda
implicita y la relacion entre cantidades como elemento caracteristico de la multiplicacion
hace su aparicién en forma de razon.
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Para otros grupos no es suficiente enunciar la relacion entre las cantidades, para ellos es
necesario inscribir 0 marcar estarelacion a través de un trazo que deja huellay que permite
plasmar en € papel aguello que ya aparecid en su mente. Es claro que no todos los
individuos actuamos de la misma manera y en la solucién de tareas matemdticas
necesitamos desplegar ciertos recursos semioticos que nos permitan hacer visibles nuestras
intenciones, tal como le ocurre a grupo de Estefania y Jessica, quienes plasman la relacion
entre las cantidades a partir del trazo que encierra grupos iguales. (Ver figura 16)
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Figura 16. Inscripciones realizadas por el grupo de Estefaniay Jessica. Composicion de unidades multiples.

Luego de resolver la tarea se entrevist6 a grupo, paraindagar su manera de proceder y esto
fue lo que encontramos:

L1. Estefania: En el primero se ...[sefldlando la primera fila de extraterrestres en la cual
habian agrupado |os extraterrestres con un ovalo] pues se dividieron los grupos en tres, €
primero fue correcto[sefidando la segunda fila], € segundo también fue correcto
[sefidlando latercerafila)

L2. |: pero ¢quétenias que hacer?

L3. Estefania: pues dividirlos en tres [sefialando la primerafila de extraterrestres en la cual
habian agrupado |os extraterrestres con un oval o]

L4. 1: No, en € punto, ¢que tenian que hacer?, ¢qué te preguntaban?

L5. Estefania: aaa, que cuanta comida se dividia para los extraterrestres

L6. I: mmm, listo. Y ¢qué hicieron luego?

L7. Estefania: entonces ésta era la linea de la comida. [sefida iniciamente con e dedo
indice laprimeralineay luego coloca el dedo indicey pulgar en los extremos de ésta (Foto
1, figura 17)]. Pues en el primero estuvo correcto, que si tenian la comida suficiente, e
segundo también estuvo correcto porgue también tenia la comida suficiente.

L8. I:¢por qué?, ¢como sabes?... muestranos

L9. Estefania: porque se dividieron en tres partes. [Sefidla dos grupos de extraterrestres
con los dedos indice y pulgar en los extremos del grupo que habian construido (Foto 2,
figural17)] Cada... cada...

L10. Jessica: Cada puntico era un... un, o sea un puntico [sefiala con € dedo pulgar una
racion de comida] era comida para tres, asi [sefida el grupo de extraterrestres haciendo un
deslizamiento horizontal sobre € grupo de extraterrestres] y entonces pues todos eran
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correctos excepto éste [sefialando la dltima lined], porque éste falto uno que no tuvo la
comida suficiente, porque faltarian dos extraterrestres 0 que no estuviera este
extraterrestre. [ Sefialando el extraterrestre que quedo sin agrupar]

Foto 1 " " Fot2

Figura 17. Sefialamiento sobre |as inscripciones realizadas por el grupo de Jessicay Estefania

Este grupo a resolver la tarea usan un MSO que consiste no solamente en sefidar las
agrupaciones gue realizan, adicionamente necesitan dgjar un registro de €ello, por lo que
consideran necesario encerrar en évalos |os grupos de tres extraterrestres haciendo visible su
forma de accion (Foto 1, figura 17). En la entrevista realizada después de haber resuelto la
tarea aparece e gesto indéxical realizado (foto 2, figura 17) en € cual los dedos indice y
pulgar encierran € grupo de extraterrestres que toman como referencia para expresar las
demés cantidades de extraterrestres en términos de esta nueva unidad, grupos de tres.
Acciones como esta nos permiten diferenciar e MSO del sefialamiento a de la inscripcion,
en & primero laintencion, en este caso €l agrupamiento, queda implicito y se sefidlaé o los
objetos sobre los cuales la mente esta trabgjando, en e segundo caso la marca o trazo
realizado sobre la hoja de trabgjo captura en una imagen, un trazo ovalado en este caso, los
agrupamientos realizados, su intenciéon y manera de proceder es evidente, pues €
sefialamiento se explicita 0 se materiaiza a través de los trazos o dibujos, huellas 0 marcas
degjados sobre €l papel que consideramos inscripciones.

En la manera de proceder de Estefania las inscripciones y los sefialamientos no aparecen
aislados estén siempre acompafiados de frases 0 sentencias (L1, L3 y L9), como las usadas
por € grupo de Samuel, para Estefania e recurso linglistico dividir en tres esta
directamente relacionado con la inscripcion que realiza sobre la hoja, aqui € recurso
linglistico y & kinestésico aparecen sincronicamente y funcionan juntos para resolver la
tarea. Al respecto Gallese & Lakoff (2005, citados por Radford & André, 2009) afirman que
el lenguaje es multimodal porque integra varias modalidades: la vista, € sonido, € tacto, las
acciones motrices, etc. Consideramos que €l recurso linguistico “dividirlos en tres” es
ostensivamente distinto al de “una comida por tres”, en el primero la correspondencia no se
explicita, mientras si 1o hace la operacion de dividir, en el segundo puede deducirse incluso
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la conformacion de una nueva unidad, grupos de tres. Es decir Samuel trabaja con una
relacion mientras que Estefania trabaja con una operacion.

Desde o evidenciado en este episodio y por las semeanzas generales con e grupo de
Samuel situamos a este grupo en un estrato de generalidad contextual en el que la formacion
de grupos iguales aparece como caracteristica del pensamiento multiplicativo y como
manifestacion de un proceso de unitizacion.

La manera de resolver la misma tarea es diferente en cada grupo, algunas se presentan mas
sofisticadas y otras méas econdmicas, semioticamente hablando. En otro de los grupos, que
acude también a un recuso linglistico, aparecen otros recursos semidticos de necesaria
mencion. En primer lugar los nifios de este grupo realizan conteos de unidades ssimples y
unidades compuestas, siguiendo un ritmo en la entonacion de las palabras, que sugiere que
lainscripcion del grupo de Estefania es manifestada de otra forma, en este caso serediza el
conteo en unidades simples o mdltiples con cierto ritmo y entonacion, mientras se van
tapando con los dedos |os € ementos que se estan contando, veamos:

L1.Maicol: un, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez, once, doce, trece,
catorce, quince, diecisés, diecisés, diecisés. [contando los extraterrestres de la Ultima
fila]. Entonces una seria... tres. Tres para cada uno. O sea tres, tres, tres, tres, [contando
los extraterrestres de la segunda fila, mientras sefida tocando uno por uno los
extraterrestres hasta completar grupos de tres|

L2. Eduard: y entonces ahi como |o vamos a hacer, ¢coloreados?

L3. Maicol: puessi deatres, no. Seriadeatres

L4. Diego: No, de a dos

L5. Maicol: ¢Por qué de a dos?, ¢por qué dos? [5 segundos de silencio y empieza aleer €
enunciado del problema]. Sobre la linea doble, usted puede ver algunos extraterrestres y
la cantidad de raciones de comida que necesitan para vivir por un dia. Asuma gue todos
los extraterrestres comen la misma cantidad. Diga s cada uno de los grupos de
extraterrestres bajo la linea doble, tiene mas raciones, menos raciones o € numero
correcto de raciones de comida para vivir por un dia. [Mientras va leyendo acomparfia su
relato de un seguimiento, con el esfero, alas palabras que va enunciando]. Una tiene tres
[tapa con indice izquierdo la racidén de comida de la fila de referencia (arriba de la linea
doble) y con indice derecho sefiala | os tres extraterrestres de esa misma fila contandol os de
uno en uno (Foto 1, figura 18)] entonces una [tapa con € indice izquierdo la primera
racion de la segunda fila (debajo de lalinea doble)], un, dos, tres [sefialando con €l indice
derecho los tres primeros extraterrestres de la segunda fila, tocandolos de uno en uno].
Otra [tapa con €l indice izquierdo la segunda racion de la segunda fila (debajo de la linea
doble)] un, dos, tres [sefialando con € indice derecho los extraterrestres cuatro, cinco y
seis de la segunda fila, tocandolos de uno en uno]. Otra [tapa con €l indice izquierdo la
tercera racion de la segunda fila (debajo de la linea doble)] un, dos, tres [sefialando con €l
indice derecho los extraterrestres siete, ocho y nueve de la segunda fila, tocandol os de uno
en uno] esta esta bien [refiriéndose ala segunda fila'y sefiala con pulgar derecho estafilal.
[Tapa con indice izquierdo la primera racion de la tercera fila]. Un, dos, tres [sefialando
con el indice derecho los tres primeros extraterrestres de la tercera fila, tocandolos de uno
en uno] esta esta bien. [Tapa con indice izquierdo la segunda racién de latercerafila] Un,
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dos, tres [sefidlando con el indice derecho los extraterrestres cuatro, cinco y seis de la
tercera fila, tocandolos de uno en uno] esta esta bien. [Tapa con indice izquierdo la
primera racion de la cuarta fila] Un, dos, tres. [sefidlando con e indice derecho los tres
primeros extraterrestres de la cuarta fila, tocandolos de uno en uno]. [Tapa con indice
izquierdo la segunda racion de la cuarta fila] Un, dos, tres. [sefidando con € indice
derecho los extraterrestres cuatro, cinco y seis de la cuarta fila, tocandolos de uno en uno].
Tres, seis. [sefida con indice derecho € tercer y € sexto extraterrestre de la tercera fila].
Dos, cuatro, seis. [sefiala con indice derecho los extraterrestres dos, cuatro y seis de la
tercera fila]. Dos, cuatro, seis. [Dedliza indice derecho realizando una pausa cada dos
extraterrestres en la cuarta fila (Foto 2, figura 18)]. Tres [Tapa con indice izquierdo la
tercera racion de la cuarta fila], un, dos, tres. [sefidlando con indice derecho los
extraterrestres siete, ocho y nueve de la cuarta fila, tocandolos de uno en uno]. [Tapa con
indice izquierdo la cuarta racion de la cuarta fila] Un, dos, tres. [sefidando con indice
derecho los extraterrestres diez, once y doce de la cuarta fila, tocandolos de uno en uno].
[Tapa con indice izquierdo la quintaracion de la cuartafila] Un, dos, tres. [sefialando con
indice derecho los extraterrestres trece, catorce y quince de la cuarta fila, tocandolos de
uno en uno (Foto 3, figura 18)]. No, sobraria uno, entonces no se puede y entonces
guedaria incorrecto, entonces estos izquierdos de la ultima estaria incorrectos.

L6. Eduard: Listo, solo hay cinco

L7. Maicol: Este es incorrecto [sefialando la tltima linea en la hoja del compariero], sobra
uno

L 8. Eduard: entonces, en donde le escribimos queee... sobra uno

L9. Diego: Debajo

L10. Eduard: s aqui

Foto 1 Foto 2
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Foto 3

Figura 18. Doble gesto indéxical realizado por Maicol

En este grupo también aparece el sefidamiento, pero aqui se manifestd de formas distintas,
en primer lugar se sefiala con las dos manos, mientras la derecha va contando la cantidad de
extraterrestres con un sefldlamiento que toca los extraterrestres en grupos de tres, la
izquierda va sefialando la racion de comida paratres de ellos y este movimiento simultaneo,
intencional, sincrénico, que ademas se acompafa de las palabras (L5), permite ver que con
la mano izquierda se va contando a través del tapar laracion de comida con el dedo y con la
derecha se van contando los extraterrestres, es decir que para cada mano hay una funcién
especifica, una intencion particular para cada una. La accién de tapar es una forma de hacer
conteos sobre la tarea que consiste en ir agotando las raciones de comida, es decir se van
quitando las raciones a medida que aumenta € conteo de extraterrestres, que es una forma
de conteo en donde las cantidades no se agotan sino se incrementan. Estas acciones
demuestran un potente recurso semiotico como e tapar y destapar siguiendo una
correspondencia, por medio de un doble gesto indéxical (Radford, 2013b) en e cua es
posible evidenciar la aparicion de un nodo semidtico, toda vez que se despliega
sincronicamente actividad perceptual, kinéstesicay lingtistica (Radford, 2008a). En cuanto
a la actividad kinéstesica hallamos que los desplazamientos sincronicos de los dedos
indices, ubicados en dos espacios de medida distintos estan sefialando €l operador escalar de
un isomorfismo de medidas, desplazamientos que en tanto signos tienen significado en si
mismos (Vergel, 2014b). El indice derecho sefiala tocando grupos de tres extraterrestres y el
indice izquierdo esta tapando raciones de comida a medida que € otro dedo va agotando
grupos de tres.

Desde e sistema semidtico linglistico encontramos gue la entonacion de las secuencias
numericas utilizadas para referir la cantidad de alienigenas tiene un ritmo que evidencia
conteos en grupos de tres alienigenas. Al separar € audio de laimagen del video, reducir la
velocidad y generar las gréficas del audio en e programa Camtasia Studio 8 podemos
obtener |os siguientes gréficos:
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L1. ... Oseatres, tres, tres, tres
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L5. ... un dostres, un dostres, un dostres ...
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Figura 19. Andlisis prosodico del conteo ritmico usado por Maicol en laformacion de unidades compuestas

Estos tres fragmentos de las intervenciones de Maicol bosguejan un ritmo en e discurso,
gue no es claramente definido por lainterferencia del entorno y las discusiones de |os demas
grupos, pero que nos permite evidenciar € ritmo como un MSO que en este caso es
utilizado para realizar conteos de grupos iguaes. El ritmo como MSO ha sido considerado
por Radford (20083, 2010c) como un aspecto caracteristico de un tipo de pensamiento
algebraico factual y que aqui podemos extrapolar a pensamiento multiplicativo, en tanto
este ritmo marcado con pausas funciona sincronicamente con los dedos indices para sefialar
las unidades compuestas que esta considerando Maicol para resolver la tarea. En este caso,
el ritmo juega un papel fundamental en e encuentro con € objeto, es un sentido propio y
subjetivo que utiliza Maicol parareflexionar acerca de latarea, unaforma corpérea, en tanto
el uso de lavoz engranado con el uso de los dedos permite tomar conciencia de un quehacer
propio de las mateméticas como el contar y comparar.

Deigual forma, el texto subrayado en L5 devela otra accion que actlialigada a ritmo con €l
gue se establece la correspondencia, al contar los extraterrestres de la cuarta linea no
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necesita contar los seis primeros y establece la correspondencia con los seis primeros
extraterrestres de la tercera fila empezando e conteo en grupos de tres a partir del séptimo
extraterrestre, es decir que e nifio esta acudiendo a una experiencia anterior para actuar
posteriormente en la cual no necesitd contar 10s seis primeros extraterrestres de la cuarta
linea, en términos de Radford (2008a) €l nifio esta aprovechando las experiencias anteriores
para orientar sus acciones posteriores, esto es un indicio del proceso de objetivacion
denominado iconicidad.

Desde € foco tedrico con € cual estudiamos la produccion de significados de los nifios
encontramos que Maicol se encuentra en un estado de significacion factual y aunque
expresa palabras clave como “tres para cada uno” y “una tiene tres” su estrategia funciona
desde los sefialamientos y los conteos con ritmo. En este grupo encontramos implicitos dos
aspectos caracteristicos del pensamiento multiplicativo como son € establecimiento de una
relacion y e conteo de grupos iguales, ambos aspectos asociados al proceso de unitizacion.

Finalmente queremos llamar la atencion sobre dos aspectos. El primero tiene que ver con la
intervencion realizada por Eduard en L2 quien pareciera reclamar la inscripcion, la
expresion “¢como lo vamos a hacer?” y su consiguiente auto respuesta “¢coloreados?” es
una manifestacion de la necesidad de tener registros, de palpar, de poder acceder a objeto
de forma mediada, necesita algo para poder tomar conciencia de lo que estan haciendo.
Posteriormente es subsumido por laforma de accion de Maicol y realiza el conteo en grupos
de tres extraterrestres tal como lo hizo Maicol. Un segundo aspecto a resaltar es €l hecho de
contrastar la actividad semioticamente mediada desplegada por Maicol durante la labor, y
gue anteriormente presentamos, con la produccién final en la hoja de trabgjo (Ver figura
20), en este caso toda la actividad realizada por €l nifio se condenso en las palabras “sobra
una” que insistimos no logra dar cuenta de todo el esfuerzo realizado por Maicol y su grupo
pararesolver latarea.

S0E0e («

Figura 20. Respuesta escrita dada por Maicol alatarea 1.

En otro de los grupos que resolvia la tarea, inquirimos sobre su manera de resolverla y
encontramos otros aspectos de necesaria mencion

L1. Sebastian: Y con Jonathan hicimos las cuentasy cada uno ... en una racion come de a
un cuarto, entonces €ellos tres [sefialando |os extraterrestres de la primera fila] comen de
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esta racion [sefialando la racion de la primera fila]. Un cuarto cada uno. Aca, [sefiaa €
primer extraterrestre de la segunda linea] como en una racion caben tres, o sea tres, [sefida
los tres extraterrestres de la primera fila] entonces uno, dos, tres en la primera racion,
[Sefidlalos tres primeros extraterrestres de la segundalineay luego sefidlala primeraracion
de comida, de izquierda a derecha] dos [sefida la segunda racion de la segunda linea] aca
en ésta [sefiala los marcianos cuatro, cinco y seis de la segunda linea]. Y en la dltima
entonces estos dos comerian igual [sefidlala primeray segundalinea] porgque si cogen de a
un cuarto los tres [levanta los dedos anular, corazon e indice (Foto 1, figura 21)], entonces
éstos [sefida los tres primeros extraterrestres de la segunda linea] éstos sse alimentaria con
esta racion [sefida con un deslizamiento tocando la primera racion de la segunda linea
(Foto 2, figura 21)], éste [sefiala la segunda racién de la segunda linea] se alimentaria con
esta racion [sefiala los extraterrestres cuatro, cinco y seis| y estos tres, los ultimos tres
[sefida los tres Ultimos extraterrestres de la segunda linea (Foto 3, figura 21)] se
alimentarian con otra racion de un cuarto [sefiala la ultima racion de la segunda linea], si
profe, entonces comerian, comerian los dos de dos iguales [sefiala la primera y segunda
lineg]. Lo pensamos con Jonathan entonces pues esa.. esa es como nuestra formula

L2. P: ¢y losotros?

L3.Sebastian: y éste come cOmo de a un_cuarto [sefiala la primera linea] entonces aca
[sefidalaterceralined] lestocaria tomar menos, porque

L4.Jonathan: no, no no porque aqui son iguales tres y tres [sefiala los extraterrestres de la
segunda linea, haciendo un deslizamiento horizontal de izquierda a derecha en dos tiempos,
un primer deslizamiento hasta el tercer extraterrestre y un segundo deslizamiento hasta el
ultimo extraterrestre de lafila] y hay dos [sefiala las raciones de comidal

L 5.Sebastian: Entonces aca también comerian igual [sefialalaterceralinea)

L6.Jonathan: También comerian igual [sefialando la tercera linea] porque éste es una
racion de un cuarto [sefialando las raciones de la terceralinea] y aqui hay tres [sefialando
los extraterrestres de la tercera linea], pues ahi estos tres [sefiala €l tercer extraterrestre]
comerian esta racion[sefiaa la primera racion de la tercera linea] y también estos tres
[sefidla los Ultimos tres extraterrestres de la linea con un deslizamiento desde € tercer hasta
el sexto extraterrestre] comerian igual que €ellos [sefida los extraterrestres de la primera
fila] por esta racion [sefidala segunda racién de laterceralined]

L7.Sebastian: y aca profe, que aca es mas dificil [sefialala Ultimalinea] porgue aca ahi son
los mas marcianos porque mire acd hay seis, nueve, once [mientras sefidla los
extraterrestres de la Ultima linea va realizando un deslizamiento horizontal de izquierda a
derechay simultdneamente va contando |os extraterrestres]

L8.Jonatan: doce, pere [mientras sefiala los extraterrestres de la Ultima linea va realizando
un deslizamiento horizontal de izquierda a derecha y simultdneamente va contando los
extraterrestres (Foto 4, figura 21)]

L9.Sebastian: quince, hay quince, hay quince

L10.Jonatan: quince

L11.Sebastian: quince, mira entonces quince ee aca un cuarto [sefiaa la primera racién de
la dltima fila] entonces caberia [sic] pa tres, aca caberian pa [sic] tres, entonces en esta
racion [sefida la segunda racion de la dltima fila] caberian pa [sic] otros tres entonces
daria hasta aca [sefida € sexto extraterrestre], va la tercera racion si [sefiala la tercera
racion de la ultima linea], entonces ee quedariamos hasta aca un, dos, tres [sefialando los
extraterrestres siete, ocho y nueve], entonces quedarian dos raciones, nos queda otra
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[sefialala cuartaracion de la Ultimalined] cierto ¢y donde quedamos? [Realiza el conteo de
los extraterrestres)

L12.Jonatan: Aca [sefidlando el noveno extraterrestre (Foto 5, figura 21)]

L 13.Sebastian: Entonces mira un, dos, tres [contando los extraterrestres diez, once y doce]
pero y entonces faltaria uno, entonces ellos [sefiala los extraterrestres de la Ultima fila]
comen menos que comen [sefidla la primera linea de extraterrestres| o sea aca estos dos
[sefiala la segunda y tercera linea de extraterrestres| comerian igual, si profe pero aca
[sefialando |os extraterrestres de la Ultima linea (Foto 6, figura 21)] comerian menos

L14.P: Hay que escribir todo esto que estamos realizando

< ! -'.I' i rPy: -z [T . . f@‘% ‘ :
Foto 4 Foto 5 Foto 6
Figura 21. Conteo dactilar, sefialamientos y deslizamientos realizados por Sebastian.

Sebastian trabaja con la partes de la unidad, resuelve la tarea, aln cuando sus palabras no se
correspondan con la légica cultura de referir dichas partes, es decir cuando en L3 dice
“como de a un cuarto” realmente esta trabajando con un tercio. Esta manera de resolver la
tarea nos demuestra como |os estudiantes piensan con |0s signos gue tienen a su disposicion,
y con ellos logran resolver la tarea. Aqui la actividad perceptual se acomparia
constantemente de la actividad sensorial, toda vez que las acciones, sefiadlamientos y
dedlizamientos, se desarrollan sobre la representacion grafica y recaen directamente sobre
los dibujos, estos sefialamientos y deslizamientos tocando muestran un proceso corpoéreo de
subitizacion. Las intenciones de los nifios con estos gestos tienen €l carécter de hacer
aparecer ante si mismos y ante los demas la manera en que la cantidad de extraterrestres y de
raciones de comida se relacionan, en el gesto se condensa un conteo, por |o que se considera
gue con e deslizamiento ya se abarco o se hizo referencia a cardinal de ese conjunto de
extraterrestres.

En lafoto 1 (figura 21) aparece e sefialamiento o conteo dactilar realizado por Sebastién, el
cual aparece COmMoO un recurso semiotico por antonomasia cuando trabajamos con el conteo
de cantidades, al respecto la investigacion nos permite reconocer que este recurso semiaotico,
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gue en este estudio se manifestd frecuentemente, se constituye en una autentica
manifestacion del pensamiento de los nifios. Butterworth (1999, citado por Radford &
André, 2009) sostiene que existe una relacion muy estrecha entre la representacion de las
numerosidades que formamos en nuestro cerebro, en e I6bulo parietal izquierdo, y las
representaciones que formamos con nuestro dedos. Al respecto la investigacion desde la
psicologia, también ha considerado vinculante € uso de los dedos con € desarrollo del
pensamiento aritmético, ver por gemplo Sato, Cattaneo, Rizzolatti & Galese (2007);
Previtai, Rinaldi, & Girelli (2011); Bender & Beller (2011); Domahs et al. (2012) y Fischer,
Kaufmann & Domahs (2012).

Los signos utilizados en este episodio sugieren un apego a las paabras clave, pero
simultaneamente estdn desplegando una actividad perceptual entre los dos espacios de
medida que se manifiesta a través de los deslizamientos y |os sefial amientos tocando, de alli
gue sea posible considerar a este grupo en un proceso evolutivo entre un estado de
significacion factual hacia uno contextual, en el cual aparece € conteo de unidades multiples
y €l establecimiento de relaciones o correspondencias como aspectos caracteristicos del
pensamiento multiplicativo.

422 Tarea 2. Laspizzas

muestralafigura

En una fiesta se reparte pizza hawaiana para las nifias y mexicana para los nifios segin

a. Segun esto, a quien le corresponde mas pizza a los nifios 0 a las nifias. Justifica tu

respuesta.
b. Qué cantidad de pizzale corresponde a cada nifio

c. Qué cantidad de pizzale corresponde a cada nifia

Figura 22. Tarea 2. Las pizzas.

También en la primera sesion los nifios resolvieron |la tarea dos en la cual encontramos la
movilizacion de otros recursos semioticos como el uso de inscripciones, deslizamientos y
dibujos. Mientras los grupos interactuaban para resolver la tarea encontramos un grupo que
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cautivo nuestra atencion por la manera en que discutian entre ellos acerca de la solucion del
item adelatarea

L1.Camilo: Son porciones iguales

L2.Laura: desde que sea esto, y cuando usted hace esto, o parte en la mitad y ahi si, hay
guedan lastres... pero la que esta simple queda con mas porciones

L3.Dayanna: 0 sea debe quedar unas porciones, vea, que queden partes iguales
[realizando un trazo vertical y otro horizontal (Foto 1, figura 22) en forma de cruz sobre
lapizzaque ladivide en cuatro partes|

L4. Camilo: jNo sefior!

L5.Laura: no, vea que no, [realiza el dibujo de una pizza en su cuaderno (Foto 2, figura
22)] vea [sefialatocando cada una de las partes de la pizza (Foto 3, figura 22)]

L6.Andrea: jSi ve!

L7.Laura: jno queda, no sobra nada!

L8.Dayanna: no si queda, si queda, porque es que la pizza no es un circulo es ovalada, y
cada vez que uno la parte asi y le hace una ye acé, mira esigual [realiza unainscripcion
en €l dibujo de la pizza haciendo tres trazos (foto 4, figura 22)]

L9.Laura S, lo que dice Dayanna si es cierto

L10.Andrea: pero o sea como le ha... haz una pizza aca

L11.Dayanna: mira, una pizza aca esto va asi, [Toma e cuaderno de Andreg] es asi
mira, dibujamos eso [redliza € dibujo de un ovalo (Foto 5, figura 22)], aca se parte
[realiza dos trazos diagonales al interior del dibujo en forma de V] y aca [Redliza un
trazo vertical desde el vértice de las lineas hasta €l inferior de la circunferencial, mire
aca [Traza un circulo a interior de una de las tres regiones definidas anteriormente] le
gueda un pedazo grande aca [Traza un circulo al interior de una de las tres regiones
definidas anteriormente] y aca [Traza un circulo a interior de una de las tres regiones
definidas anteriormente]

L12.Andrea: ;Y aca le quedo grande? [Sefiaa una de las regiones del dibujo (foto 6,
figura 22)]

L13.Dayanna: S acd [sefida tocando una de las regiones inferiores del dibujo (foto 7,
figura 22)] le queda grande y aca [sefiala tocando la otra region inferior del dibujo] le
gueda grande, entonces aca se le enchiquitd (sic) un poquito mas. Ya [Realiza un trazo
desde €l vértice de los segmentos hasta e extremo del ovalo reduciendo la superficie de
laregion inferior (foto 8, figura 22)]

L14.Andrea: Por eso, pero...

L15.Dayanna: pero, queda igual, son tres partes [Sefida tocando cada una de las
regiones del dibujo]

L16.Camilo: no, mire, mire la pizza y hace esto [realiza un dibujo circular dividido en
tres partes sobre la mismahoja del cuaderno de Andrea (Foto 9, figura 22)]

L17.Laura esquevea

L18.Dayanna: mire, uno, dos, tres [ Sefialando cada una de las partes del dibujo aportado
por CamilQ]

L19.Laura: Digamos, vea, 1o que esta tratando de decir Dayanna, [aporta € dibujo de
un circulo] éste es el centro de la pizza [inscribe un punto en e centro del circulo],
cierto, hace asi y asi [traza dos segmentos desde el centro hacia los extremos en forma
de V y luego traza un segmento vertical desde la interseccién de los trazos anteriores
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hasta el extremo de la pizza (foto 10, figura 22)]

L20.Camilo: no, no, no, vea

L21.Dayanna: y se le parte por la mitad, y mire acé [inscribe al interior de cada region
un circulo més pequefio (fotoll, figura 22)] quedan estos

L22.Camilo: queda asi, pueden hacer esto, mire [Aporta un nuevo dibujo]

L23.Laura No porque ese queda mas grande que esos dos [sefidlando las partes del
dibujo de Lauray hablando a tiempo con Dayanna]

L24.Dayanna: que estos dos [sefialando las partes del dibujo de Laura y hablando al
tiempo con Laura]

L25.Camilo: pueden hacer esto... pueden hacer esto [Divide €l circulo en tres regiones]
L26.Laura: entonces ahi si como lo estabamos haciendo

L27.Dayanna: No porgue aca queda este pedazo [Sefialando la regién central del dibujo
de Camilo] mas grande que estos dos [sefiala las otras dos regiones del segundo dibujo
de Camilo (Foto 12, figura 22)]

L28. Andrea: por eso

L29.Camilo: no, porque es que lo hice mal

L30.Andrea: ya lo estabamos empezando a hacer

L31.Laura: Ya nostoca hacerlo con las cuatro porciones

L32.Dayana: espere

L33.Andrea: ya hagamoslo con las cuatro porciones

L34.Dayanna: No mire gue Camilo |o hizo asi y le queda mejor

L35Camilo: si ve que s quedaba mejor [Realiza otro dibujo similar a anterior (Foto 13,
figura 22)]

L36.Laura: Ay S vea, asi chun chun [realiza un sefialamiento en e aire definiendo los
segmentos que van desde el centro hastalos extremos de la circunferencial

Foto 1 Foto 2 Foto 3
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Foto 10

Foto 4

Foto 11
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Figura 23. Dibujos e inscripciones realizados por €l grupo de Camilo, Dayannay Laura para partir una pizza
en tercios. Configuracion de un nodo semidtico colectivo.

En este grupo aparece e dibujo como un recurso semidtico que evidencia como la tarea
provoca su emergenciay les permite alos nifios resolver la tarea aun cuando este dibujo no
se corresponda con la logica histérico cultural de la particion en tercios para regiones
circulares, de hecho esta particion es la que genera la discusion, si ellos supieran cual es la
manera culturalmente aceptada para partir una region circular en tres partes entonces no
habria nada que discutir; sin embargo este recurso semiético no debe ser despreciado, por €
contrario podria ser considerado como una variable didactica importante para las
discusiones grupales y una manera de reconocer que aln cuando la manera de hacer y ser
frente alatarea desplegada por este grupo no esla pretendida, si es posible evidenciar como
este modo de accion colectivo permitio resolver adecuadamente la tarea. Recordamos que
no estamos buscando respuestas correctas e incorrectas y que nuestra intencion de fondo no
estaba en orientar un proceso de ensefianza-aprendizaje, buscamos comprender las maneras
en que trabajan los nifios a través de las manifestaciones que €ellos realizan cuando trabajan
juntos.

Los deicticos espaciales como e ‘““aca”, “éste”, ““esto” estéan funcionando para hacer
alusién a algo, para mostrar algo, en este caso las caracteristicas de los dibujos hechos por
los integrantes del grupo, de igual manera las expresiones como: “mire”, “vea”, “estos”
estan sometiendo a consideracion de sus comparieros los dibujos gue ellos proponen y estas
expresiones estéan siempre acompafados de un movimiento kinestésico indéxical, esta
conjuncién de signos se utiliza como un recurso extralinguistico que ayuda en el proceso de
objetivacion porque hace parte de la comunicacion entre los miembros del equipo y permite
mostrar a los otros sus percepciones e intenciones frente a la tarea, de manera que
trabajando juntos logren el objetivo de la misma.
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La actividad perceptual desplegada es evidente, pero no es una actividad perceptual para si
mismos ésta esta puesta en funcion de una intencion colectiva, una manera responsable de
encontrar en las estrategias del otro, aciertos o falencias que los encaminen a una solucién
gue satisfaga inicialmente las aspiraciones del grupo, para que luego empiecen a satisfacer
las aspiraciones de la clase. Esta misma actividad perceptual jugd en contra de la
representacion usada en la tarea, cuando Dayanna en L8 afirma que la pizza es ovalada se
estaba fijando detalladamente en €l dibujo presentado en latarea y esto defini6 la manera en
gue representaban las pizzas, situacion que inquiere y aerta sobre la necesidad de acudir a
representaciones mas fieles en e disefio de las tareas pues en tanto los nifios utilizan las
representaciones iconicas para resolver la tarea esperan de ésta que sealo masfiel posible a
la situacion simulada, ademés estas representaciones son una variable didactica importante
en tanto perfilan formas de accidn y reflexion particulares desde la interpretacion de dicha
representaci on.

Este episodio es una evidencia de labor conjunta en la que cada miembro de la comunidad
esta aportando algo, no para si, sino para e grupo. Existe una responsabilidad por € otro,
por ir juntos hacia un mismo ideal, este episodio nos permite evidenciar la zona de
desarrollo préximo como ese espacio relaciona, no fisico, en e que la labor conjunta
encamina a los individuos a pasar de lo socia a lo individual en una comunién de
conciencias que forma otros seres capaces de valorar éticamente los posicionamientos
subjetivos de sus comparieros, agui cada nifio esta interviniendo desde su creer, los sentidos
subjetivos propios se someten a consideracion de los demas y de ali obtienen
retroalimentacion. Estos momentos de interaccion configuran lo que Radford & Roth (2010)
han denominado un espacio de accion conjunta en el cual “el pensamiento aparece como un
fendmeno colectivo” (p.6) y es parte de un proceso de subjetivacion (Radford, 2014).

Simultaneamente el M SO dibujo no aparece de forma aislada, surge como parte de la labor
desplegada por e grupo, cada estudiante aporta una manera de repartir las pizzas, cada
estudiante esta aportando un recurso semiotico, Camilo aporté 3 versiones de una misma
intencién, Laura aportd dos versiones de su dibujo y Dayanna aporté una. Hechos como éste
han sido caracterizados en Gémez (2013) como un nodo semidtico colectivo?, una parte de
la actividad de los estudiantes en la que cada uno aporta recursos semioéticos propios para la
solucion de la tarea. Ademas los aportes a grupo, son un indicio de que la tarea esta4
permitiendo que los estudiantes sean con otros, que encuentren otras voces igualmente
validas, que son susceptibles de considerar o desechar, particularmente cuando se centran en
la discusion de laigualdad entre las partes del todo y que ha de verse reflejado en las partes
de la pizza, sin embargo parece que los argumentos de Laura'y Dayanna no son suficientes
para persuadir a los demas sobre su forma de accién y es la forma de repartir las pizzas
sugerida por Camilo la que terminaimperando.

* Inicialmente llamado nodo semi6tico social. En discusiones posteriores se ha considerado més conveniente
reemplazar €l término social por colectivo. (Primer simposio sobre Teoria de la Objetivacion. Enero de 2014.)
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A partir del despliegue de los recursos semi6ticos considerados podemos situar a este grupo
en un estrato de generalidad contextual en e que los nifios acuden a los dibujos y sus
consecuentes explicaciones para resolver latarea, los dibujos estan dentro del contexto de la
tarea y consideran tangencia mente discusiones subjetivas con respecto a la particion de un
todo circular en tercios. En la manera de resolver |la tarea utilizada por este grupo emerge
como un aspecto caracteristico del pensamiento multiplicativo e establecimiento de
relaciones entre nimeros que no hace parte solamente del pensamiento multiplicativo sino
gue posibilita la instanciacion de formas prototipicas de comprender |0s nUmeros racionales
através de las fracciones como partes de un todo para el item ay como operadores para los
itemsby c.

Para abordar los items b y ¢ de latarea acudimos a grupo de Samuel en donde encontramos
el despliegue de ciertas formas de accion que nos permiten problematizar una posible
tipologia de estratos de pensamiento multiplicativo, toda vez que en este episodio Samuel
acude a palabras clave para resolver la tarea, pero simultdneamente acude a un registro
simbdlico, mediado por & uso de la calculadora, que podria considerarse como indicio de un
estrato de significacion simbdlica en la cual la dilatacion semidtica hace difusa la ubicacion
entre un estrato de significacion y otro.

Cuando Samuel y Jonathan estaban resolviendo el item b y c visité el grupo para indagar
como estaban contestando a estas preguntas:

L1.P: ¢como dicen ustedes que |o pueden hacer?

L2.Samuel: Yo digo que dividiendo

L3.Nicolas: dividiendo, si

L4.P: ;qué en qué?

L5.Samuel: siete entretres

L6. Nicolas: siete entre tres [hablando a tiempo con Samuel. Redliza un deslizamiento
sobre la cantidad de nifias]

L7.P: ¢y en el otro caso?

L8.Samuel: ehh ya ese s es, de de a un pedazo

L9. Nicolés: tres [hablando a tiempo con Samuel. sefiala los nifios]

L10.Samuel: gue tres dividido en uno, da uno

L11.P: tres dividido en un pedazo, haganlo asi, haganlo asi y me cuentan a ver como, a
gue llegaron, listo

L12.Samuel: ahh listo

L13.P: Haganlo asi y a ver si podemos contestar |as preguntas, ¢Quién comidé mas pizza?

Al terminar de resolver latarea el grupo es entrevistado por el investigador auxiliar

L14. Nicolas: y en €l segundo nosotros vimos que aqui decia que segun esto, a cuanto le
correspondia a cada uno

L15.Samuel: a los nifios, entonces nosotros dividimos tres entre uno [sefiala tocando los
nifios (foto 1, figura 23) y luego la pizza (foto 2, figura 23)] que da uno [sefidla tocando la

72




pizza) y siete entre tres [realiza un deslizamiento con su dedo indice sobre las pizzasy luego
sobre las nifias (fotos 3 y 4, figura 23)] y nos dio un resultado de que las nifias necesitan ee
dos punto tres de para cada uno, y después miramos de que ¢a quién les corresponde mas
pizza? Y es a los nifios, porque a las nifias son, es una pizza para entre tres 'y aca es lo
mismo pero hay una nifia mas [levanta e indice derecho (foto 5, figura 23)], o0 sea que
faltaria mas comida. Y aca en los cuadritos

L16.I: espera, ¢como llegaron a saber que eso era mas?

L17.Samuel: porque nosotros dividimos [sefidalas pizzas y |as nifias)

L 18. Nicolas: dividimos [hablando a tiempo con Samuel]

L19.l: ¢como?, muestren como dividieron

L20.Samuel: pero nosotros ...

L21. Nicolas: dividimos uno entretres, y tres, siete entre tres [sefidlala pizzay los nifios]
L22.Samuel: Entonces ahi miramos, cual, cuél, que nifia, cuanto le correspondia a cada
nifia

L23.1: ¢hicieron la division en una calculadora, 000?

L24.Samuel: si en la calculadora

L25.1: y entonces que les dio. Esa division

L26.Samuel: s

L27. Nicolas: dos punto tres [hablando a tiempo con Samuel]

L28.Samuel: dos punto tres

L29.1: y ese dos punto tres, ¢que es?

L30.Samuel: que da dos punto tres, mas o menos

L31. Nicolas: le corresponde

L32.Samuel: Como menos de un medio de pedazo le toca a cada nifia, para que alcancen
las tres pizzas

Foto 1 | Foto 2 | '_ Foto 3

Foto4 Foto 5
Figura 24. Sefialamientos y deslizamientos usados por Samuel y Nicolés para explicar lamaneraen
gue repartieron las pizzas entre nifios y nifias.
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Los estudiantes reinterpretan €l problema desde o que conocen, 1o hacen adaptando la
situacion de latarea 'y a no encontrar posible dividir un nUmero entre otro més grande que
él, acuden a conmutar los términos de la division, esta forma de accion con los numeros
puede corresponder a una forma de significacion cultural, una manera de abordar tareas de
este tipo en las que no se ha tomado conciencia del significado del nimero obtenido en la
operacion dentro del contexto de la tarea, agui es posible suponer una desvinculacién entre
lo que se hace con los nimeros, en si mismos, y |o que deberia hacerse con los nimeros en
el contexto de la tarea, es decir enuncian que les corresponde “dos punto tres” “que es
menos de un medio” y al afirmar que les corresponde mas a los nifios estarian asumiendo
gue uno es mayor que dos punto tres. Existe la conciencia de hacer una operacion pero al
resultado de dicha operacion no se le asigna el significado que tiene dentro de la tarea. De
donde vemos la complegjidad de los procesos de normacién, que requieren reinterpretar la
situacion en términos de la nueva unidad.

Desde €l punto de vista semidtico, los deslizamientos sobre la cantidad de nifias y |as pizzas
se hacen para indicar la presencia de varios de €llos, se utiliza con la intencion de mostrar
cierta cantidad, es decir que estan subitizando a partir del deslizamiento, iguamente en la
foto 1(figura 23) vemos un sefialamiento tocando para referirse alos tres nifios, ali también
se esta subitizando pero esta vez con e sefidlamiento que ademas se complementa con la
enunciacion de la cantidad de nifios. La manera en que son desplegados estos tres signos nos
permiten comprender su naturaleza, esto es su intencién comunicativa que hace corporeo €
conteo de elementos de un conjunto y adquiere materialidad a través de estos signos con los
cuales se subitiza, en sintesis estos signos se usan como manifestaciones de un sofisticado
conteo que no requiere listar los elementos de un conjunto sino que basta con referirse a su
cardinal como una sola entidad.

En este episodio nos encontramos con el uso de un artefacto como la calculadora, la cual
hallael nimero quele ordenaron calcular, en este caso €l dos punto tres, pero esto no quiere
decir que e simple uso del artefacto sea garantia de una mediacién o que siempre ayude a
los nifios aresolver latarea, se trata del tipo de uso que se le da, de las intenciones con que
actuamos con él, pues en este caso aln no se ha tomado conciencia de la relacién entre el
resultado y € requerimiento de latarea.

La forma de accion de este grupo ofrece la reflexidn en torno alas posibles razones por las
cualeslos nifios a no poder dividir un nimero entre otro més grande, conmutan |os términos
de la division para dar una respuesta ain cuando de ésta no se pueda dar razon en €
contexto de la tarea. Pareciera entonces que los nifios estén actuando con las formas de
reflexion que tienen a su disposicion, es decir con los nUmeros naturales, pero, o o hacen
por cumplir con dar una respuesta numérica o porque aun no se han instanciado formas de
accién con tareas de este tipo 0 es quizas porgue existen unos significados didacticos, del
funcionamiento de la clase, que son instaurados por € tipo de labores habituales en las que
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se ven implicado los nifios que orientan las acciones a obtener un resultado, mas ala de
encontrar su significado.

Desde |os aspectos caracteristicos del pensamiento multiplicativo en este episodio podemos
aludir una concepcion del que hacer multiplicativo basado Unicamente en su cualidad de ser
operacion entre nameros, pues la movilizacion de MSO kinestésicos o lingisticos en la
solucion de la tarea recaen directamente sobre los simbolos numéricos, es decir que en este
grupo no es posible evidenciar |os procesos de unitizacion y normacién utilizados, sin que
ello indique su inexistencia; creemos que esta forma de accion y reflexion de la
multiplicacion obedece a procesos de objetivacion en los cuales se ha logrado un nivel de
abstraccion que no requiere explicitar la conformacion de unidades, o bien a instanciaciones
de la multiplicacion, producidas por €l tipo de labores, en las cuaes la multiplicacion solo
ha tenido esa forma de aparicion concreta.

Tal como sefidamos al iniciar el andlisis de este episodio, la categorizacion de este grupo en
algun estrato de generalidad se complgjiza a contrastar por un lado la expresion semidtica
de los nifios en la solucion de la tarea, en la cua acudieron a recursos escritos a traves de
simbolos numeéricos, con su toma de conciencia frente a significado de dichos nimeros,
razon por la cua consideramos que € tipo de nimeros posicionan a los nifios en dos
dimensiones del proceso de objetivacion de la multiplicacion, por un lado la légica cultural
de la multiplicacién con nimeros enteros positivos y por otro lado la toma de conciencia de
esta operacion con numerales con coma, hecho que nos lleva a posicionar a este grupo en un
estrato de pensamiento simbdlico en € universo numérico de los enteros positivos pero en
un estrato de generalidad factual en € universo numérico de los numerales con coma.

4.2.3 Tarea 3. Los cuadritos. Uno de los hallazgos de la sesién de pilotaje fue la
recurrencia con la que aparecen los conteos y como estos son manifestados a través del
ritmo en la entonacion de las palabras nimero, asi como la movilizacion de gestos
principalmente kinestésicos en los cuales se evidencié € movimiento de los dedos, razén
por la cual diseflamos una tarea que nos permitiera ver en funcionamiento la movilizacion
de tales recursos semidticos y nos dejara analizar de cerca la naturaleza de estos signos, tal
decision se legitima desde e posicionamiento en la relacion ¢ de la terna hegeliana que
define nuestras intenciones pedagogicas, entre las que se encuentra €l disefio de tareas.

3. Escribe la cantidad de cuadritos pequetios que hay en cada cuadro grande

Figura 25. Tarea 3
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En e desarrollo de la labor emprendida por los grupos de trabajo con esta tarea hallamos
gue mayoritariamente los nifios acudian a conteo de los cuadritos y lograban en la
interaccion refinar su estrategia para pasar del conteo a la multiplicacion; como evidenciade
ello tomamos un episodio de la actividad del grupo de Vanessa, Jeimy y Leidy quienes
acuden a una forma cultural de reflexion que permite confirmar su toma de conciencia, es
decir las nifias verifican o comprueban que la multiplicacion efectivamente es més eficiente
gue el conteo o lasuma.

L1. Vanessa: siete por ocho, ... Leidy siete por ocho

L2. Leidy: nose

L2. Jeimy: Aqui hay quince [ Sefiadla con €l esfero el cuadro pequefio]

L3. P: ¢coémo supiste que habia quince ahi?

L4. Jeimy: Contando

L5. P: ¢los contaste?

L6. Jeimy: hummm [afirmando que habia contado |os cuadritos pequefios]

L7. Vanessa: Yo pues aca, cinco [mueve € |8piz horizontalmente sobre € borde del
cuadro] y tres [mueve el 1apiz verticalmente sobre e borde del cuadro], pues quince ...
siete por ocho [empieza a contar los cuadritos con € |4piz, sefidando cada cuadrito
pequeiio (foto 1, figura 26)]

L8. Jeimy: [cuenta los cuadritos pequefios sefialando con el lapiz]... cincuentaiseis.
Vanesa a usted cuanto le dio aca.

L9. Vanessa: [Extiende su mano indicando que espere y sigue sefialando los cuadritos con
el |4piz para contarlos]

L10. Leidy: ocho por siete

L11. Jeimy: cincuentaiseis ... hay acé [sefialando el cuadro mediano]

L12. Leidy: ocho por siete cincuentaisels

L13. Vanessa: s

L14. P: ¢tu como lo hiciste? [Dirigiéndose a Leidy]

L15. Leidy: pues contando los cuadritos de aca [mueve e |4piz horizontalmente sobre €l
borde del cuadro (foto 2, figura 26)] y de aca [mueve € 1apiz verticalmente sobre el borde
del cuadro (foto 3, figura 26)] y multiplicandolos [sefidla €l interior del cuadro haciendo
un movimiento horizonta y luego vertical]

L16. Vanessa: [sefiala con € 1apiz horizonta y verticamente sobre e borde del cuadro
contando los cuadritos en cada dimension] ocho por nueve setentaidos, hay setentaidos
cuadros ahi.
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P

Foto 2 Foto 3

Figura 26. Sefialamientos y deslizamientos realizados por Vanessa, Leidy y Jeimy, pararealizar conteo
de unidades simples y mdltiples.

Existe en nuestra cultura escolar cierta tradicion a generar mecanismos de prueba que
cobijen de certeza nuestras acciones, asi que encontramos necesario solicitar a los nifios que
verifiquen sus resultados, que se convenzan que el dato obtenido, efectivamente resuelve el
problema. Esta préactica docente se arraiga en los nifios y se nos muestra como una autentica
manera de significacion, es decir, se puede tomar conciencia de la efectividad de las
acciones realizadas a través de la prueba de que lo realizado efectivamente se corresponde
con €l significado local de referencia.

En algunas investigaciones se estudian las maneras o0 estrategias que usan los nifios cuando
resuelven ciertas tareas de tipo multiplicativo, entre las que se destacan aquellas en las
cuales los nifios acuden a conteo de grupos iguales, a respecto de esta estrategia algunas
investigaciones han considerado poco conveniente que la multiplicacion tenga solamente
este significado, sin embargo no encontramos nada de malo en ello, pues segun la
concepcion de multiplicacion que aqui consideramos € conteo es necesario, hay que hacer
el cambio de unidad posteriormente, pero el conteo es un necesario inicio. Las nifias de este
grupo estan tomando conciencia de un significado de la multiplicacion a partir de una tarea
de arreglo rectangular, en la cua es posible determinar su cantidad de unidades cuadradas o
bien contando los cuadros pequefios o bien multiplicando la medida de cada una de las
dimensiones del arreglo. Este tipo de tareas hacen parte de una posible interpretacion de la
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multiplicacion que en la literatura se conoce como productos de medidas o problemas de
combinacion, los cuales por su estructura, generan formas de accion y reflexion distintas de
aquellas en las que la multiplicacion aparece como un isomorfismo de medidas o como una
razon. Los modos de accion y reflexion desplegados por este grupo demuestran que €l
conteo es una legitima forma de multiplicar y ademéas toman conciencia, no solo de esta
forma prototipica de aparicion de la multiplicacion, sino de que la multiplicacion es una
manera sofisticada de contar. Esta reduccion en los MSO, pasar del conteo de cuadros al
conteo de las unidades presentes en la longitud de las dimensiones (largo y ancho), sugiere
una contraccion semidtica, una evolucion del nodo semidtico en el cual las palabras, los
dedos y la actividad perceptual trabajaron juntos para contar la cantidad de cuadros y ahora
la contraccion realizada permite evolucionar este conteo uno por uno a dos conteos con
cuyos cardinales se realiza una multiplicaciéon y con ésta se obtiene la cantidad de cuadros
del arreglo.

Para ilustrar €l uso simultaned de estas dos formas de accidén consideramos € caso de
Vanesa, quien para hallar los cuadritos del primer cuadro acude a la multiplicaciéon de sus
dimensiones (foto 1, figura 27), para hallar los cuadritos del segundo acude a contarlos uno
por uno (foto 2, figura 27) y paralos del tercero acude a la multiplicacién de la medida de

sus dimensiones (foto 3, figura 27).

Foto 1 Foto 2 Foto 3
Figura 27. Dos modos de accién pararealizar un conteo. Indicio de contraccion semidtica.

Considerando la forma de accidén de este grupo nos encontramos con una manera de
significar la multiplicacién como una sofisticada y econémica forma de contar, es decir que
la multiplicacion también es un conteo abreviado y de lo cual podemos deducir otro aspecto
caracteristico del pensamiento multiplicativo: e conteo, tanto de unidades simples como de
unidades compuestas formadas a través del proceso de unitizacion. En este episodio
evidenciamos un conteo de unos o unidades simples dispuestas en un cierto arreglo en €
cua la multiplicacion se nos presenta como una operacion de reduccion en las cuentas, una
forma de accion culturalmente codificada en la cua las nifias lograron transitar de un estrato
de significacion factual a un estrato de significacion contextual, producto de la contraccion
semioticarealizada

Con respecto a los conteos redlizados con € gesto indéxical que hemos denominado
sefialamiento (ver figura 27), Radford & André (2009) sostienen que:
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cuando € nifio empieza a contar, toca o indica con gesto indexical los abjetos contados; las
acciones y gestos suponen una orientacion en el espacio, sin la que el conteo se perderia. De
manera frecuente, cuando algunos nifios estédn contando varios objetos frente a éelos,
“pierden” la cuenta debido a la falta de orientacion espacial entre lo que ha sido tocado o
indicado a través del gesto y aquello que queda por contar. Esto también significa una
pérdida en e control de las acciones y de la posicion respecto a los objetos que estan siendo
contados. (p.224)

En nuestra investigacion quisimos considerar tareas que, aunque matematicamente pueden
parecer similares cuando son analizadas desde € punto de vista semidtico cultural arrojan
resultados distintos, es decir que en € Unico e irrepetible evento de su desarrollo como labor
aparecen distintas formas de accion y reflexion en tareas que, como se dijo anteriormente,
pueden tener una estructura semantica similar, es asi como en las tareas 9 y 10 propuestas en
esta investigacion, las cuales referian respectivamente a hallar la superficie de una regién
rectangular y a calcular las posibles combinaciones entre blusas y pantalones, los nifios
desplegaron una actividad perceptual, kinéstesica y lingtistica diferente a la desplegada por
los estudiantes en esta tarea de hallar la cantidad de cuadritos. Esto sugiere una distincion
entre tareas que requieran contar arreglos rectangulares, aquellas que indagan por la cantidad
de superficie y aguellas en las cuales se debe establecer una correspondencia entre
elementos de dos conjuntos, pues nos hace considerar que son las formas de accion de los
nifios sobre las tareas de tipo multiplicativo las que podrian permitir caracterizarlas y no
solamente, como en la literatura se ha sugerido (Vergnaud, 1994), a partir de su estructura
semantica o sintéctica.

Adicionalmente, encontramos que en esta tarea no solamente subyace una evidencia de los
mecanismos de prueba que usan los estudiantes, aparece también una manera de extender
las acciones redlizadas, llevarlas més alay lograr trascenderlas de las situaciones espacio
temporal es actuales a otras que pueden considerarse como generalizaciones. Es asi como €l
grupo de Sebastian y Jonathan muestran indicios de un tipo de generaizacion aritmética
para estatarea

L1. Sebastidn: Entonces yo vi que cometié un error Jonathan porque € era asi: un, dos,
tres [sefiala con el esfero los tres primeros cuadritos del primer rectangulo], entonces yo le
dije NO! Jonathan hay una forma mas eficiente o facil de hacer que, usted coge y mira
los cuadros de aca un, dos, tres, cuatro, cinco. jCinco! [Sefidando con € esfero los
cuadritos verticales de la primera columnal. Un, dos, tres. [Sefidando con € esfero los
cuadritos horizontales de la primerafila] y cinco por tres quince, y mira si ves que habias
escrito catorce. Y yo le dije no Jonathan eso no se hacia asi. Entonces medimos estos y yo
hice la primera formula. Entonces la segunda, un, dos, tres, cuatro, cinco, seis, Siete,
ocho. {OCHOj [Sefialando con el esfero los cuadritos verticales de la primera columna]
por, un, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete. [Sefidando con e esfero los cuadritos
horizontales de la primerafilal

L2. Jonathan: siete
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L 3: Sebastian: ocho por siete ... ocho por siete, cincuenta y seis. Entonces uno escribe aca
el cuadrito. Y en @ Ultimo, que, pues era mas cuadros, mas chiquitos, aca habia nueve
[realiza un deslizamiento horizontal en la primera fila] y aca habia ocho, [rediza un
deslizamiento vertical en la primera columna] y nueve por ocho setentaidos.

L4. Jonathan: Entonces, seria, en éste seria quince [sefida € primer rectangulo], en éste
seria cincuenta...iseis [sefiala el segundo rectangulo] en éste setentaidos [sefiala el tercer
rectangulo] por estos, por esos

L5: Sebastian: contando los cuadritos, contando los cuadritos

L6. Jonathan: y las columnas. Contando los cuadritos que hay de pabajo (sic) y las
columnas que hay de al lado, le podemos calcular que siete por ... asi

L7: Sebastian: bueno, profe entonces yo, yo te miro, yo te explico. Entonces aca tu coges,
en, asi, la, sea cualquier cantidad de cuadros, cojo desde aca y cuentas, uno, dos, tres,
cuatro y cinco [Sefialando con el esfero los cuadritos verticales de la primera columna).
Ese numero |o guardas acd, |o escribes, cinco, [con €l esfero dibujaun 5 pero sin dgjar €
trazo, como s lo pusieraen € airg] y aca en la columna total hay tres. [Sefialando con €
esfero los cuadritos horizontales de la primera fila] entonces cinco por tres, y lo
multiplicas; y aca pasa igualito, pero con una cantidad mas, mas grande. un, dos, tres,
cuatro, cinco, seis, siete, ocho. [Sefialando con €l esfero los cuadritos verticales de la
primera columna] Y ya es mas grande €l numero, entonces coges y 10 guardas [con €l
esfero dibuja un 8 pero sin dgjar €l trazo, como si lo trazaraen €l aire] ocho. Un, dos, tres,
cuatro, cinco, seis, siete. [Sefalando con €l esfero los cuadritos horizontales de la primera
fila] Lo multiplicas y te da € resultado. Y no tienes gue ponerte a hacer, uno, y marcar
con punticos, tres, cuatro, cinco [seflalando & respectivo cuadrito], me entiendes profe, es
como una formula mas facil.

Sebastian generaliza su modo de accion, convirtiendo su proceder en una forma de
conciencia estable, que le permite sugerir que para cualquier tarea similar laforma de accién
ha de ser lamisma, inclusive esgrime argumentos para desechar el método de inscripcién de
Jonathan para hacer conteos, haciendo ver su procedimiento como una forma mas
econdmica y sofisticada. Sebastian tomo conciencia de la economia de los signos utilizados
pues cuando usa frases como “hay una forma mas eficiente o facil” (L1) o “no tienes que”
(L7) estda manifestando que con la multiplicacion de las medidas de las dimensiones no es
necesario acudir a conteo, esta sobriedad en los signos, que repercute en una manera mas
sofisticada de hallar la cantidad de cuadritos, es evidencia de la actualizacion de un saber, es
una toma de conciencia en la que e cuerpo interviene para manifestar su halazgo toda vez
gue con las expresiones usadas se movilizan los dedos para realizar deslizamientos que
indican la subitizacion de las dimensiones del arreglo y que hacen que en la explicacion
ofrecida se acuda a cuerpo para dar cuenta de su forma de accion, este hecho ha sido
considerado por Radford (2010a) como formulas corporeas, expresadas a través del cuerpo
y que segun Gallese & Lakoff (2005, citados por Radford & André, 2009) es un saber
virtualmente encarnado, es decir un saber unido de manera intima a funcionamiento del
sistema sensorio-motor. A partir de estas formas corpéreas se puede evidenciar una
generalizacion aritmética aun cuando no se acuda a registros numéricos o alfanuméricos
para expresar tal generalidad. Sin embargo podriamos incluso considerar que este grupo esta
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trabajando intuitiva, corporal y linguisticamente con lo indeterminado, uno de los vectores
del pensamiento algebraico temprano (Vergel, 20144). Estas formas de accion de 1os nifios
nos permiten situar a Sebastian y Jonathan en un estrato de significacion contextual y
ratifican las necesarias conexiones que se pueden establecer entre formas de pensamiento
particulares, en este caso la manera en la que se pueden articular tareas de tipo
multiplicativo como tareas previas a la generalizacion aritmética, camino posible hacia la
generalizacion algebraica de patrones. Estos vinculos y posibles conexiones hacen plausible
considerar nexos potentes entre formas prototipicas de pensamiento aritmético y formas de
pensamiento multiplicativo propulsadas a partir de tareas que puedan ser generalizables o
Ilevadas a momentos espacio temporal es que trascienden el agui y €l ahora.

El desarrollo de este evento suscita importantes reflexiones, en primer lugar nos muestra un
uso de la multiplicaciéon para verificar o comprobar si los conteos estaban bien contados,
donde aparece un uso de la multiplicaciéon como mecanismo de reduccion en las cuentas y
de otro lado nos ofrece la posibilidad de extender un modo de accidn a otros escenarios y
poder realizar generalizaciones aritméticas.

4.3 Sesion 2. Tarea 4. La alcancia

En la segunda sesion de trabajo con los nifios, se propusieron en la hoja de trabajo dos
tareas, que con ocasion de una posible agilidad en €l desarrollo de la primera tarea pudieran
abordar la segunda, sin embargo €l evento de su puesta en marcha permitié que se
desarrollara solamente |a tarea de la alcancia durante e tiempo de la clase.

Para su cumpleafios, David recibe una alcancia. El ahorra semanalmente la misma
cantidad de dinero, al fina de la primera semana tiene $950; a final de la segunda
semanatiene $1900 y asi sucesivamente.
a. ¢Cuanto tendra ahorrado David en la quinta semana? Explicatu respuesta.
b. ¢y enlasemana32? Explicatu respuesta.
c. ¢Enunano? Explicatu respuesta.
d. Al cabo de cudnto tiempo David tendrd ahorrados $38.000. Explica tu
respuesta.
e. Escribele un mensgje a otra persona para que esta persona pueda saber la
cantidad de dinero que tendra ahorrada David en cualquier semana.

Durante la labor de resolucion de esta tarea nos encontramos con varios aspectos que
permiten visualizar que los constructos de la TCO no son exclusivos del pensamiento
algebraico, € uso de artefactos, el despliegue del cuerpo como un sistema semidtico, la
alteridad como posibilidad de instanciacién de saberesy el desarrollo de una metodol ogia de
clase que posibilitala construccién de seres y saberes Gnicos.
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Sin ser nuestra intencion, ni € objeto de estas tareas, a igua que en la tarea anterior, los
nifios estan produciendo significados més ala del pensamiento multiplicativo, sus
producciones y pronunciamientos nos permiten encontrar huellas de algunos aspectos
caracteristicos del pensamiento algebraico, como la referencia a lo indeterminado (Radford,
2010b). Iniciamos considerando una intervencion de Karen cuando laborando en su grupo
nos cuenta lo que supusieron:

L1. Karen: Pues |o que nosotras suponemos era que en la a [refiriéndose a item A de la
tarea que pregunta por la cantidad ahorrada en la quinta semana] cada... en la quinta
semana tendrian cuatro mil novecientos pesos

L2.P: ¢Por qué?

L3. Karen: Porqué, porgue cada semana subia mil pesos. La primera semana era
novecientos cincuenta y en la segunda era mil novecientos, y entonces en la segunda
entonces tendrian que ser dos mil ... ah no en la tercera tendria que ser dos mil
novecientos, subimos cada semana mil pesos més que la anterior. Entonces en la quinta
semana tendriamos cuatro mil novecientos pesos. En la semana treintaidos tendriamos
treintaiunmil novecientos porque le quitamos un nimero, porgue en la primera tuvimos
novecientos cincuenta entonces le quitamos un nimero a la semana, al_numero de
semana que sea

L4. P: (Como asi que le quitaban un nimero?

L5. Karen: 0 sea son un nimero de semanas. Es €l treintaidos que tenemos aca, entonces
como en la primera tuvimos novecientos cincuenta y no tiene un numero mil, entonces le
tenemos que quitar un numero a la semana que sea entonces tendriamos treintaiun mil
novecientos, en la semana treintaidos

L6.P: ¢Le quitan un nimero? ¢Cual nimero le quitaron ahi?

L7. Karen: Aca al treintaidos le quitamos uno, que quiere decir que quedarian
treintaiuno y le ponemos el novecientos, treintaiunmil novecientos

L8. P: ¢y todaslo hicieron asi?

L9.Laura: S sefior

L10. P: y entonces en €l segundo como hicieron

L11. Karen: pues |le quitamos

L12. P: Ahh perddn en €l tercero, que pena

L13. Karen: en €l tercero, pues contamos las semanas en [es interrumpida por Laura]

L14. Laura: Contamos la semana lo_multiplicamos vy al resultado que nos dio le
guitamos un numero

L15. Angie: no

L16.Laura: no

L17. Karen: no, hicimos lo mismo de aca pero con e nimero de semanas que tendria
todo el afio, a David le quedaria cincuentaiun mil novecientos

L18. Laura: Le quitamos dos nimeros

L19.Angie: Uno

L20. Karen: uno

L21. Laura: Porque aqui eran cincuentaitres semanas

L22. Karen: Ahh si, yo me equivoque

L23. Laura. Bueno, entonces aca nos quedamos en quee, que teniamos cincuentaidos
semanas porque le quitamos dos nlmeros y era uno solito porque eran cincuentaitres
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semanas

L24. Karen: Porgue nos equivocamos

L25. Laura: Y acd, en la cuarta

L26. Karen: Treintaiocho mil, tendriamos treintainueve semanas, pues si le quitamos al
treintainueve uno quedaria treintaiocho mil, y asi con todos

L27. Laura Y asi, y asi [realiza un movimiento con € dedo como siguiendo €l texto]

L28. P: &Y e mensaje que hicieron como fue?

L29. Laura: Aca esta

L30. Karen: David tendra cada semana ahorrados mil pesos de mas que quiere decir
gue, gemplo, la semana treintaiuno David tendré treinta mil pesos ahorrados pues le
guitamos uno y en la semana treintaidos tendria treintaiun mil. sube cada semana mil
pesos mas que la anterior
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Figura 28. Hoja de trabgjo de Laura, Karen y Angie.

La explicacion dada por € grupo de Karen, que supondria un despliegue de recursos
semidticos que explicitaran la forma de reflexion frente a la tarea no conté con dicha
dilatacion semidtica, la interpretacion tedrica de este episodio esta sujeta a las expresiones
escritas utilizadas; de entrada tenemos que reconocer que la forma de accion de las nifias no
se corresponde con la esperada (figura 28), su particular comprension y posterior estrategia
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de solucion alatarea no da respuesta a las preguntas planteadas, sin embargo las nifias estan
abordando |a tarea como una generalizacion aritmética en la cual emergen términos como
“numero de semana que sea” (L3) o “tenemos que quitar un numero a la semana que sea”
(L5), expresiones que desde la TCO son manifestaciones de la analiticidad como una forma
particular de trabgjar con lo indeterminado (Radford, 2010b; Villanueva, 2012; Gémez,
2013; Vergel, 2014a). Este modo de accion y reflexion nos lleva a considerar que algunas
tareas no solamente producen instanciaciones de un tipo particular de forma de
pensamiento, a su vez permiten establecer conexiones entre otras formas de pensamiento, la
manera de proceder de las nifias nos permite inferir que este grupo se halla situado en un
estrato de significacion en el que la indeterminancia ha aparecido y que permite incluso
ubicarlas en un pensamiento algebraico contextual con la presencia de agunos
caracteristicas de pensamiento multiplicativo también contextual .

Cuando las nifas abordan € item e de la tarea (L30), permite comprender su forma de
accion, dado que este item convoca a explicar la manera en que trabgjaron y se constituye
asi en una potencial forma de explicitar o visibilizar los MSO utilizados, las estrategias y
conclusiones que obtuvieron en la resolucion de la tarea. Este item se incluy6 precisamente
con laintencion de capturar |as producciones de |os nifios condensadas en un mensaje, en €
cua debe explicarse € procedimiento seguido y puede generar un despliegue de acciones
gue le permitan comunicar a los otros sus resultados, tal como se ha utilizado en Radford
(2012a), Gomez (2013) y Verge (2014a). Este despliegue de acciones requiere hacer
manifiesta la manera como se logré abordar la tarea y por ello los recursos semiéticos se
despliegan nuevamente, se extienden en una dilatacion de agquellos signos que permitieron
lograr la toma de conciencia y que podemos considerar como una dilatacion semidtica, es
decir un fragmento de la actividad en la cual los nifios necesitan desplegar recursos
semiéticos de distintos tipos para explicar a otros, e incluso a si mismos, la manera en que
han logrado instanciar alguna de las formas de accion que llevan ala solucién de latareay
gue fueron mediatizadas por recursos semioticos que pueden ser desplegados nuevamente.

Al encontrar la particular forma de proceder de este grupo y antes de iniciar la socializacion
genera del trabgjo realizado en los pequefios grupos, las nifias son entrevistadas junto con
otro grupo que resolvid la tarea de una forma diferente, de manera que se pusiera en
consideracion de otros comparieros la manera en que trabajaron las nifias, e grupo con €l
gue interactuaron comprendio el enunciado de la tarea, pero a igua que otros grupos,
tuvieron dificultad en hallar €l valor ahorrado en un afio a no conocer la cantidad de
semanas que hay en un afio. La discusiéon entre 1os grupos inicia con la explicacién de la
manera en que cada grupo resolvié la tarea, luego €@ grupo de nifias le explica a
investigador lamanera en que desarrollaron latarea

L1. Angie: porque erala segunda semanay ya tenia mil pesos, mil novecientos,
L2. Laura entonces nosotras pensamos gue era subirle mil_a cada semana, porque
como aca dice novecientos cincuenta y a la segunda semana dice mil novecientos,
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entonces o Unico que le cambia es un mil, le agrega a la segunda semana un mil,
porque la primera no tiene mil

L3.Angie: porque nosotras creemos que en cada semana el ahorraba mil pesos

L4. 1: ¢y se cumple eso?

L5 Angie: sefior

L6. I: ¢eso esverdad? ¢ Cada semana ahorra mil?

L7. Angie: siii [hablando al tiempo con Laura]

L 8: Sebastian: no sabemos

L9.1:¢ustedes que dicen? [Dirigiéndose a Sebastian y Jonathan]

L 10.Sebastian: nosotros que decimos

L11. I. tiene que preguntar, pregunten algo si no entienden

L 12.Sebastian: pues a nosotros nos parece algo muy...

L13. I: lo que ellas dicen, entienden lo que ellas dicen

L 14. Sebastian: no

L15. Jonathan: no profe, yo no entiendo porgue aqui si_ellas dicen que en cada
semana ahorran mil pesos, entonces si aqui es novecientos cincuenta la primera y s
por ejemplo le aumentan mil pesos, aqui tendria que dar mil novecientos cincuenta
L16. Angie: porgue, o sea subio mil pesos

L17. Karen: entonces daria mil novecientos cincuenta

L18. Laura: entonces por eso nosotros pensamos que € le esta subiendo mil a cada
semana, esta ahorrando mil a cada semana

L19. Jonathan: pero si aca es novecientos cincuenta. jsi!, entonces si le metio mil
pesos, entonces ¢por qué aqui da mil novecientos?

L20. Angie: porque le subié mil

L21. Jonathan: ¢y los cincuenta donde quedan?

L22.Karen: No es eso, € esta preguntando qué, si se supone que por gemplo gue tiene
mil, No gue tiene novecientos cincuenta aca y le suma mil deberia dar mil novecientos
cincuenta, yo si leentiendo a e

L 23.Sebastian: bueno ehh y otra inquietud también

L24. I: no pero espera, espera porgue todavia no... hasta que nos expliquen bien

L25. Jonathan: entonces aqui, entonces que si, entonces si_ustedes dicen que, que da
mil, le aumento mil a lo que ahorran, pues aqui tendria que dar mil novecientos
cincuenta, asi que no entiendo su, su respuesta

L26. Angie: porgue es que 0 sea, ustedes, usted esta

L27. Karen: ahhh espere, espere que usted me esta confundiendo la respuesta. Pues
en realidad yo no mire este cinco y nosotras pues no miramos el cincuenta porque casi
no valia en ese momento, si

L28. I. ¢en ese momento?

L29. Sebastidan: Otra duda. Por qué ustedes si, ustedes lo estan haciendo de una
manera diferente a la nuestra. Lo gue yo no entiendo es porgue ustedes le suman ese
mil, si pues € resultado dice ahi, por ggemplo en la segunda: y en la semana, 0 sea ya
lo que é va ahorrando, treintaidos o sea en la semana treintaidos, entonces uno
porque tiene que, ustedes le tienen que sumar mil y después quitarle, o bueno como
ustedes hicieron, porgue a ustedes le dieron un resultado muy diferente al nuestro; si
me entiende. Cierto Jonathan que a ellas le dieron un diferente muy... un resultado, o
sea, ellas como s |o hicieron diferente
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L 30. Jonathan: como si le aumentaran aqui mil pesos, y tendrian el resultado

L31. Sebastian: aaahh, y en cambio nosotros no, entonces pues yo no sé como ellas lo
harian, y pues no sé. Porque yo ahorita revise con mis comparieros y ellos tenian los
misMos resultados que nosotros, yo no sé porque a ellas les fue a dar ese resultado
L32. I: entonces pues expliquen que fue, que paso por que les da diferente

L33.Karen: creo que nosotras en_ese momento No_pensamos que esto era de tipo
multiplicativo sino pensamos que tendriamos que sumar

L34. Laura: y quitar

L35.Karen: que sumar y quitar

L36. Angie: que sumar y restar

L37.Laura: mas no pensamos gue era multiplicar, nosotros quitamos y sumamos
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Figura 29. Hoja de trabajo de Sebastian paralatarea de la alcancia.

Este fragmento de la discusion ilustra la manera en que los nifios hacen tomar conciencia a
las nifias de su imprecision y mientras Sebastian explicaba a las nifias su respuesta acerca de
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la cantidad de semanas de un afio logra darse cuenta que e calculo de 12 meses por 7 dias
de la semana no correspondia a la cantidad de semanas de un afio (Figura 29),
posteriormente cuando vuelven a salon realiza la correccion de esta operacion acudiendo al
artefacto del calendario para investigar e numero de semanas en un afio. La toma de
conciencia de las nifias se evidencia cuando Karen en L27 y L33 declara que en ese
momento no habian tenido en cuenta €l hecho de ahorrar la misma cantidad cada semana.
Esta toma de conciencia de la forma de accidn culturalmente aceptada que permite resolver
latarea, esindicio del proceso de objetivacion iconicidad, provocada por la discusion con €
otro grupo y por la orientacion y las preguntas del investigador; dicha iconicidad se
manifiesta linguisticamente, en un lapso muy corto (L 33 y L 37), pero que posteriormente
modifica las comprensiones de las nifias con respecto a la tarea pues en e momento de la
socidizacion las nifias cuentan que inicialmente no habian tenido en cuenta algunos
aspectos pero que posteriormente lograron entender el objetivo de latarea

Esta discusion entre pequefios grupos posibilita una toma de conciencia mutua en un
gjercicio de escuchar y valorar éticamente las voces del otro grupo. Avocar a los miembros
del grupo a entender la manera en gque otros emprendieron la labor con la tarea es pieza
clave en & proceso de objetivacion pues es alli donde ambos grupos “cayeron en cuenta” de
aquello que no habian considerado en laresolucion de latarea.

Estos espacios relacionales de accion conjunta, ofrecen oportunidades de instanciacion de
saberes a través de cierta interacciéon en la cual los grupos asumen responsablemente las
formas de ser y hacer de otros, las ponen en discusion y logran simular una comunién de
conciencias en torno a la manera en que procedi6 cada uno de |os grupos para acercarse asi
aunatoma de conciencia colectiva.

Las formas de accion y reflexion de estos grupos no fueron las Unicas desplegadas durante
la resolucion de esta tarea, como comentamos anteriormente varios grupos se vieron
enfrentados a desconocimiento de la cantidad de semanas en un afo y para ello acudieron o
bien a mirar en el calendario dispuesto en & saén (Foto 1, figura 30) o acudieron a un
|6gico razonamiento: 12 meses de 4 semanas cada uno corresponde a 48 semanas y como
hay meses que tienen 31 dias con ese dia de mas completamos otra semana, es decir que €l
ano tiene 49 semanas (Foto 2, figura 30).
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Foto 1 Foto 2

Figura 30. El uso del artefacto y la explicacion escrita sobre como hallar la cantidad de semanas en un afio.

Ante el numeral d que pedia hallar la cantidad de semanas en las cuales se tenian ahorrados
$38000, varios grupos acudieron a una forma de accion codificada en la cultura: €l ensayo y
error. Al respecto presentamos una hoja de trabagjo anexa (Figura 31) usada por Catalina
para halar la semana en la cua David habria ahorrado $38.000, en la cual redliza varias
operaciones hasta llegar al valor buscado. Cuando preguntamos a Catalina como habia
resuelto este item ella afirma que siguié y siguié multiplicando, sin embargo creemos que
estas formas de accion son estrategias que permiten evadir el uso deladivision.

L1. Catalina: entonces voy a seguir multiplicando hasta que me de la cantidad
treintaiocho, entonces seguiiii multiplicando y segui multiplicando, hasta que yo
intenté con el treeintainueve ya estaba muy cerca a treintaiocho, a la respuesta,
entonces yo multipliqué por el cuarenta y me dio esta respuesta [sefidando la
operacion realizadal

Figura 31. Hoja de trabajo de Catalina. Ensayo y error como modo de accion.

En la sociaizacion del trabgjo realizado en los grupos cada uno de ellos cuenta a la clase su
manera de proceder frente alatareay a partir de los cuaes se logran algunas conclusiones
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gue generan acuerdos generales frente a la solucion de la tarea. El siguiente episodio
evidencia un fragmento de la sociaizacion general en la cua se discutia la cantidad de
semanas de un afno:

L1. P: Al fin son cuarentaiocho, cuarentainueve, cincuentaidos ¢cuantas son?

L2. Andrea: cuarentainueve

L 3. Sebastidn: cincuentaidos [hablaen voz baja

L4. P: ¢por qué dices cincuentaidos?

L5. Sebastian: porque nosotros hicimos la multiplicacién y nos dio eso y al mirar_en €
calendario vimos que en € ultimo... [sefiadlando con su dedo e caendario que esta
pegado en la pared y haciendo un movimiento horizontal en € aire] en & Ultimo
semana, vi € nimero semana uno, semana dos y vimos el ultimo nimero que era €l
cincuentaidos

L6. P: ¢A donde estaba eso, muéstreme?

L7. Sebastian: [sefida con el dedo indice € almanaque]

L 8. Jonathan: [se pone de pie, se dirige a calendario y sefiala la dltima semana del afio
y a lado el nimero 52 (Foto 1, figura 32)] cincuentaidos semanas

L9. P: ahhh ya, listo. ... entonces estdn de acuerdo con lo que dicen los dos
comparieros [dirigiéndose atodo € curso]

L10. [Estudiantes hablando al tiempo] no, si, no

L11. Andrea: No [€e profesor le dala palabra]

L12. P: ¢por qué?

L13. Andrea: porque uno ... primero o0 sea nosotros multipli ... eee ... miramos cuanto
eee cada mes cuantas semanas tenia, y tiene cuatro, (Foto 2, figura 32) pero hay otros
meses, hay siete meses que tienen un dia de mas, entonces sumamos esos dias y nos
dieron ... siete... nos dieron una semana mas, entonces sumamos esas semanas con las
semanas que habiamos multiplicado por doce y nos dio cuarentainueve.

L14. P: Listo, entonces aqui ellos insisten en que, escuchen, hay doce meses, cada mes
trae cuatro semanas, eso les da cuarentaiocho mas una semana que completan de los
siete dias que tienen un mes de mas, entonces les daria cuarentainueve, Al fin que
hacemos son cuar entainueve o son cincuentaidosy ¢Por qué?
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Foto 3

Figura 32. Algunos M SO movilizados durante la socializacion de la tarea.

Posteriormente Sebastian les dice que verifiquen en & caendario que son cincuentaidos
semanas y todo el grupo sedirige a calendario para verificar esainformacion (Foto 3, figura
32); luego se le pregunta al grupo acerca de la conclusién a la que llegaron y ratifican que
efectivamente eran cincuentai dos semanas.

En la misma socializacion Karen manifiesta que ya se habian dado cuenta que € afo tenia
cincuentaidos semanas:

L1. Karen: pues nosotros notamos que el afio tenia cincuentaidos semanas, por que
miramos en e calendario y miramos la Ultima semana del afio y ahi aparecian
cincuentaidos semanas y nos dimos cuenta que nos habia quedado mal

Del desarrollo de esta tarea podemos verificar que el uso de los artefactos no es periférico de
la actividad, éstos la mediatizan y van impregnados de toda una historia que nos permite
acercarnos a la logica cultural de los objetos matematicos y culturales, en este caso a las
maneras que utilizamos para medir €l tiempo.

La posibilidad de interactuar entre pequefios grupos permite una toma de conciencia
generada a partir de las discusiones en las que se convoque a expresar y comprender las
formas de accion del otro grupo. Esto nos demuestra la efectividad de la labor funcionando
bajo la metodologia propuesta, que ofrece a los nifios la posibilidad de exponer sus ideas
ante otros, recibir retroalimentacion y en esencia la posibilidad de conocer y ser con otros,
esto es, el funcionamiento de la labor situado en uno de los estados de la relacion 6 que
permite la actualizacion del saber.

En términos generales, esta tarea permitié evidenciar expresiones semiéticas en las que se
acude a los nimeros, todos los grupos realizan las operaciones y poco requieren acudir a
otros recursos semioticos, se redujeron los deicticos y los sefial amientos en comparacion a
|as tareas anteriores, este hecho podria justificarse en tanto |os objetos sobre los que recae la
tarea son abstractos, de dificil representacion, €l tiempo, €l dinero y las semanas, de manera
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gue la forma de acercarse a estos objetos, que hacen parte del contexto de la tarea, es a
través de los artefactos y 10s signos que tienen a su disposicion para referirse a estos objetos,
por eiemplo las calculadoras y los calendarios.

De acuerdo alo anterior, podemos inferir que los estudiantes considerados en |os episodios
anteriores podrian Situarse en un estrato de generalidad smbdlico en tanto se acude
privilegiadamente al uso de simbolos numéricos y en donde los nifios pueden interpretar la
situaciéon en términos de la unidad formada, en este caso dinero por semana. Los datos
analizados hasta el momento confirman que € tipo de nUmeros presentes en la tarea impone
estratos de generalidad diferentes, es decir que las formas prototipicas de pensamiento
varian con € tipo de nimeros, hecho que nos cuestiona en tanto sera necesario indagar si las
instanciaciones de cada forma de pensamiento o estrato de generalidad dependen de las
caracteristicas de los objetos conceptuaes (el tipo de nimeros por gemplo) o solo de las
acciones semioticamente mediatizadas de |os nifios evidenciadas a través de los MSO.

4.4 Sesion 3. Tarea 5. L os bufiuelos

En la tercera sesion de trabajo propusimos la tarea de los bufiuelos y las tazas de café, la
cual se desarroll6 de acuerdo a las consideraciones metodol 6gicas o estados de la labor, que
a su vez disponen € ambiente del saldn para emprender la labor conjunta, esto es, una
presentacion general de la tarea, un trabajo en pequefios grupos y una socializacion del
trabgjo realizado en |os pequerios grupos.

Para unas onces hay en la mesa tres tazas de café y cuatro bufiuelos. Pero llegan cinco
personas. Si a cada persona se le debe dar una taza de café y se quiere mantener la
relacion inicial entre e nimero de tazas de café y la cantidad de bufiuel os. (Tres tazas de
café y cuatro bufiuel os)

a. ¢Cuantos bufiuel os deben servirse? Explicatu respuesta.

b. ¢Cuantos bufiuelos deberian servirse si llegaran 9 personas? Explicatu respuesta.

c. ¢Coémo le explicarias a un mesero la cantidad de bufiuel os que debe poner en la

mesa seguin la cantidad de invitados?

Con & animo de aclarar nuestra caracterizacion del pensamiento multiplicativo de los nifios
através de estratos de generalidad, examinamos en € desarrollo de esta tarea un grupo que
situamos en un pensamiento multiplicativo contextual y otro que podria ubicarse en un
pensamiento multiplicativo simbalico. El primer caso corresponde a grupo de Sebastian en
el cua aparecen dibujos e inscripciones que develan € establecimiento de una
correspondencia manifestada a través de simbol os.
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Cuando € grupo de Sebastian desarrollaba el item B de latarea, €l nos explica que:

L1. Sebastian: cogemos 9 bufiuelos y entonces le toco uno a cada uno, si [dibuja nueve
bolitas con un palito en la parte inferior. (Foto 1, figura 33)], y entonces al ver que usted
nos dijo que tocaba la misma cantidad que nos dio e primero, entonces un bufiuelo y un
tercio, pues miramos, si, si faltan, s en cada, si un bufiuelo lo partimos entre tres, entonces
faltarian seis [sefidla € sexto dibujo realizado], asi que decidimos comprar tres bufiuel os
[dibuja tres circulos] y partirlos [realiza una particion en los circulos dibujados. (Foto 2,
figura 33)] y asi tendremos nuestros nueve [realiza un gesto circular en € aire arededor de
los dibujos realizados. (Foto 3, figura 33)] bufiuelosy medio, y un tercio.

Foto 1 Foto 2 Foto 3

Figura 33.Dibujos e inscripciones realizados por Sebastian. Evidencia de un pensamiento multiplicativo contextual.

Para visualizar en conjunto € recurso semiético escrito que plasmé Sebastian en la hoja de
trabgjo (Imagen 1, figura 34) presentamos dicha hoja y una hoja auxiliar (Imagen 2, figura
34) en laque redlizé agunos dibujos
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Figura 34. Recursos escritos usados por Sebastian pararesolver latarea.

La forma de accién y reflexion de Sebastian se caracteriza por la elaboracion de dibujos
sobre los cuales recaen posteriormente acciones como la unién a través de lineas o la
division en tercios. Estos dibujos parecen simplemente representaciones de los bufiuel os, sin
embargo en & mismo dibujo se puede evidenciar una contraccion semidtica, una economia
en los signos utilizados, por gemplo en e item a de la tarea Sebastian representa las
personas con el signo de laimagen 5 (figura 34), los bufiuelos enteros con e signo de la
imagen 7 (figura 34), los bufiuelos que deben partirse con e signo de la imagen 6 (figura
34), para manifestar la relacion traza un segmento recto entre el bufiuelo y la personay uno
curvo mas largo entre la persona y € tercio de bufiuelo (imagen 3, figura 34). Pero si nos
fijamos en € item b & signo para representar las personas no aparece y en € item c las
lineas curvas de la relacion tampoco, pareciera entonces que estos signos se han subsumido
en el signo de laimagen 4 (figura 34) en la cua € circulo representa € bufiuelo y la linea
unida a é representa su correspondencia con una persona que consume una taza de café.
Esta economia en €l uso de signos se corresponde con un nivel de inteligibilidad que
permite ir obviando recursos semiéticos que ya no es necesario explicitar porque ya hacen
parte de la forma de accion y de la actividad emprendida, su desestimacion permite
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concentrar la atencion en otros aspectos de la tarea 0 simplemente ya no es necesario
utilizarlos. En términos de la TCO podriamos considerar una evolucion del nodo semiotico
en el cual € dibujo, & gesto indéxical espacial para referir los nueve bufiuelos, la actividad
perceptual y linglistica se condensaron para lograr un modo de conciencia que permite
incluso empezar a considerar, por peticion de latarea en € item d, cua seria la cantidad de
bufiuel os para cualquier nimero de invitados.

Hemos considerado |os dibujos como auténticos recursos semiéticos, sin embargo, no todo
dibujo constituye un MSO pues hay estudiantes que dibujan para representar, pero € dibujo
no hace parte de la solucidn de latarea, no se opera o trabagja con o sobre él, mientras que en
Sebastian € dibujo se usa para establecer |a correspondencia. Un caso en € que parece que
el dibujo solo se usa para hacer referencia a los elementos de la tarea lo encontramos en €l
grupo de Eduard quien en su hoja de trabajo realiza el siguiente dibujo (figura 35).

a. ¢Cuantos bufiuelos deben servirse’? Explica tu respuesia.
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Figura 35. Dibujo utilizado por Eduard.

Por dltimo queremos destacar que esta forma de proceder de Sebastian fue vital en la
sociadlizacion, toda vez que a partir de ella varios grupos adoptaron la particion de los
bufiuel os a través de dibujos y cuando hizo su presentacién ante el curso realizé los dibujos
de los bufiuelos (Foto 1, figura 36) y las particiones que é uso, adicionalmente recurrio al
conteo dactilar para explicar lamanera de hallar la cantidad de bufiuel os para diez invitados,
en donde con cada dedo iba contando tercios de buiiuelo (Foto 2, figura 36), es decir que
realiza un proceso corporeo de unitizacion en €l cual los dedos sirven para contar unidades
denominadas tercios.
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Foto 1 Foto 2
Figura 36. Recursos semiéticos usados por Sebastian en la socializacion.

El segundo grupo que consideramos es €l de Catalina, quien utiliza Unicamente |os nimeros
para resolver la tarea y en consecuencia refiere las partes de bufiuelo con un nimero con
coma

L1. Catdina aqui seria un nimero, € ocho, cinco por ocho cuarenta, entonces seria
cero coma ocho de porcion que tiene, que cada persona tiene que ... [Esta operacion la
realiza en lahoja presentada en la foto 1(figura 37)]

L2. Dayana: que coger

L3. Catalina: entonces cero coma ocho, bufiuel os

L4. Dayana: para cada persona

L5. Catalina: para cada persona, cero coma ocho [sefiaa 3 veces, tocando las partes
del numeral escrito] cada persona, cada cinco personas va a comer cero coma ocho,
igual que lastazas. Entonces aqui lastazas seriantresy e

L6. Dayana: pero es que ahi solo estan diciendo bufiuelos

L7. Catalina: Bueno, bufiuel os seria cero coma ocho

L8. Dayana: No s, ese ya lo resolvimos, que es el de los bufiuelos, pero no hay tazas
aqui de café

L7. Catdina: hay que darse cuenta son tres, pero se hace lo mismo [levantando tres
dedos de la mano derecha. (Foto 2, figura 37)], cinco, o sea la idea es cero coma

L8. Dayana: por eso pero aqui no hay preguntas de tazas, de café

L9. Catalina: ahh entonces seria lo mismo, cuatro bufiuelos en nueve personas, cuatro
en nueve, cero al cociente, coma tres, dos nimeros que multiplicados, seria cuatro por
nueve treintaisels [escribe e cuatro en e cociente y realiza un conteo con los dedos.
Fotos 3 a 6 (figura 37)] cuarenta, cero coma cuatro. O s algo se le vuelve a hacer €
procedimiento pero va a dar cero coma cuatro, Cero coma cuatro, cero coma cuatro,
los numeros son infinitos, entonces por eso se le hace cero coma cuatro, entonces
digamos, se multiplica j ENTENDIERON!

L10. Dayana: s

L11. Catalina: bueno, entonces seria en cada persona cero coma cuatro, si llega aqui
en este caso Yy en este caso seria cero coma ocho

L12. Dayana: Entonces tendriamos que hacer la division

L13. Catalina por_eso la divison y desde esta parte [sefida tocando la coma del
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cociente en la division que redizd], cuando ya exista la coma, empieza a ser un
numero decimal, mira que esto es una division decimal y que es diferente a lo que
estamos viendo nosotros ahorita en matematicas, nosotros estamos viendo
fraccionarios pero aqui estamos haciendo numeros naturales

Foto 3 Foto 4 Foto 5 Foto 6
Figura 37. Recursos semi6ticos usados por Catalina. Evidencias de un pensamiento multiplicativo simbdlico.

Catalinallevalabatuta del grupo, las demés nifias intentan seguir su discurso y hacerle caer
en cuenta sobre e contexto de los nimeros dentro de la tarea (normacion), sin embargo
Catalinainsiste en explicar su forma de accién y para ello despliega una actividad semiético
corporal como el conteo dactilar con el cual dilata su expresion semidtica y la explicita a
través del cuerpo, en este caso con sus dedos. Los sefialamientos realizados recaen sobre
entidades abstractas: 10s nimeros, que son en este caso |0s objetos que hacen parte de su
discurso. En L9 y L13 Catalina esgrime argumentos matemati cos que pareci eran sostener su
proceder y que fungen como explicaciones, por ejemplo con la expresion “los nimeros son
infinitos” pretende explicar larazon por la cual €l nimero que obtiene es periddico y con €
uso de los términos “nUmeros naturales’, “numero decimal” y “fraccionarios” esta
argumentando la razdn por la cual ella realiz6 la division e incluso logra manifestar 1os
vinculos de su proceder con otras tematicas como la que esta dictando €l profesor titular de
la asignatura. El despliegue de una actividad donde se privilegia €l uso de simbolos
aritméticos nos permite situarla en un pensamiento multiplicativo simbdlico, en € cual
también aparece el conteo dactilar como un recurso a cual acudir para realizar las cuentas,
sin gue ello implique una toma de conciencia de tipo factual, consideramos que este hecho,
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gue fue provocado por la discusion entre las nifias, sugiere que la dilatacion semidtica
permite explicitar o extender nuevamente dichos recursos semiéticos.

L os dos episodios considerados aparte de visibilizar diferencias entre formas de accion que
sugieren una significacion de tipo contextual en Sebastian y otra de tipo simbdlico en
Catalina, nos permiten reconocer indicios de dos aspectos caracteristicos del pensamiento
multiplicativo asociados a nuestros hipotéticos vectores, por un lado € significado de la
multiplicacion como una correspondencia y de otro lado un significado de ésta como una
operacion entre nimeros, ambos significados son instanciaciones de formas prototipicas de
accion codificadas en la cultura con respecto al objeto multiplicacion en las cuales es
necesario, por |0 menos en un inicio realizar procesos de unitizacion y normacion.

4.5 Sesion 4. Tarea 6. Los globos de helio

La labor desarrollada con la tarea seis, permitio que los nifios se involucraran nuevamente
con laresolucion de latarea y dieran oportunidad de socializar |as acciones de cada grupo.
Sin embargo con esta tarea queremos centrarnos en dos episodios que durante el trabajo en
pequeiios grupos ofrecen indicios acerca de los estratos de generalidad o tipos de
pensamiento multiplicativo.

En un salén de grado sexto donde hay 39 estudiantes, se desearealizar una fiestapara e dia
de Hallowen y para €llo se quieren comprar globos de helio. Un proveedor ofrece €l precio
mas econodmico y vende 3 globos en $2000.

a. ¢Cuéanto dinero debe pagarse por € total de los globos? Explicatu respuesta

b. ¢Cuanto dinero debe aportar cada estudiante? Explicatu respuesta

c. Si enlosdemas salones de grado sexto desean comprar de estos mismos globos,
¢Cuantos deberian comprar y cuanto deberian pagar en total ?

Una vez terminaron de resolver la tarea, € grupo de Catalina fue entrevistado para indagar
su forma de accion:

L1. Catalina: Lo que nosotros hicimos fue una regla de tres simples, porgue nos dieron
L2.1: no pero espera, explica que estas, que me vas a explicar

L3.Andrea: ¢€el primero?

L4.Catalina: e primero. Todo

L5.I: s todo

L6.Catalina: ahh, en € primero decia ¢,cuanto debe pagarse por € total de los globos? Lo
gue nosotros hicimos fue digamos multiplicar todo esto por lostres globosciertoyyyy en
realidad pues nos dio como trece cursos, trece, trece globos por cada persona

L7.Andrea: pagquetes

L8.Catalina: trece paquetes de globos y entonces nos dio veintiséis mil. Bueno ahi vez el
total y entonces todo €l curso pago en total veintiséis mil pesos, después dividimos los
veintiséis mil pesos

L9.I: pago veintiséis mil pesos ¢por que?
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L10.Catalina: por, digamos por los globos, porque decian que, que, decia se debe pagar
veintiséis mil por cada globo por que se multiplican veinte, los dos mil por trecey nos dio
veintiséis mil que es € resultado, y bueno, y luego en la B decia ¢Cuanto dinero debe
aportar cada estudiante?, entonces

L11.Andrea: nosotros lo que hicimos fue, con los veintiséis mil pesos que nos dio en la
respuesta anterior lo multipli, lo dividimos por |os treintainueve estudiantes que era lo que
decia la ésta, que ¢ Cuanto dinero debe aportar cada estudiante? Entonces nosotros lo que
hicimos fue los veintiséis mil los dividimos en treintainueve y nos dio seiscientos
sesentaisei s pesos, entonces pues a cada estudiante |e toca aportar seiscientos sesentaisels
pesos para cada globo.

L12.Camilo: pues aqui hicimos, multiplicamos |os veintiséis mil

L13.I: ¢en dénde?

L14.Camilo: ¢aqui?

L15.1: pues si, pero ¢que toca hacer ahi?

L16.Camilo: si en los demas salones de grado sexto desean comprar estos mismos globos
¢Cuantos deberian comprar y cuanto deberian pagar? Entonces, entonces aqui
multiplicamos veintiséis mil, que nos da por un curso y lo multiplicamos por los siete
CUrsos y entonces nos dieron ciento ochentaidos mil pesos

L17.1: y ¢queé significa ese ciento ochentaidos?

L18.Catalina: que lo que hicimos fue multiplicar los siete cursos por los veintiséis mil
pesos, aqui lo que se hizo fue una regla de tres porgue nos daban solo tres
informaciones, que era ,un curso, eee pagaba veintiséis mil pesosy |os siete cursos no se
sabia, ahi entonces es signo interrogativo, entonces lo que se hizo fue multiplicar los siete
CUrsos por veintiséis mil pesosy nos dio ciento ochentaidos mil pesos

L19.I: si, pero ese ciento ochentaidos mil que es?

L20.Camilo: lo que toca pagar

L21.Catadina: 1o que todos | os cursos tienen que pagar

L22.Camilo: los siete cursos

L23.Laura: no, los siete cursos, entre los siete cursos en total pagan ciento ochentaidos
mil pesos por cada globo, por & paquetico de globos

En este episodio Catalina nuevamente utiliza expresiones matematicas que orientan la
accion, expresiones que vinculan € que hacer multiplicativo con e razonamiento
proporcional aun cuando esto solo sea evidente en términos linguisticos; habria que indagar
s efectivamente el uso de laregla de tres esta instanciado para operar cuando hay tres datos
0 cuando hay una relacién de proporcionalidad, en virtud de posibles tendencias a acudir a
una regla de tres con cualquier situacion que contenga tres datos numéricos (MESCUD,
2005), sin tener en cuenta la previa y necesaria existencia de la relacién de
proporcionaidad. En este episodio se confirma el estado de significacion que tiene Catalina
con respecto a la multiplicacion, € cual es de caracter smbdlico en tanto se haya mediado
principalmente por & uso de simbolos numeéricos.

En € caso anterior encontramos a los nifios trabagjando sobre los nimeros a haber
comprendido la relacion entre ellos a través de la regla de tres, sin embargo al momento de
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realizar las cuentas no es explicita la manera en que lo hicieron, aungque presumimos que se
realizd6 mentalmente, pero esto es solo uno de los pocos casos en que eso ocurre pues en
general encontrdbamos a varios nifios acudiendo al artefacto de las tablas de multiplicar y al
conteo dactilar, como eemplo observamos a Sebastidn realizar una multiplicacion
acudiendo al artefacto tablas de multiplicar y asu vez a conteo dactilar, en este episodio de
lagrabacion el nifio no hablaba solo multiplicaba (figura 38).

Figura 38. Uso del artefacto tablas de multiplicar y del conteo dactilar para resolver una multiplicacion.

Pareciera que e nifio esta en un pensamiento multiplicativo simbdlico, en € cual aparece un
uso de la multiplicacion asociado a su significado como operacién entre nUmeros, sin que
ello impligue la desvinculacién con el uso de artefactos, que no solo facilitan la resolucion
de latarea, sino que sirven para ayudar a recordar por giemplo el resultado de un producto,
simulténeamente aparece la movilizacion del MSO kinestésico conteo dactilar que podria
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Ilegar a considerarse como un proceso de iconicidad en tanto esta retomando experiencias,
semiético corporalmente mediadas, anteriores para resolver la tarea, ademasy a partir de lo
gue afirman Radford y André (2009) podriamos suponer que € nifio durante su actividad
esta activando la hendidura interparietal izquierda de su cerebro en la resolucién de la
multiplicacion.

En dltimainstancia consideramos €l caso de Samuel, que para resolver la tarea parece haber
hecho varias cuentas mentalmente y que por lo tanto dgja mucho ala especulacion

L1. Samuel: El punto decia que hay trientainueve estudiantes y gue tres globos son dos
mil, eee cada, cada tres globos valen dos mil pesos, entonces nosotros multiplicamos
de que tres por trece, soon treintainueve entonces da € nimero de estudiantes entonces
trece por dos mil, entonces nosotros miramos y nos dio vintes .. veintes... se me trabo la
lengua, veintiseis mil pesos y entonces, nos dio veintesels mil pesos multiplicando trece
gue es el numero multiplicado para que nos de los estudiantes, por dos mil pesos, que es
lo gue vale cada uno. En e segundo punto decia que

L2. P: ¢O sea que en total cuanto tienen que pagar?

L3. Samuel: veintiseis mil pesos

L4. P: ¢quiénes?

L5. Samuel: los del saldn

L6. P: los de este salén, listo

L7. Kevin: todos los del salon

L8. Samuel: solo los de este salon. En & segundo punto dice que a cada cuanto, a cada
uno cuanto letoca, pagar, entonces nosotros dividimos 1o que es dos mil en tres

L9. P ¢Cémo lo hicieron?

L10. Samuel: dos mil en tres, que son dos mil pesos o que valen los tres globos

L11. P: y adonde hicieron la, o sea como hicieron, cuanto les dio mejor dicho?

L12. Samuel: Dos mil en tres, porgue digamos como son tres globos o tres, o digamos
en tres nifios, para que nos, para no tener que sumar dos, para no tener quee que
hacer en treintainueve, veintiseismil en treintainueve, hicimos dos mil en tres, en
tres nifos

L13. P: 0 sea que, pero también lo hubieras podido hacer por €l otro lado

L14. Samudl: s

L15. P: listo

L16. Samuel: lo mismo. Y nos dio un total de seiscientos sesentaiseis pesos

L17. PD:yesoquees

L 18. Samuel: seiscientos sesentaiseis pesos es |os que le toca dar a cada uno para

L19. Kevin: a cada nifio

L20. P: a cada nifio

L21. Samuel: a cada nifio para completar los tres globos

Desde lo declarado por Samuel podriamos situarlo en un pensamiento multiplicativo
simbdlico y podemos suponer que el reconoce muy implicitamente una proporcién en la que
26000:39 :: 2000:3, ademas su forma de resolver la tarea permite inferir que é esta
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reconociendo unarelacion entre términos de una proporcion, sin embargo algunos recursos
linglisticos como “multiplicamos” (L1), “dividimos” (L8) son paabras claves que nos
generan dudas con respecto a un estrato de significacion contextual o simbdlico, porque
permitirian ubicarlo en un estrato contextual por €l uso de palabras clave, pero las palabras
en si mismas estén indicando que se acudio a recurso simbdélico o numérico para hallar las
cantidades, este episodio nos confronta nuevamente con la dificultad de categorizar
estudiantes en uno u otro estrato de generalidad dada |a dilatacion semiética que supone un
despliegue de recursos semiéticos mayoritariamente linguisticos para explicar la forma de
accion y reflexion frente alatarea.

En cuanto a pensamiento multiplicativo notamos que Samuel esta trabajando con distintas
unidades: la unidad “dos mil pesos lo que valen tres globos” (unidad razén), “vale cada
uno” (unidad), “los del salén” (todo) y “seiscientos sesentaiséis pesos es los que le toca dar
a cada uno” (unidad: unidad razon), aunque no es explicito consideramos que a partir de lo
declarado por Samuel, é logro tomar conciencia de los diferentes tipos de unidades
presentadas en latareay cuando esta refiriéndose alas cantidades obtenidas busca la manera
de precisar € significado de estos numerales, es decir que esta desarrollando un proceso de
normacion parareinterpretar la situacion en términos de los resultados obtenidos. A partir de
la transcripcion realizada y teniendo en cuenta los intentos de precisar € tipo de unidad que
estaba considerando Samuel, relacionamos las lineas de la transcripcion con las posibles
relaciones que establece Samuel entre las magnitudes puestas en la tarea, en la siguiente
tabla.

Linea Estudiantes Paquetes  de | Globos Precio $
Globos

1 3 1 3 2000

1 39 13 39 26000

8 1 13 1 666
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Capitulo 5. Conclusiones

Lo importante es
no dejar de hacerse preguntas
Albert Einstein

El reporte de esta investigacion concluye con la respuesta ala pregunta de investigacion y la
argumentacion acerca del cumplimiento de los objetivos trazados. Adicionalmente
consideramos menester exponer algunas de las reflexiones més importantes con respecto a
la experiencia de extrapolar los constructos de la TCO a pensamiento multiplicativo, las
cual es generan nuevas preguntas de investigacion.

Respuesta a la pregunta deinvestigacion

Al inicio de esta investigacion nos preguntamos ¢Cuales son los procesos de objetivacion
desarrollados por un grupo de estudiantes de grado sexto (10 — 13 afios) cuando afrontan
tareas de tipo multiplicativo? Indagar por cuales son los procesos de objetivacion de los
nifios de grado sexto cuando resuelven tareas de tipo multiplicativo tiene su razén de ser en
tanto nos interesd investigar, y aun nos interesa seguir investigando, las maneras en que los
nifios producen significados en torno ala multiplicacion, para ello tomamos como referencia
para nuestra exploracion las categorias de la TCO usadas en el pensamiento algebraico,
especificamente en la generalizacion de patrones. Asi las cosas y con respecto a dichos
procesos de objetivacion podemos concluir que existe evidencia empirica, no concluyente,
con respecto a los procesos de objetivacion contraccion semidtica e iconicidad en €
desarrollo del pensamiento multiplicativo, los cuales requieren mayor estudio con €l fin de
poder caracterizarlos a través del seguimiento a la evolucion de los MSO, de igual manera
consideramos que hace falta mayor documentacion con respecto a la posible configuracién
de estratos de generalidad factual, contextual y simbdlico en e desarrollo del pensamiento
multiplicativo y sus vinculos con los hipotéticos vectores de unitizacion y normacion en
cada estrato de generalidad. No obstante, y a partir de las categorias de la TCO utilizadas en
este estudio podemos presentamos indicios acerca de estos procesos de objetivacion desde
los MSO movilizados por estudiantes que ya han instanciado formas de accién y reflexion
en torno ala multiplicacion, luego de seis afos de experiencias matematicas.

M SO kinestésicos

El gesto més recurrente es € conteo con los dedos denominado MSO conteo segin
Villanueva (2012) y que agui denominamos conteo dactilar o digital, € cual es unaforma
corpérea de significar los conteos y que ha sido histérica y culturamente constituida. Su
evidente y muy frecuente uso para realizar conteos de unidades simples y multiples, que
como signo manifiesta e dominio abstracto de las cantidades, es una materializaciéon o
manifestacion del pensamiento de |os nifios con respecto a las cantidades y sus operaciones.
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La frecuente movilizacion que dieron los nifios a este M SO podria ser un sintoma que indica
la existencia necesaria de la objetivacion por lo menos del conteo y luego e de las
agrupaciones, antes que el de lamultiplicacion, es decir que éstos hacen parte del proceso de
objetivacion que Radford (2008a) denomina iconicidad, € cual hizo aparicion constante
durante todas las tareas cuando |os nifios hacian referencia a experiencias anteriores como €l
acudir a este recurso antropomorfo para contar, que ya se ha encarnado en la forma de
actuar de los estudiantes. Esta forma corp6rea no solamente puede sino que debe ser
considerada tanto en la ensefianza como en el aprendizaje de |0s nimeros, sus operacionesy
propiedades con € fin de aprovechar la materializacion de laidea abstracta de cantidad.

L os seflalamientos realizados por |os nifios tienen laintencion de mostrar €l objeto al que se
refieren, sin embargo notamos que cuando sefialan cantidades de objetos, no solo sefialan el
objeto sino que refieren a su cantidad, es decir que este movimiento de los dedos es a su vez
un signo que da cuenta de la subitizacion. De otro lado encontramos que estos
sefialamientos parecen funcionar de forma distinta cuando se tocan los objetos de referencia
a cuando no se tocan, adicionalmente estos sefialamientos que funcionan en ocasiones como
gestos indéxicales a veces aparecen para referir la conformacion de unidades compuestas,
como lo realizé Sebastian en la tarea de los bufiuel os para referir a un grupo de bufiuelos.
Un sefidamiento particular corresponde a redlizado por Maicol en la tarea de los
extraterrestres en la que despliega un doble gesto indéxical para contar y comparar
cantidades de dos espacios de medida distintos, en € espacio de los extraterrestres va
contando con ritmo y entonacion grupos de tres extraterrestres y en e espacio de las
raciones de comida va tapando las cantidades que va contando.

Los dedlizamientos, que pueden considerarse como signos kinestésicos indéxicales
espaciales son utilizados por los nifios para referir unidades compuestas en las cuaes esta
implicito € proceso de subitizacion, a su vez también aparecieron para referir las
dimensiones de arreglos rectangulares tales como €l largo y € ancho. Este movimiento
también parece tener un acento particular evidenciado cuando en € deslizamiento se tocala
superficie de la hoja y que es distinto de aquel que se realiza en € aire, en este Ultimo es
usado para hacer referencia a objeto pero sin acentuar la atencion en aguna de sus
caracteristicas como la cantidad o laforma.

Las inscripciones realizadas por |os nifios en las hojas de trabgjo resultan ser otro MSO, a
través del cual se degja un registro o una marca de aquello gque se considera relevante en la
solucion de la tarea, tal como ocurrio en € grupo de Estefania y Jessica en la tarea de los
extraterrestres, quienes acudieron a inscribir en un ovalo los grupos de tres extraterrestres
usados para la comparacion.

Los dibujos que realizan los nifios también pueden ser considerados MSO en la medida que
estos posibilitan € acceso o fungen como re-presentacion de los objetos, relaciones o
cualidades presentes en la tarea, su uso permite a los nifios traer a plano material aquello
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gue no puede ser comprendido 0 que quiere ser explicado a los otros. Estos dibujos son
signos usados intencionalmente para poner algo de presente para si mismo o paralos demés
y fueron evidenciados en las tareas de la pizza y los bufiuelos, sin embargo no todas las
tareas provocaron su emergencia y es alli donde aparece la reflexion acerca del tipo de
tareas que provocan su uso, las cuales pueden estar requiriendo una menor abstraccion de
las relaciones mateméticas.

M SO Linguisticos

Los deicticos espaciales (éste, esto, acd) y temporales (seran, fueron, son) aparecen
frecuentemente acompafiados de sefialamientos, razon por la cual preferimos obtener la
informacion de los sefialamientos que nos ubican espacialmente en los objetos que se
indican o sefidan. Por lo tanto consideramos que en e pensamiento multiplicativo los
deicticos espaciales no pueden ser considerados como MSO dado que aparecen para
acompaiiar |os sefialamientos y en si mismos no constituyen signos que permitan producir
significados sobre la multiplicacion, esto no quiere decir que no tengan aparicion 0 no sean
importantes, ocurre que no son lo suficientemente informativos acerca de las formas de
accion y reflexion de los nifios.

Las palabras o frases clave utilizadas por |os nifios constituyen una manera de capturar una
relacion o definir linglisticamente una operacion, por g emplo cuando Samuel en latarea de
los extraterrestres afirma que “es una comida por tres” esta haciendo referencia a una razéon
gue luego procede a comparar aun cuando no exprese dicha razon en simbolos numéricos.
Las frases “veces mas”, “por cada™ y ““una tiene tantos’” son expresiones que evidencian la
captura o e establecimiento de relaciones entre cantidades y que luego funcionan para
definir modos de accion particulares a partir del recurso linguistico que orientala accion.

Laentonacién y € ritmo constituyen MSO através de los cuales |os nifios logran poner de
presente la cardinalidad de un conjunto o realizar conteos de unidades multiples; estos
recursos semioticos tienen su asidero en los significados atribuidos por los nifios a la
secuencia numérica, la cua perfila modos de accién particulares con las cantidades y que
son evidenciados en laforma en que los nifios cuentan grupos de objetos. Por ggemplo en la
tarea de los extraterrestres cuando Maicol cuenta los extraterrestres acude a un conteo
ritmico para realizar conteos en grupos de tres. La entonacion més alta o repeticion del
ultimo ndmero de una secuencia funciona para comunicar € cardinal del conjunto y es
usada frecuentemente por |os nifios cuando cuentan elementos de un conjunto, tal como lo
hace Sebastian en latarea de los cuadritos.

Nodos semidticos

Como audimos anteriormente los MSO frecuentemente aparecen simultaneamente y
provienen de distintos sistemas semiéticos que se complementan en una misma intencion,
hecho que ha sido considerado por Radford como un nodo semidtico y que da cuenta de
varios signos trabajando sincronicamente para hacer evidente una intencién y se convierten
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en modos de accion que en € tiempo tienden a ser subsumidos por formas de expresion mas
sobrias o sofisticadas.

Por g emplo, encontramos una subitizacion generada a partir de un nodo semidtico en €
cua distintos signos operan sincronizadamente para realizar una agrupacion, por gemplo las
palabras (tres), deslizamientos y sefialamientos (dedos indice y pulgar) desplegados en la
tarea de los extraterrestres por el grupo de Estefania para redlizar agrupaciones o
composicion de unidades simples. Estos signos y su conjuncion pueden aprovecharse en la
ensefianza inicial del conteo para hacer visible las maneras en que se puede redizar la
composicion de unidades simples, que permiten posteriormente realizar sumas y
multiplicaciones de cantidades pequefias.

Otro importante uso de los nodos semiéticos ocurre en la correspondencia y la agrupacion
de cantidades, las cuales son acciones semidticas que realizan los nifios para unitizar y que
requieren la coordinacion del sistema semiético perceptual y kinestésico, lo cual se
manifiesta a través de sefialamientos e inscripciones sobre |0s objetos que van acompariados
de expresiones linguisticas como los deicticos espaciales. Estos sefidlamientos e
inscripciones son manifestaciones de lo que ocurre a interior de nuestra mente, que no se
construye de asimilaciones y acomodaciones sino mas bien de instanciaciones y
actualizaciones, gue son entendidas desde la complegjidad del paso entre lo sociad a lo
individual através de la accion reflexiva.

Acer ca de nuestros obj etivos
Para e desarrollo de esta investigacion nos planteamos tres objetivos especificos a los
cuales vamos a hacer referencia

1. ldentificar una serie de tareas de tipo multiplicativo, adaptarlas e implementarlas bajo
los principios de la Teoria Cultural de la Objetivacion en un grupo de estudiantes de
grado sexto.

Los diversos tipos de tareas propuestos resultaron, desde nuestra visiéon semidtico cultural,

mas que simples tipos de tareas, éstas permitieron tomar conciencia de la importancia de su

disefio, sus pretensiones y las maneras en que son asumidas por |os nifios, ya que con cada
una de €ellas se propulsan formas prototipicas de pensar multiplicativamente, que son
mediadas, orientadas por € tipo de tareas. Es decir que a proponer solamente tareas de
multiplicacion como suma reiterada, estaremos posibilitando solo la objetivacion de esa
forma prototipica de pensar multiplicativamente, mientras que disefiar tareas en cada una de
estas formas prototipicas de pensar multiplicativamente hard que e acercamiento a las
formas semidtico culturales histéricamente formadas sea de tal riqueza que la toma de
conciencia del objeto multiplicacién, comprenda varias formas de accién y reflexion, asi
como, distintos horizontes semidticos, en los que € estudiante no solamente tome
conciencia de un saber, sino que ademas sea con ese saber dentro de su contexto cultural. Al
respecto del tipo de tareas utilizadas podemos concluir que aguellas tareas en las que
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aparecia un grafico o dibujo propulsaron mayor movilizacion de MSO que aquellas que no
la tenian y a su vez las tareas que consideraron situaciones muy simples, no resultaron
retadoras para los nifios y por lo tanto no lograban implicarse conjuntamente en su solucion,
aun cuando durante dicha solucion individual y &gil, si se movilizaran MSO y se pudiera dar
cuenta del posible tipo de pensamiento multiplicativo en desarrollo. En sintesis
consideramos que la estructura de las tareas y su consiguiente desarrollo como evento
dentro de la labor, es de vital importancia para evidenciar 10s procesos de objetivacion del
pensamiento multiplicativo, toda vez que éstas propulsan formas distintas de significar la
multiplicacion de cantidades y deben posibilitar que los nifios se impliquen en procesos
sociadles de toma de conciencia en los cuales se logre € refinamiento progresivo de
subjetividades, esto es de procesos de objetivacion.

Frente a tipo de intervencion de aula realizada, en la cual no se pretendio explicitamente
ensefiar algo, queremos aclarar que nuestro interés fue describir y analizar una situacion
desde una postura tedrica, pero no por ello queremos direccionar las maneras en que los
estudiantes proceden con este tipo de tareas, no es nuestro interés juzgar, es conocer como
proceden los estudiantes, entender las manifestaciones de una mente que trabaga con la
multiplicacion de cantidades y con distintos tipos de tareas, en una labor conjunta, que
permitieron conocer algunos aspectos de como se manifiestan formas de significar la
multiplicacion escolar a través de la actividad de los nifios. Es importante aclarar que
cuando los nifios actuaban desde sus subjetividades, estas eran cuestionadas o posicionadas
como inconvenientes ante la clase, es decir que en la socializacion se generaba la opcién de
reorientar las acciones de los nifios que no se correspondian con la solucion esperada a la
tarea, evitando asi generar la sensacion que cualquier accidn, aunque era valorada, fuese
correcta o la esperada.

2. Describir los medios semidticos de objetivacion movilizados por un grupo de

estudiantes de sexto grado cuando resuelven las tareas adaptadas de tipo multiplicativo.
Consideramos que en € capitulo de andlisis multimodal y en e apartado anterior donde
dimos respuesta a la pregunta de investigacion se evidencia la identificacion y andisis del
rol que juegan estos signos en la resolucion de las tareas, € contexto y uso de su
movilizacion y una posible caracterizacion en términos de su procedencia, es decir
Kinestésicos o linguisticos.

3. Describir y analizar la evolucion de los medios semiéticos de objetivacion conforme
resuelven las tareas adaptadas de tipo multiplicativo.

En e desarrollo de la investigacion y a partir de los datos obtenidos encontramos posible

sugerir estratos de generalidad plausibles en e pensamiento multiplicativo, los cuales estan

caracterizados por € tipo de MSO movilizados por los nifios y por la manera en que estos

evolucionan y van siendo subsumidos por maneras de expresion mas sofisticadas y

econdmicas; para definir esta evolucion nos basamos en la idea de Radford quien define la
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contraccion semidtica como e indicador de transito entre estratos de generalidad y por lo
tanto esta evolucion hacia estratos de generalidad ocurre en la evolucion de los nodos
semidticos. Sin embargo queremos aclarar que en nuestra investigacion no pudimos hacer
un rastreo minucioso a esta evolucién de nodos semiéticos por dos razones: la primeratiene
gue ver con las caracteristicas de nuestra poblacion pues, a ser estudiantes que ya tenian un
encuentro cultural con la multiplicacion, se tornaba complejo definir cuales instanciaciones
habian sido provocadas por las tareas y cuales ya eran un modo de conciencia estable y la
segunda con las caracteristicas de nuestras tareas pues todas |as tareas estaban poniendo en
juego desde su seleccion, adaptacion e implementacion distintos aspectos caracteristicos del
pensamiento multiplicativo, por |o que no era posible realizar el seguimiento ala evolucién
delos MSO en un tipo particular de tareas.

Como objetivo general de esta investigacion nos propusimos Estudiar y analizar los
procesos de objetivacién desarrollados por un grupo de estudiantes de grado sexto (10 — 13
anos) cuando resuelven tareas de tipo multiplicativo, ante lo cua tenemos que declarar que
durante € estudio y andlisis de los procesos de objetivacion desarrollados por los nifios,
podemos sostener que los MSO evidenciados en este estudio sugieren la existencia de
formas prototipicas (historico culturalmente formadas) de pensamiento multiplicativo, elo
implica que en tanto se reconoce y posiciona la multiplicacion como un objeto de la cultura,
es posible reconocer modos en los que este saber (general) se instanciay se actualiza en €l
conocimiento (singular) a través de la mediacién semidtica de la actividad o labor
(particular), la cual se convierte en un objeto de la conciencia a través de un proceso de
mediacion semidtica de toma de conciencia o de objetivacién al cua nos acercamos desde
subj etividades compartidas o intersubjetividades que confluyen en una alteridad (bajtiniana)
gue posibilita no solamente el saber sino & ser en una comunidad de aprendizaje que busca
luchar contra la alienacion impuesta por las violentas (en el sentido de violencia simbdlica)
y comunes practicas de ensefianza de caracter contemplativo y alienante.

Para lograr elaborar significados de esas formas semidtico culturales historicamente
formadas es necesario hacer un esfuerzo por que los nifios se impliquen en labores que
posibiliten los posicionamientos criticos, responsables y subjetivos ante sus comparieros y
ante las tareas. Es a partir de procesos de objetivacion, de procesos continuos, no
terminados, de toma de conciencia de esas formas presentes en |a cultura semidtica que se
logra elaborar los significados de la multiplicacion. Actuamente tenemos distintos modos
de significar la multiplicacién, cudl sugerimos acd; aquel que puede entender la
multiplicacion de una manera tal que englobe o tenga algo de cada una de aquellas formas
de accion y reflexion que histéricamente han contribuido a conformarse como |os patrones
de accidn fijos incrustados en la cultura que hoy conocemos, de manera que pueda atenderse
en & proceso de su ensefianza aprendizaje a ese recorrido epistemol 6gico deseado en € cual
el estudiante es capaz de transitar por los momentos que histéricamente han permitido
significar una forma de accién, codificarlay asumirla como valida dentro de una sociedad.
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Con lo anterior estamos sugiriendo que las tareas que proponemos a nuestros nifios con
respecto a la multiplicacién deben apuntar a comprenderla como un cambio de unidades,
una forma de accion particular o un tipo de pensamiento prototipico, lo suficientemente
solido para soportar diferentes significados de la multiplicacién en distintos universos
numéricos de forma unificada.

Tomar conciencia de |os aspectos semi6ticos que mediatizan la actividad matemética de |os
estudiantes nos hace trascender estainformacién al desarrollo de las précticas docentes, toda
vez que pueden ser usadas en las maneras en que los docentes hacemos que | os estudiantes
tomen conciencia de las diferentes interpretaciones que puede tener la multiplicacion, esto
puede gjemplificarse con el uso del doble gesto indéxical movilizado por Maicol en latarea
de los extraterrestres, pues cuando el docente sabe que los nifios movilizan ese doble gesto
indéxical parareferir la variacion constante en dos espacios de medida, este gesto puede ser
utilizado o valorado por € docente cuando trabaja con tareas de dependencia. Otro gemplo
puede estar en e uso de los dedos como mecanismo de conteo de unidades simples y
unidades multiples, lo cual acerca al nifio a las formas de significacion histérico cultural, y
hasta genéticamente, constituidas para hacer conteos. En tercer lugar proponemos que se
valore y potencie € uso de paabras clave o recursos linglisticos acompafiados de
movimientos kinestésicos para realizar agrupaciones, conteos y establecer relaciones, un
nodo semiotico que puede ser usado por €l maestro en sus intervenciones para acercar alos
nifios a las formas de relacion multiplicativa entre cantidades a través de formas corpéresas.
En sintesis consideramos que es necesario e importante prestar atencion a los MSO y
procesos de objetivacion desarrollados por los nifios cuando afrontan tareas de tipo
multiplicativo, toda vez que éstos son utilizados por |os nifios para tomar conciencia de las
formas codificadas histérico culturamente de significar la multiplicacion en sus distintas
formas de aparicién y permite al docente tomar decisiones pedagdgicas y emprender
acciones didéacticas que contribuyan a desarrollar procesos de objetivacion de los objetos
matematicos en particular € de la multiplicacion.

La informacion obtenida sugiere empiricamente que los constructos de la teoria cultural de
la objetivacion no son exclusivos del pensamiento algebraico y que pueden ser usados en
otros dominios como & pensamiento multiplicativo siempre y cuando se provea a la clase
las tareas necesarias para emprender labores conjuntas que encaminen a los nifios a
comprender la multiplicacién como un cambio de unidades.

Objetivacion y pensamiento multiplicativo

Asumir una postura semictico cultural para explorar formas de accion y reflexion de los
nifios en el pensamiento multiplicativo nos llevo a generar algunas reflexiones particulares
en torno a los compleos procesos de objetivacion del pensamiento multiplicativo. ES decir,
gue si bien, proporcionamos indicios de los procesos de objetivacion contraccion semiética
e iconicidad, cuando nos centramos en € estudio de dichos procesos encontramos que éstos
estan intimamente rel acionados con vectores del pensamiento multiplicativo y con laideade
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estratos de generalidad o tipos de pensamiento, razén por la cua en la seccion 2.4
propusimos unos hipotéticos vectores del pensamiento multiplicativo, asi como algunas
caracteristicas de posibles estratos de generalidad que en e anadisis multimodal quisimos
sondear y poner a prueba, de manera que pudieran evidenciarse las razones por las cuales
emergieron estos vectores y estratos a partir de los datos de la investigaciéon y no como una
simple especulacion a partir de la teoria. Sin embargo insistimos que estos aspectos siguen
siendo objeto de estudio y podrian llegar a modificarse o replantearse seglin se pongan a
prueba en otras investi gaciones.

Los estratos de generalidad factual y contextual son de caracter pre simbdlico mientras que
el estrato simbdlico esta caracterizado por la designacion simbdlica preferentemente con
Signos numericos y operaciones que recaen principalmente sobre ellos. Sin embargo es
necesario definir estratos de significacion distintos segin la multiplicacion se haga con
numeros naturales o con fracciones 0 decimales o porcentges, dado que € tipo de
cantidades impone formas de acciéon y reflexion distintas.

Es necesario aclarar, que desde los principios de la TCO & objeto matematico no se
construye, no se asimila, no se transmite, no es solo toparse con e objeto, € objeto
matematico aparece ante el estudiante, empezando a hacer parte de su conciencia através de
los contrastes, las opiniones de otros, las persuasiones intelectuales que logran producir
significados subjetivos e idiosincréticos que posteriormente se vuelven més sofisticados y
gue € sujeto va refractando en esa relacion dialéctica en la cual se van produciendo los
significados atribuidos por la semidtica cultural historicamente formada del objeto.

Una de las formas de reflexion evidenciadas con respecto a la multiplicacion consiste en
hacer o interpretar la multiplicacién como una suma reiterada, un modelo cultura a partir
del cual, probablemente, se instancid e significado de la multiplicacion, ello admite la
posibilidad de pensar que toda vez que se comprende la multiplicacion de esta manera, los
nifios evocan este significado para reflexionar con respecto a tareas que, aunque
multiplicativas, deberian ser resueltas con otro tipo de acciones y reflexiones.

A partir de las tareas propuestas y de |os recursos semi6ti cos desplegados por los nifios en la
resolucion de las tareas fue posible evidenciar las siguientes formas prototipicas de
pensamiento multiplicativo: Suma reiterada, conteo de objetos dispuestos rectangularmente,
combinacion de elementos de dos conjuntos, calculo de la cantidad de superficie de una
region rectangular, operador en un espacio Unico de medida, isomorfismo de medidas,
establecimiento de relaciones de proporcionalidad, cambios de unidad, establecimiento de
relaciones, calculo mental, operacion netamente numeérica, comparacion numerica, razon,
funcién lineal. Sin embargo dificilmente una tarea puede ser ubicada categdricamente en un
tipo de pensamiento u otro ya que las diversas formas de accion y reflexion de los nifios
frente a una tarea multiplicativa pueden ser la puerta de entrada a otras formas de
pensamiento, por g emplo vimos como latarea de los extraterrestres confino a algunos nifios
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a entablar relaciones corporales entre cantidades similares a las de una proporcion y en €
caso de latarea de la alcancialos nifios lograron incluso manifestar caracteristicas de un tipo
de pensamiento algebraico contextual.

Cuestiones abiertas

Los datos empiricos aqui presentados, que son evidencias y ademas son coherentes con 1os
supuestos metodoldgicos y con las orientaciones tedricas, no pueden entenderse como
concluyentes, a respecto falta mucho por indagar, pues s bien los datos presentados
demuestran algunos MSO que persisten en € tiempo, y que luego de algunos afos de
contacto con el objeto multiplicacion aln se mantienen, es necesario explorar cuales serian
esos MSO emergentes, por gemplo en los preescolares, pues los aqui presentados se
entienden como movilizados como pre existentes, es decir, que ya son una forma de accion,
un modo estable de conciencia frente a objeto multiplicacion. A su vez se puede ganar
mayor comprension acerca de otros aspectos que podria entrafiar € pensamiento
multiplicativo y su posible desarrollo a través de un seguimiento exhaustivo a la evolucion
de los MSO que podrian definir otro tipo de procesos de objetivacion, analizados desde la
infancia.

La certeza de los datos depende de la frecuencia con que estos aparezcan y por tal razon es
necesario realizar un seguimiento particular con cada una de las interpretaciones de la
multiplicacion, de manera que sea posible evidenciar claramente |os procesos de contraccion
semidtica que en este estudio aparecen COMoO insinuaciones y que requieren mayor
documentacién. De igual manera es conveniente emprender indagaciones acerca dd tipo de
reflexiones y acciones que realizan |os nifios cuando cambia €l tipo de nUmeros utilizados ya
gue estos inicialmente imponen limitaciones pero posteriormente son posibilitadores de
nuevas formas de reflexion.

A partir de los datos obtenidos, de las hipétesis formuladas y de las conclusiones
presentadas proponemos algunos el ementos parala discusion:

Asumiendo la unitizacion y la normacién como vectores hipotéticos en € pensamiento
multiplicativo y la existencia de posibles estratos de generalidad de tipo factual, contextual y
simbdlico, consideramos que estos aspectos guardan estrecha relacion entre si por 1o que
podrian emprenderse estudios rigurosos y sistematicos que permitan identificar las formas
de aparicion de estos vectores en cada uno de |os estratos de generalidad.

Conjeturamos la existencia de un proceso reversible a de contraccion semidtica € cua
denominamos dilatacion semidtica, el cua puede estar relacionado con el proceso de
iconicidad, sin embargo creemos que este proceso de dilatacion puede ser una caracteristica
general del pensamiento provocada por situaciones en las que se requiere comunicar 0
explicar ago.
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Creemos posible que los procesos de unitizacion pueden estar dando cuenta de procesos de
contraccion semidtica, en tanto la conformacion de unidades mdltiples provee cierta
sobriedad al pensamiento y a las acciones de los nifios y simulténeamente la normacion
podria estar relacionada con los procesos de dilataciéon en 1os que se requiere reinterpretar
una situacion en términos de la unidad.

Consideramos la posible existencia de un sentido de la numerosidad, con ciertos atributos
como la capacidad de unir y separar sus elementos. Dicho sentido podria considerarse un
aspecto caracteristico previo ala unitizacion y estar asociado a los procesos de objetivacion
de la secuencia numérica y sus procesos aditivos. Igualmente creemos que puede existir
cierto sentido de la operatividad que puede estar desplegandose después de los proceso de
normacion y que permite a los nifios obviar la unitizacion y la normacion, para pasar a un
nivel de abstraccion en € cua la multiplicacion aparece solamente como una operacion
entre nUmeros.

Finalmente y teniendo en cuenta que el estudio realizado es de tipo exploratorio son mas las
preguntas que deja que las que responde. Concluimos que en tanto la objetivacion es un
proceso perpetuo, es necesaria mayor evidencia que permita documentar los aspectos
relacionados con los procesos de objetivacion de la multiplicacion y por lo tanto es
conveniente investigar estos procesos teniendo en cuenta aspectos asociados a la edad, €
tipo de tareas, la forma prototipica o interpretacion de la multiplicacion, los vectores del
pensamiento multiplicativo, los estratos de generalidad, € tipo de cantidades y €l tipo de
labores, de manera que para seguir comprendiendo el pensamiento multiplicativo desde una
perspectiva semiotico cultural deberan generarse estudios referidos a:

L os procesos de objetivacion segun € tipo de numeros (N, Z, Q)

L os procesos de objetivacion segun € tipo de magnitudes (extensivas e intensivas)

Los vinculos con otro tipo de razonamientos (relaciona, aditivo, exponencial,
algebraico, proporcional)

El tipo de tareas seguin su carga epistémica

El tipo de pensamiento multiplicativo instanciado extraescolarmente

La movilizacién de recursos semioticos del profesor y su incidencia en los procesos de
objetivacion de los nifios, e incluso seriainteresante

Una comparacion con los hallazgos realizados en e campo cognitivo a respecto del
pensamiento multiplicativo.

YV VYVVV VVYV
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