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Resumen

Los dos episodios de clase que se presentan y analizan en este articulo tuvieron
lugar en un curso de geometria plana, ubicado en el segundo semestre de un
programa de formacion inicial de profesores de matemaéticas. Son propdsitos
centrales del curso desarrollar competencia demostrativa y contribuir a formar
en los estudiantes una concepcion de la demostracion segin la cual ésta es una
actividad distintiva del quehacer matematico que es posible y deseable llevar a
cabo en cualquier curso de matematicas. Se busca alcanzar los propdsitos
mencionados conformando una comunidad de practica cuya empresa comun,
primero es la reconstruccion de una parte del sistema axiomatico elaborado por
los autores del texto que se sigue en la clase, y luego, la construccién del
sistema axiomatico correspondiente para el tema de los cuadrilateros.
Naturalmente, el papel de la profesora del curso, en calidad de experta local, es
decisivo en la conformacion de la comunidad de practica. Sin embargo, Cabri
como instrumento de mediacion y comunicacion juega también un papel
determinante en dicha conformacidn. llustrar en qué consiste ese papel es lo que
nos ocupa en este articulo.

1. INTRODUCCION

En el campo de la educacion, desde hace algin tiempo se han venido abriendo paso las
perspectivas socioldgicas y antropoldgicas del aprendizaje. Dentro de esta tendencia,
algunos teoricos e investigadores en Educacion Matematica han ido reconociendo que no es
posible comprender y explicar a cabalidad la actividad matematica de los estudiantes
atendiendo solamente a teorias individualistas —i.e., aquellas que tratan el aprendizaje
matematico casi exclusivamente como un proceso de construccion individual— y se han
ido interesando por las dimensiones social y cultural de la actividad matematica en la clase.



En ese contexto han surgido las teorias socioculturales del aprendizaje de las matematicas
que, basadas en los planteamientos de Vygotsky, sostienen que las dimensiones
individuales de la experiencia son secundarias frente a las sociales y culturales y, en
consecuencia, procuran explicar el aprendizaje matematico de los estudiantes, enfocandose
principalmente en la participacion de ellos en practicas socioculturales.

La interaccion social se ve como el medio por el cual se transmiten de una generacion a
otra las formas matematicas de conocer; en ese sentido, la interaccion social, mas que ser
un catalizador que posibilita o dificulta el aprendizaje, es un factor determinante de éste’.

Por ejemplo, desde una perspectiva sociocultural y haciendo eco a Lave y Wenger, Goos (2004, p.
259) afirma que “la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas se conciben como actividades
sociales y comunicativas que requieren la formacion de una comunidad de préactica, en la que los
estudiantes se apropien y usen los valores epistemoldgicos y las convenciones comunicativas de la
comunidad matematica misma”. Por su parte, Forman (1996, p. 117) afirma que entender el
aprendizaje “como mayor participaciéon en una comunidad de practica [...] implica que lo que
importa para el aprendizaje no es la disponibilidad de recursos instruccionales tales como
computadores, tamafio del grupo de estudiantes, textos ricos en contenido, y demas, sino el acceso a
practicas significativas en una comunidad”. La responsabilidad principal del profesor es mediar
directamente entre los significados personales de los estudiantes y los significados matematicos
establecidos culturalmente (Cobb, Jaworski, Presmeg, 1996).

Nuestro grupo de investigacion ha asumido una perspectiva sociocultural del aprendizaje de las
matematicas, razén por la cual estamos de acuerdo en que éste depende de y se refleja
principalmente en el involucramiento genuino del sujeto en practicas que caracterizan a una cierta
comunidad y, por tanto, la diferencian de otras. Sin embargo, no podemos conferir a los recursos
instruccionales un papel secundario ya que la misma perspectiva sociocultural nos ha permitido
comprender el profundo efecto de los instrumentos de mediacién en el conocimiento, incluso en el
matematico; los recursos disponibles materializan las acciones de los miembros posibilitando asi la
conformacién de una comunidad de practica. En pocas palabras, desde una perspectiva
sociocultural, la accién humana no se puede comprender o explicar aisladamente, separada del
medio en el que ocurre. Dependiendo del tipo de comunidad, la participacion en practicas
significativas de la comunidad puede demandar un menor o mayor esfuerzo y requerir de
condiciones especiales entre las cuales se incluyen recursos especificos como por ejemplo la
tecnologia computacional.

Especificamente, creemos que si la comunidad de la que se trata es una clase de matematicas en la
que el proposito es que los estudiantes aprendan a demostrar, el tipo de participacion dptima de
parte de ellos no consiste en observar a un experto en accion para luego tratar de reproducir lo
observado; se requieren acciones deliberadas, sistematicas y diversas, junto con instrumentos de

Al respecto, van Oers (1996, p. 93), siguiendo a Vygotsky, sefiala que las cualidades del proceso de pensamiento
del estudiante son generadas por las caracteristicas organizacionales de la interaccion social en la que el joven
participa. En consecuencia, para que una funcion mental superior (e.g., la reflexion, la evaluacion, el debate) emerja
en el desarrollo del sujeto se requiere que algun participante, en el nivel social y de manera publica, asuma el papel
de “pensador”, “evaluador”, “debatidor” publico, o de persona que realiza diestramente cualquiera de las funciones
mentales que se quiere desarrollar en el nifio.



mediacidn, capaces de posibilitar la participacién cada vez mas autonoma y relevante en la practica
de demostrar.

En este articulo presentamos evidencia empirica —recogida en el desarrollo de proyectos de
investigacion que hemos venido adelantando desde el afio 2004— del aprendizaje de los estudiantes
para el cual el uso del programa de geometria dindmica Cabri, junto con la gestion de la profesora
fueron factores determinantes.

Para comenzar, nos referimos de manera sucinta a la clase de matematicas como comunidad de
practica, luego hacemos una breve descripcion de la comunidad de préctica conformada en un curso
de geometria plana que ha sido el escenario de nuestras investigaciones, y finalmente, presentamos
y analizamos dos episodios que hacen parte de una experiencia de aprendizaje como participacion,
destacando el papel de Cabri en dicha experiencia.

2. LA CLASE DE MATEMATICAS COMO COMUNIDAD DE PRACTICA

En general, la clase de matematicas se puede entender como una comunidad de practica
(Lave y Wenger, 1991; Wenger, 2001). Comunidad, por cuanto es una configuracion social
que se propone realizar conjuntamente una empresa: desarrollar un curriculo local de
matematicas. De préctica, por cuanto el funcionamiento de la comunidad como tal es
resultado del aprendizaje colectivo de sus miembros cuando interactian entre si y con el
entorno para dar significado a la empresa que tienen entre manos y para participar en su
consecucion; tal préctica refleja tanto la busqueda del logro en la empresa como las
relaciones sociales que la acompafan (Wenger, 2001). Desde esta perspectiva, aprender
matematicas es tener una participacion cada vez menos periférica en la respectiva
comunidad de practica.

El concepto practica hace referencia a una actividad realizada en un contexto histérico y social que
otorga una estructura y un significado a lo que se hace. Incluye lo que se dice y lo que se calla, lo
que se explicita y lo que se da por supuesto. En palabras de Wenger (2001), incluye:

el lenguaje, los instrumentos, los documentos, las iméagenes, los simbolos, los
roles definidos, los criterios especificados, los procedimientos codificados, las
regulaciones y los contratos que las diversas practicas determinan para una
variedad de propdsitos. Pero también incluye todas las relaciones implicitas, las
convenciones tacitas, las sefiales sutiles, las normas no escritas, las intuiciones
reconocibles, las percepciones especificas, las sensibilidades afinadas, las
comprensiones encarnadas, los supuestos subyacentes, y las nociones
compartidas de la realidad que, si bien en su mayor parte nunca se llegan a
expresar, son sefiales inequivocas de la afiliacion a una comunidad de practica y
son fundamentales para el éxito de sus empresas. (p. 71)

La practica matematica mediante la cual un determinado grupo de estudiantes y profesor en
un &mbito escolar especifico se manifiesta como un cierto tipo de comunidad se sustenta en
marcos de referencia, perspectivas y recursos compartidos que delimitan el compromiso
mutuo en la accion y permiten la constitucion de una identidad de los miembros con la
comunidad y la construccion colectiva de significados matematicos. Dos tipos de practica a
los que se hace referencia en la literatura son las denominadas matemaéticas de la escuela y
las matematicas en las que se indaga (Cobb y Bauersfeld, 1995). Segin estos



investigadores, el primer tipo esta caracterizado por: el seguimiento de instrucciones, un
discurso en el que se manipulan simbolos sin que ello esté asociado a una actuacion mental
sobre objetos matematicos, y explicaciones matematicas que consisten en recitar secuencias
de pasos para la manipulacion de simbolos.

En las matematicas en las que se indaga, profesor y estudiantes conforman una comunidad
de validadores que cuestionan las explicaciones que describen simplemente la
manipulacion de simbolos, y en cambio aceptan aquellas en las que pareciera que se
estuviera actuando sobre objetos matemaéticos que les son comunes a las partes que se
comunican.

Consideramos que las comunidades de practica conformadas en cada version del curso de geometria
plana que ha sido escenario de nuestras investigaciones son del segundo tipo descrito.

3. CONTEXTO GENERAL DE LAS EXPERIENCIAS DE APRENDIZAJE QUE AQUI SE RECUENTAN

Los dos episodios que se presentan y analizan pertenecen a dos versiones de un mismo
curso de geometria plana: una ocurrida en el primer semestre lectivo de 2004 y la otra en el
primero de 2006. Por razones obvias, se trata de dos experiencias de aprendizaje en dos
comunidades de préactica diferentes. No obstante, consideramos razonable hacer una
descripcion general comun para las dos comunidades de practica dado que comparten, en
esencia, la “misma profesora”, los “mismos objetivos”, y la “misma empresa”. Las dos
comunidades estuvieron conformadas respectivamente por dos grupos, uno de dieciséis
alumnos y el otro, de treinta y seis alumnos, y por una profesora del Departamento de
Matematicas de la Universidad, coautora de este articulo.

El curso Geometria Plana esta ubicado en el segundo semestre de un programa de formacion inicial
de profesores de mateméticas de la Universidad Pedagdgica Nacional. Los estudiantes habian
cursado, el semestre anterior, Elementos de Geometria, una asignatura en la que se establece el
primer contacto que, en la Universidad, tienen ellos con la geometria; en tal curso se realizan
procesos exploratorios para que, a partir de un acercamiento informal a relaciones y propiedades
geomeétricas, a través de temas variados dentro de un espectro amplio de los distintos dominios de la
geometria, los alumnos reconstruyan o amplien su panorama geométrico y desarrollen las
competencias necesarias para poder asumir, en el siguiente semestre, un curso de geometria
ajustado a un sistema axiomatico. El desempefio académico de los estudiantes de ambos grupos en
tal curso estuvo lejos de ser 6ptimo.

La profesora habia tenido a su cargo la asignatura Geometria Plana durante varios semestres; en
consecuencia, contaba con una experiencia considerable sobre diversos aspectos del mismo, debido
en parte al trabajo que en torno al curso hemos realizado como grupo de investigacion®. En
particular, tenia trazada con bastante detalle la trayectoria de ensefianza y tenia identificados ciertos
aspectos que resultaban ser problematicos para los estudiantes en su proceso de aprender a
demostrar cefiidos a un sistema axiomatico. Convencida de que es imprescindible que los

Un recuento del trabajo de investigacion en la implementacion de la primera version del curso se puede encontrar
en Perry, Camargo, Samper y Rojas (2006).



estudiantes experimenten la actividad demostrativa en toda su extension® y con la hip6tesis de que
el uso de la geometria dinamica podria apoyar el logro de tal objetivo, introdujo en su clase el uso
de Cabri. Asi, en la experiencia investigativa que aqui reportamos, inicialmente los estudiantes
usaban Cabri en ciertos momentos de la clase, pero al finalizar el curso, Cabri era un instrumento
disponible de manera permanente.

Durante la mayor parte del curso Geometria Plana, la profesora embarcé a sus estudiantes en la
empresa de reconstruir un sistema axiomatico para una porciéon de la geometria euclidiana del
plano, a partir de la propuesta del texto* usado; hacia el final, varié un poco la empresa a realizar,
pues ya no se trataba de reconstruir sino de construir el sistema axiomatico correspondiente a un
tema geométrico particular, sin el apoyo del texto. En esta comunidad de préctica, el propésito era
que los estudiantes avanzaran en su aprendizaje de la demostracion en matematicas, es decir, que
cada vez pudieran participar de manera mas genuina (i.e., con una motivacién interna, conscientes
de su papel en la consecucion de la empresa), auténoma (i.e., con razones propias para fundamentar
lo que se dice y lo que se hace, independiente de los otros como autoridad), y relevante (i.e., aportes
gue vienen al caso y que son valiosos aun si son incorrectos) en la practica de la demostracion.

Para hacer factible la participacion de los estudiantes en esta comunidad de practica, desde el inicio
del curso, la profesora explicité la exigencia de que ellos prepararan de antemano, el tema que se
trataria en cada clase e inici6 la constitucidn de una practica discursiva conocida en esta comunidad
como “conversacion entre la profesora y un alumno en el tablero”. Este mecanismo principal de
interaccion entre profesora y estudiante se modificaba en algunos casos aceptando que otros
alumnos intervinieran para apoyar a quien estaba en el tablero; eventualmente, la interaccion
terminaba haciéndose entre la profesora y el grupo de estudiantes. Con esa forma de trabajo, la
practica de ensefianza se apart6 decididamente del esquema conocido como ensefianza directa; en
realidad, sin exageracion alguna, la clase siempre fue desarrollada en un esfuerzo conjunto de la
profesora y un estudiante o el grupo de estudiantes, en un esquema en el que la profesora proponia
preguntas o tareas especificas a quien estaba en el tablero y entablaba una conversacién en torno a
lo que el estudiante iba haciendo para cumplir la tarea propuesta. Es importante destacar que una de
las normas que reguld la préctica discursiva desde el principio del curso, exigia justificar, desde el
sistema axiomatico, toda afirmacion de contenido geométrico.

En ocasiones, la profesora planteaba situaciones problema que los estudiantes debian realizar con el
apoyo de Cabri, individualmente o en pequefios grupos; la intencién con tales tareas era involucrar a
los estudiantes en la actividad demostrativa pues debian explorar la situacion, conjeturar, y validar
la conjetura. Después de tal trabajo se realizaba una puesta en comun coordinada por la profesora,
en la que se reconstruia publicamente lo realizado en los grupos y se exponian los resultados
logrados.

4. RECUENTO Y ANALISIS DE DOS EXPERIENCIAS DE PARTICIPACION EN ACTIVIDAD
DEMOSTRATIVA

En esta seccion relatamos dos episodios; el primero tuvo lugar al desarrollar la unidad de
ensefianza correspondiente a cuadrilateros y el segundo al desarrollar el tema de la distancia

8 Es decir, que no s6lo se ocupen de la tarea de justificar sino que también exploren situaciones problema y a partir de

ello, formulen conjeturas.

El libro de texto usado fue Moise, E. y Downs, F. (1970). Geometria Moderna (traduccién de Mariano Garcia).
Fondo Educativo Interamericano, S.A.



minima entre dos puntos. En ambos casos, hacemos un analisis que pretende poner de
manifiesto factores que configuran los sucesos; en particular, precisamos en qué pudo haber
influido el uso de Cabri.

Episodio 1: Una situacion problema relativa a cuadrilateros

El curso estéd entrando en la recta final. Para desarrollar el curriculo correspondiente al tema
de cuadrilateros, la profesora introduce una variacion: no van a reconstruir el sistema
axiomatico siguiendo el libro de texto como lo han hecho hasta ese momento con los temas
anteriores; ahora, van a construirlo ellos mismos involucrandose en una actividad
matematica de indagacion en la que se explora, se conjetura y se demuestra. La profesora
plantea entonces una situacion problema y destina un tiempo de la clase para que los
estudiantes trabajen conjunta o individualmente en su solucion. Cabri es ahora un recurso
disponible de manera permanente en la clase y cada estudiante cuenta con una calculadora.
Durante el trabajo de los estudiantes, la profesora se acerca a ellos para informarse de lo
que estan haciendo. Al cabo de un rato, la mayoria de estudiantes tiene una conjetura como
posible respuesta al problema; la profesora abre entonces un espacio para hacerlas publicas;
varios estudiantes participan enunciando su conjetura. Inmediatamente después se centra la
atencion en dos de las conjeturas enunciadas.

La situacion problema

Determinen los cuadrilateros para los cuales una diagonal biseca a la otra
diagonal. Exploren y estudien la situacion de tal manera que, entre todos,
lleguemos a la mayor cantidad posible de conclusiones. Pueden trabajar en
grupo si lo quieren.

Al examinar el tipo de tarea propuesta, podemos reconocer que se trata de un problema,
planteado en un contexto matematico, para el cual no hay una Unica respuesta. La condicién
exigida en el problema para las diagonales de un cuadrilatero no produce un tipo
reconocido de figura; sin embargo, los estudiantes pueden adicionar otras condiciones, de
manera inconsciente o deliberada, con lo cual se propicia la posibilidad de respuestas
distintas. Por ejemplo, se pueden tomar diagonales que se bisequen mutuamente, en cuyo
caso se tiene un paralelogramo; o, diagonales que ademas de bisecarse mutuamente sean
perpendiculares, lo que resulta en un rombo. De hecho, en la puesta en comun se recogieron
las siguientes conjeturas obtenidas a partir de la exploracion en Cabri:

James 'y 1. Los cuadrilateros en los cuales una diagonal biseca a la otra son paralelogramos.
Mariela:

Luld: 2. Sea el cuadriladtero ABCD con segAB congruente con segCB y segAD congruente
con segCD, entonces segBD biseca a segAC.

Reinaldo: 3.  Se puede cumplir que en muchos cuadrilateros, una diagonal sea bisectriz de la
otra.

Fabio: 4.  Las diagonales deben intersecarse en el interior del cuadrilatero.

5. Los cuadrilateros para los cuales una diagonal es bisectriz de la otra deben tener
dos pares de lados congruentes.



Talia: 6.  Si el cuadrilatero es un paralelogramo entonces sus diagonales se bisecan.

Daniel: 7. Silas diagonales de un cuadrilatero son perpendiculares y s6lo una biseca a la
otra, entonces el cuadrilatero es una cometa.

Lisandro: 8.  Si las dos diagonales se bisecan y son perpendiculares, siendo éstas congruentes,
el cuadrilatero es un cuadrado.

9.  Si las diagonales se bisecan y son perpendiculares pero no congruentes, el
cuadrilatero es un rombo.

Gabriel: 10. En una cometa las diagonales son perpendiculares y una de ellas biseca a la otra.

Pero no s6lo no hay una Unica solucion para el problema sino que ademas no hay un
camino predeterminado para abordarlo. De hecho, identificamos cuatro vias por las que se
movieron los estudiantes:

e Elegir un tipo de cuadrilatero, del que saben o intuyen que cumple las condiciones
especificas, construirlo y examinar si éstas se cumplen (e.g., construir una cometa
y constatar que una diagonal biseca a la otra; construir un cuadrilatero con tres
lados congruentes, disponerlo como un cuadrado y constatar que las dos
diagonales se bisecan, y al modificarlo notar que la condicion de las diagonales se
pierde a menos que el cuadrilatero sea un paralelogramo).

e Construir un cuadrilatero cualquiera con sus diagonales, modificarlo, usando el
arrastre de los objetos para que parezca un cuadrilatero especifico, e ir examinado
el comportamiento de sus diagonales en el aspecto relativo a las condiciones
impuestas (e.g., modificar el cuadrilatero construido hasta tener una figura con
apariencia de paralelogramo y notar que una diagonal biseca a la otra).

e Construir un cuadrilatero cualquiera con sus diagonales, modificarlo por arrastre
hasta que parezca que las diagonales cumplen las condiciones en cuestion y notar
qué tipo de cuadrilatero parece ser (e.g., construir un cuadrilatero con sus
diagonales y en ellas marcar el respectivo punto medio, modificar el cuadrilatero
hasta lograr que los puntos medios coincidan y entonces reconocer que el
cuadrilétero es un paralelogramo).

e Construir dos segmentos —que seran las diagonales— que cumplan las
condiciones especificas; a partir de ellos construir el cuadrilatero, y examinar y
constatar de qué tipo de cuadrilatero se trata (e.g., a partir de dos segmentos uno
de los cuales biseca al otro y que representan las diagonales de un cuadrilatero,
construir el cuadrilatero, hacer modificaciones que cambian la forma del

cuadrilatero sin cambiar la condicion de las diagonales y ver que los cuadrilateros
que se obtienen no son especiales).



La presentacion usual del contenido en una clase universitaria de matematicas suele hacerse
en la secuencia definicion-postulados-teoremas-ejercicios/problemas que ponen en juego la
teoria planteada. En ese marco de referencia, es practicamente imposible que los
estudiantes puedan participar en la construccion de la teoria: ;cdmo podrian inventarse una
definicion de un objeto matemaético que coincida con la definicion oficial?, ;como podrian
establecer un resultado matemaético coherente con una teoria si no se han percatado de
alguna relacion o una propiedad? Con respecto a la secuencia habitual esbozada, iniciar el
estudio de un tema con el planteamiento de una situacion problema que debe ser resuelta
por los estudiantes, desafia el mito de que el papel de los estudiantes en el proceso de
aprendizaje se tiene que reducir a aplicar la teoria desarrollada por el profesor o el autor del
libro de texto. En el episodio que hemos relatado, el uso de Cabri para explorar la situacion
propuesta no solo permitid que los estudiantes asumieran una posicion activa sino que
condujo a la produccién de diversas conjeturas enunciadas por ellos, que luego fueron
organizadas para construir el sistema axiomatico correspondiente.

Actividad para abordar la situacion problema

Hacer de la clase de mateméticas una comunidad de préactica de indagacion incluye, entre
otras cosas, crear oportunidades para que los estudiantes puedan realizar aportes
individuales, discutir con compafieros y con el profesor, y negociar significados; es a traves
de dichas acciones como los estudiantes se convierten en miembros activos de dicha
comunidad. Para generar tal tipo de oportunidades, en el caso que nos ocupa, no era
suficiente proponer a los estudiantes una situacion problema como la que se les planted; era
necesario garantizar, en cuanto fuera posible, que la actividad de los estudiantes al abordar
el problema fuera realmente fuente de acciones que impulsaran su participacion y la
formulacion de conjeturas.

Para lograrlo, la profesora vio la necesidad de gestionar el curso de la actividad de
exploracion de los estudiantes; esa fue la principal razon para decidir que los estudiantes
abordaran la situacion en la clase y no fuera de ella. Especificamente, esta decision atendia
a la siguiente problematica: era la primera vez que en el curso se les planteaba a los
estudiantes una tarea en la que ellos podian, ya fuera consciente o inconscientemente,
adicionar condiciones y por tanto obtener diferentes respuestas; dado que lo habitual en la
clase de matematicas es que los problemas tengan un Unica respuesta y ademas, que el
principal interés esté en la respuesta correcta, hay una tendencia de parte de los estudiantes
a uniformar sus respuestas cada vez que tienen la posibilidad de hacerlo; en este orden de
ideas, era natural esperar que si los estudiantes tenian la oportunidad de interactuar entre
ellos por fuera de clase en lo tocante a la solucion de la tarea, ellos unificarian sus
respuestas, perdiéndose probablemente la variedad en las respuestas correspondiente a las
diversas aproximaciones al problema, y esto iria en contravia de lo que se queria vivenciar
cuando se tratara el asunto de manera publica, entre otras cosas porque habria menos
oportunidad de disentir, de asombrarse, de discutir, de negociar significados, y de
experimentar que la teoria habia sido producto de su trabajo de exploracion.



Durante la exploracién de la situacion, los estudiantes trabajan principalmente de manera individual
y apoyados en Cabri. La profesora pasa por los puestos con el prop6sito de enterarse de las acciones
realizadas para abordar la situacion y de los resultados a los que estan llegando, informacién que
luego utiliza en la puesta en comin para animar a los estudiantes que no se atreven por su cuenta a
exponer publicamente sus conjeturas. En la puesta en comun realizada para recoger las respuestas al
problema, entre nueve alumnos enuncian diez conjeturas, cada una de las cuales es designada con el
nombre de quien la formula; esta accién tiene la intenciéon de volcar la responsabilidad de las
distintas conjeturas en sus autores cuando éstas sean consideradas con miras a establecer el
respectivo acuerdo de la comunidad. En el proceso de analizar las diferentes conjeturas, la profesora
juega un papel clave en la determinacién de la secuencia en que éstas se revisan, teniendo en cuenta
dos criterios: el examen de una conjetura no debe quitarle sentido al examen de otra, y el examen de
una conjetura debe respetar la organizacion teérica que permite construir sobre unos elementos para
obtener otros. En suma, la actividad que tuvo lugar en la clase, bajo la gestion de la profesora, les
permitié a los estudiantes vivir una experiencia de participacion genuina, autbnoma y relevante en
el proceso de responder al problema planteado; la comunidad toda fue consciente de estar
trabajando sobre asuntos que fueron resultado de la exploracién que sus miembros habian hecho; a
través de esta oportunidad en la que se modelé un comportamiento deseable en relaciéon con el
proceso para resolver la tarea propuesta, los estudiantes pudieron darle sentido a la tan trillada pero
a la vez vaga idea de construccidn social del conocimiento.

Papel de Cabri en la experiencia de aprendizaje

Una mirada rapida permite advertir que aunque la tarea se puede abordar con papel y lapiz,
hacerlo con Cabri libera a los estudiantes de tener que repartir el tiempo disponible entre
dos tareas: realizar dibujos con precision y hacer sobre ellos la respectiva exploracion. Con
el recurso tecnologico pueden enfocar su atencion y esfuerzo en un proceso de exploracion
empirica de las construcciones hechas en Cabri con miras a detectar regularidades que los
puedan conducir a la formulacion de conjeturas. Ademas, el programa les permite desechar
0 aceptar sus propias ideas sin tener que recurrir a la profesora —es decir, el aval de sus
decisiones se logra a través de la informacidn que pueden desentrafiar con la calculadora;

ésta les da la confianza necesaria para formular conjeturas y hacerlas publicas, pues algin
elemento de validez deben tener las propuestas asi obtenidas. Sin embargo, la mediacion
instrumental del programa Cabri fue méas alld&. Pudimos detectar comportamientos
inusitados pero deseables en una clase donde aprender es participar cada vez mas en la
actividad demostrativa. Veamos algunos de ellos, analizando algunos fragmentos de la
clase, organizados secuencialmente.

Fragmento 1. James objeta, duda, revisa. En la puesta en comun, James ha sido el
primero en explicitar su conjetura: “Los cuadrilateros para los cuales una diagonal es
bisectriz de la otra son paralelogramos”. Posteriormente, Reinaldo comunica la suya: “Un
cuadrilatero cualquiera... Se puede cumplir que en muchos cuadrilateros, una diagonal
biseca a la otra”. En voz baja, James objeta: “Son paralelogramos”, y le hace sefias a
Reinaldo para que le preste atencion, pero éste esta atento a dictar su conjetura a la
profesora, quien la esta escribiendo en el tablero. Habiendo advertido la situaciéon y
dandose cuenta de que James cogié la calculadora de Reinaldo, la profesora pregunta:
“.Qué era lo que ibas a decir a Reinaldo? James explica: “Que debe tener dos pares de
lados congruentes”. La profesora pregunta a James si cree que Reinaldo se equivocd, pero
él, en lugar de asentir, indica que quiere mirar la construccion en Cabri para examinar si es
cierto lo dicho por Reinaldo.



Al considerar los sucesos registrados en el Fragmento 1, es posible reconocer un comportamiento
de participacién genuina y autébnoma cuando James, por iniciativa propia, objeta la conjetura
propuesta por Reinaldo, duda acerca de su objecién y revisa la construccion hecha por su
compafiero. Desde nuestra perspectiva, el rasgo que nos permite caracterizar mejor el
comportamiento de James como un acto de participacion genuina, es la motivacién interna que da
origen a sus acciones. Objetar, dudar, revisar son acciones propias de una practica matematica de
indagacion y James las lleva a cabo sin que haya un agente externo impulsandolo a hacerlas.

El involucramiento de James en un proceso que lo conduce a un resultado del que esta convencido y
la explicitacion de un resultado que contradice al suyo constituyen la motivacién interna de las
acciones de James. De tal involucramiento es responsable Cabri.

Fragmento 2. James y Reinaldo, responsables de la busqueda de la verdad con
respecto a sus conjeturas. La puesta en comun para recoger otras conjeturas ha continuado
y mientras eso ocurre en el grupo, James esta revisando la construccion realizada por
Reinaldo en Cabri. Cuando se disponen a comenzar el andlisis de las conjeturas anotadas en
el tablero, de nuevo por iniciativa propia y de manera publica, James compara la conjetura
a la que llego a partir de su construccion, con la de Reinaldo: “Pues, ya miré la de Reinaldo
y con ella, la mia ya no se cumple”. La profesora le sugiere analizar ambas conjeturas: “TU0
tomaste la calculadora de Reinaldo y te diste cuenta ¢de qué? ¢ Viste lo que Reinaldo estaba
afirmando?”. James comenta que en la construccion de Reinaldo se puede ver un
cuadrilatero que cumple la condicion pero que no tiene lados paralelos ni congruentes. Este
comentario centra la atencion en la construccion de Reinaldo. La profesora pide a Reinaldo
dibujar en el tablero la construccion hecha en Cabri. Reinaldo explica a la vez que va
haciendo una figura en el tablero: “A, B, C, D. Entonces lo que hice fue trazar estas
diagonales BD y AC, luego hallé el punto medio del segmento BD y lo llamé M, luego
hallé el punto medio de AC y dio por acd y lo llamé N. Entonces lo que hice fue mover esta
recta, este segmento [AC] de tal forma que coincidiera este punto [N] sobre esto [segmento
BD] o al contrario, este punto coincidiera con esta diagonal”. [La siguiente figura presenta
la secuencia correspondiente a las acciones mencionadas.]”. La profesora pregunta: “Y, ;te
dio qué?”. “Dio un cuadrilétero raro”, dice Reinaldo.

B B B

A D A D A D

Los sucesos registrados en el Fragmento 2, son evidencia de actos de participacion no sélo genuina
y auténoma sino relevante para la tarea que la comunidad tiene entre manos. Por una parte, James,
quien se ha autoasignado la tarea de verificar si la conjetura de Reinaldo es cierta, al concluir que si
lo es, deduce que la suya es insostenible y comunica ese resultado al grupo. La revision de la
construccion hecha en Cabri por Reinaldo, es un factor clave que le permite a James encontrar
contrajemplos para su conjetura; en su exploracion y usando el arrastre, James se da cuenta de que
la condicién de las diagonales se cumple sin que el cuadrilatero sea paralelogramo. Por otra parte, la
descripcion que hace Reinaldo de su construccion en Cabri constituye una explicacion para apoyar
la aceptacion de su conjetura y el rechazo de la de James. De nuevo, es un estudiante y no la
profesora quien da elementos para tomar decisiones relativas al contenido geométrico.
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La interaccién profesora - par de estudiantes - Cabri, lleva a la negociacion de la veracidad de una
de las conjeturas propuestas.

Cabe resaltar que en estos sucesos reconocemos un ambiente que propicia actos de participacion de
los estudiantes, como los descritos. Por una parte, el apoyo de la profesora a través de preguntas,
sugerencias, comentarios, etc. se ha reducido notoriamente; por otra parte, acepta esquemas de
trabajo que no son los usuales en una clase de matematicas; por ejemplo, al darle su visto bueno a la
tarea que James se ha autoasignado, indirectamente acepta eximir a James de que atienda y participe
en lo que esta ocurriendo en el trabajo en grupo mientras él trabaja individualmente.

Fragmento 3. La responsabilidad de construir significado para la conjetura de Reinaldo es
del alumno y la profesora avala ese comportamiento. La profesora se dirige al grupo para
volcar en él la responsabilidad de la aceptacion del enunciado de Reinaldo: “Pueden hacer
la construccidn [en la calculadora] para ver si a ustedes tambien les da un cuadrilatero raro.
Para ver si estamos de acuerdo”. Reinaldo interviene de manera espontanea para mostrar
con mas claridad lo que ha dicho; la profesora no sélo acepta tal intervencién sino que
invita al grupo a atenderla.

La seguridad que tiene Reinaldo de la veracidad de su conjetura, fruto del trabajo que ha hecho en
Cabri, lo lleva a asumir, como parte de su responsabilidad, la aclaracion de lo que ha expuesto
previamente cuando la profesora solicita al grupo analizar la conjetura propuesta por él. Ni €l ni el
grupo estan esperando que la profesora aclare, explique, diga la Gltima palabra; ellos se sienten
parte integrante de la comunidad y se responsabilizan de la bisqueda de la verdad.

Fragmento 4. James reinterpreta las explicaciones de Reinaldo y la profesora sefiala un
punto clave que los estudiantes parecen no haber advertido. La profesora le pide a James
explicar al grupo lo que ha entendido. El estudiante pasa al tablero y hace una
representacion grafica mientras verbaliza su explicacion: “Tenemos un segmento que va a
ser la diagonal bisecada, supongamos que el punto medio sea X, ahora tenemos otro
segmento, la otra diagonal que es la que podemos mover de manera que siempre pase por
X, podemos ir rotandola y entonces eso hace que no necesariamente sea un paralelogramo
ni nada”. Luego se da la siguiente conversacion entre la profesora y James:

Profesora:  Pero, entonces ¢qué paso? ¢Por qué a ti te dio un paralelogramo?

James: No sé.

Profesora:  No sabes.

James: Inicialmente lo que hice fue trazar los dos segmentos para que se bisecaran.

Profesora:  jAh! entonces tenemos un cambio. T cambiaste un poco mi condicion. [...]
Entonces, James hasta ahora esta descubriendo que él le puso una condicion
adicional. Yo no dije que no podia. Yo dije quiero que se cumpla esta, pero
él agrego otra. Y, ¢qué descubri6? Vamos a ver. Los cuadrilateros en los
cuales las diagonales se bisecan son paralelogramos. ¢Eso sera cierto? [...]
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James hace una explicacion en la que evidencia haber comprendido a cabalidad que la
conjetura de Reinaldo es aceptable. Cabe notar que la explicacion de James es dinamica,
reflejo de su interaccion con la calculadora; ademas, se constituye en un argumento general
de la validez de la conjetura de Reinaldo.

Cuando la profesora le pregunta por qué razon en la construccion hecha por él, la figura era un
paralelogramo, responde no saber. Sin embargo, cuando por iniciativa propia explicita la
reconstruccion de sus acciones en Cabri, surge de manera natural la oportunidad para que la
profesora destaque para el grupo lo que varios estudiantes han hecho en la exploracion de manera
no consciente: agregar alguna condicién a la situacion inicialmente planteada. La intervencion de
James ademds da pie a la profesora para dar inicio a la formulacion correcta de la conjetura de
James y su incorporacion al sistema a través de la demostracion.

Episodio 2. Una situacion problema relativa al tema de minima distancia

Hacia mediados del semestre, en una sesion de dos horas, la profesora propone a los
estudiantes una situacion problema para que la trabajen en grupos. Una de las integrantes
del equipo de investigacion actla como observadora, acompafiando al grupo conformado
por Nancy, Fabricio, Leonardo y Medardo durante todo el proceso, que fue grabado en
audio y video. Las intervenciones de la observadora se limitan a pedir a los estudiantes que
anticipen la respuesta al problema y solicitar repeticion de ideas para favorecer el registro
de los sucesos. Los estudiantes disponen en esta ocasion de una sola calculadora para los
cuatro, situacion provocada a proposito para estimular la interaccion. Antes de entregarles
el enunciado de la situacion problema, la profesora da indicaciones generales invitando a
los estudiantes a constituir un auténtico equipo de trabajo en donde todos participen y
colaboren con sus ideas. Les pide actuar de manera espontanea, expresar sus opiniones y
hablar lo méas claro y correctamente posible, nombrando los objetos geométricos con letras.
Ademas, les recuerda que pueden trabajar en papel, si asi lo quieren, y que, en caso de
borrar lo hecho en la calculadora, expliciten por qué lo hacen.

La situacién problema

Se da una recta m y dos puntos P y Q al mismo lado de la recta. Determinen el
punto R de m para el cual la distancia PR méas QR sea la menor. Justifiquen su
respuesta. Recuerden que determinar significa hacer una descripcién geométrica
de cémo encontraron el punto.

No obstante tener una Unica respuesta, este problema resulta interesante, desde el punto de
vista didactico, porque es una oportunidad para que los estudiantes tengan una practica
matematica especial al involucrarse en una actividad de formulaciéon y validacion de
conjeturas para llegar a determinar geométricamente el punto solicitado (i.e., lograr un
procedimiento geométrico de construccion), y de busqueda de ideas matematicas para
justificar por qué el punto determinado es el que se busca. Ademas, sin lugar a dudas,
resolver el problema exige a los estudiantes llevar a cabo una exploracion empirica de la
situacion geométrica implicada pues, por una parte, dificilmente se puede encontrar el
punto a partir de un analisis netamente teorico, y, por otra parte, demostrar que el punto
encontrado cumple la condicién impuesta, requiere el uso de construcciones auxiliares.
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En lo que sigue pretendemos documentar aspectos de la actividad de los estudiantes al realizar la
primera parte de la tarea que se les encomendd; reconocemos en tales aspectos indicios de que
Cabri represent6 un recurso utilisimo para apoyar la participacion auténoma, genuina y relevante de
los estudiantes en una practica propia de la comunidad matematica de la clase y, por ende, para
favorecer el aprendizaje visto como participacion cada vez menos periférica, en dicha comunidad.

Aspectos de la actividad de los estudiantes en los que Cabri fue un recurso valioso

La decision inicial de Fabricio de ubicar a R, al tanteo, permite al grupo actuar
matematicamente sobre el problema. Nancy lee el enunciado del problema en voz alta.
La investigadora que acta como observadora les pide hacer una rapida anticipacién sobre
el punto R. Fabricio piensa que R esta en la mediatriz del segmento PQ, Leonardo opina
que R tiene que estar entre los puntos que son proyeccion ortogonal de P y Q sobre la recta
m, Medardo —con el supuesto tacito de que los dos puntos tienen que estar a la misma
distancia de la recta m— cree que R es la proyeccion ortogonal de P o de Q sobre m, y la
anticipacion de Nancy coincide con la de Fabricio. Este es quien maneja desde el principio
y durante la mayor parte del tiempo la calculadora. Lidera el proceso de construccion, pero
involucra a sus compaferos y atiende sus sugerencias y comentarios. Sin dudarlo, toma una
decision que refleja el dominio que posee del entorno Cabri: construye a R sobre la recta,
en cualquier parte, y después, usando el arrastre, lo ubica en el punto solucion.

La decisién de Fabricio podria parecer un hecho trivial; sin embargo, es posible reconocer que no lo
es cuando se compara con acciones de otros estudiantes quienes, tratando de replicar lo que harian
con lapiz y papel para explorar la situacion, consideran tres o cuatro puntos especificos sobre la
recta, para cada uno de ellos calculan la suma de distancias respectivas y las comparan. La accién
de Fabricio refleja un estilo de trabajo propio de Cabri segun el cual, se libera de condiciones al
objeto que se busca, para obtener asi una familia, uno de cuyos miembros cumple la condicion
especifica deseada; su decisién permite aprovechar el arrastre de los objetos para analizar el
problema en forma dinamica. Veamos el fragmento de conversacion que refleja lo dicho:

20 Fabricio: [9:28]
Entonces, primer paso seria construir la recta m. [En la calculadora
construye una recta.] Ya esta la recta m. Dos puntos Py Q, al
mismo... ¢sarriba o abajo?

21 Nancyy Al mismo lado, arriba.
Leonel:

22 Fabricio:  Entonces un punto, digamos P, acd, y un punto Q por aca. Ahora,
los nombramos. [Construye dos puntos en un mismo semiplano
con respecto a la recta m, que no parecen tener la misma distancia
a ella; pone etiquetas a los objetos construidos.]

26  Fabricio: [Verbalizando mientras realiza acciones en la calculadora.] Un
punto sobre la recta, un punto R. Un punto en esta rectay lo
Ilamamos R. Ahora tenemos que hallar la menor. Que la distancia
del punto P al punto R mas la distancia del punto Q al punto R sea
la menor posible. Entonces, hallamos la distancia que inicialmente
hay y luego miramos... movemos el punto a ver, por tanteo, donde
lo hallamos. Entonces, seria hallar la distancia...
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27 Leonardo: PR mas QR.

28 Fabricio:  PQ...yladistanciaentre Ry... y luego sumarlas. [Pausa] Este es
PQ y esta es QR. [Pausa larga mientras realiza las acciones que ha
anunciado] Listo. PR. Ahora, hallar, calcular... calcular esto [en la
pantalla aparecen las medidas 1.47 y 1.87].

31 Leonardo: Y, ahora mover el punto R.

32 Fabricio:  [A medida que arrastra el punto R sobre la recta m va diciendo en
voz alta los valores de la suma.] Tres treinta y dos, tres treinta, tres
veintiocho, tres veintiséis, tres veinticinco, tres veintitrés, tres
veintiuno, tres veinte, tres diecinueve. Baja, baja, baja, baja, baja,
baja, baja, baja ... sube.

33 Leonardo: ¢Donde quedd?

34 Fabricio:  En esa parte esta, tres ocho, tres nueve, tres ocho, y ahi vuelve a
subir a tres nueve. Es en esta parte. Entonces... [Pausa. Mira el
enunciado del problema.] Geométricamente,

Los estudiantes han encontrado, con una buena aproximacion, la posicion del punto R para
el cual la suma de las distancias de R a P y a Q es minima. Contando con esta informacién,
aunque no tengan una via clara de solucién, ya tienen manera de actuar matematicamente
sobre el problema: por un lado, pueden poner a prueba conjeturas que expresan sus ideas
relativas a como podria construirse geométricamente el punto buscado (i.e., tienen un
criterio de decision para aceptar o rechazar la conjetura); por otro lado, tienen un elemento
perceptual que les “dispara” ideas generadoras de propuestas razonables de cémo se podria
construir geométricamente el punto buscado.

Los estudiantes logran una construccion geométrica del punto A, después de un
proceso de actuacion matematica sobre el problema. Una vez visualizada la posicion del
punto R para el cual se cumple la condicion, los estudiantes se involucran en un trabajo
colaborativo, apoyado de lleno en Cabri, que tiene como propdsito construir
geométricamente el punto que han hallado al tanteo. En un proceso que toma cuarenta
minutos de la sesion, el grupo alcanza su cometido después de haber considerado ocho
propuestas planteadas por sus miembros. En términos generales, el esquema de trabajo
consiste en: plantear de manera mas o0 menos precisa una idea; si no hay una objecion
inmediata, la implementan en la calculadora y examinan si funciona para lo que se quiere;
en caso de desecharla, hacen otra propuesta. Fabricio lidera el proceso en la medida que es
él quien maneja la calculadora para examinar las diferentes propuestas.

A continuacidn presentamos en nuestras palabras, las ideas que fueron examinadas y desechadas
por el grupo después de que su exploracion en Cabri les permitiera ver que no eran Utiles para
determinar el punto R buscado; el orden de presentacién indica la secuencia en que aparecieron
durante el proceso. También se presenta la propuesta que finalmente si los conduce a lo que
quieren. Los puntos X y Y en los diagramas son las proyecciones perpendiculares de los puntos P y
Q respectivamente.
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B

Medardo:  Construir a R como el punto de interseccion de larectamy la
perpendicular a m desde W, punto medio del segPQ.

1.31 cm
Result: 4.03 cm
2.72 tm
Fl
W/
0/
m
R

Leonardo: Examinar el angPRQ en busca de una caracteristica especial.

131 cm
272 tm

Result: 4.03 cm
P

W 98.5 °
Q
m

R

Fabricio:  Construir la recta perpendicular a m desde P, construir la bisectriz
de angXPQ. R seria el punto de interseccién de la bisectriz y de la

recta m.
1.31 cm

2,712 cm

Result: .03 cm

(] .
W 98.5

a

Leonardo:  Construir las rectas perpendiculares a m desde P y desde Q,
construir las bisectrices de angXPQ y de angYQP, construir la recta
perpendicular a m desde el punto de interseccion de las bisectrices.

R seria la proyeccion ortogonal de tal punto de interseccion sobre la
recta m.

1.31 cm
Result: 4.03 cm
2.72 cm

o P 95 e
K/
BN
Nancy: Construir las bisectrices de angQPR y de angPQR, examinar el
punto de interseccién de tales rectas.

m
Result: .03 cm
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6. Medardo:

7. Medardo:

8.  Fabricio:

En el proceso anterior, reconocemos que las diferentes ideas examinadas en Cabri
aportaron elementos que posibilitaron el surgimiento de la conjetura final; de manera
especial, vemos la utilidad de la proyeccion ortogonal de un punto, la construccion de un
segmento perpendicular a la recta desde uno de los extremos del segAB y la proyeccion

Construir bisectrices de angQPR y de angPQR, construir recta

perpendicular a m que pase por el punto de interseccion de tales

bisectrices.
n Result: 4.03 cm

Construir una paralela a m por el punto Q, construir una
perpendicular a m por el punto P, construir las bisectrices del
trianQPB.

1.31 cm

Result: 4.03 cm
2.72 tm

p g
W 98.5
0 B

Construir segPY y segQX, construir la recta perpendicular a m por el
punto de interseccion de los dos segmentos construidos.

1.31 em
2.72 cm

Result: 4.03 cm

Proggs e

ortogonal de la interseccién de dos segmentos especiales.

La produccion de ideas para encontrar la construccion geométrica de R y el examen de las

mismas ocurren dentro de una verdadera conversacion entre los estudiantes
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210

211
212

213

214
215
216
217
218

219
220

221
222
223

Fabricio:

Medardo:

Fabricio:

Nancy:

Todos:
Observadora:
Leonardo:
Medardo:

Fabricio:

Medardo:

Fabricio:

Nancy:
Medardo:

Fabricio:

Bueno, entonces, el punto de interseccion de las dos bisectrices
gue hemos hallado lo llamamos A y ahora vamos a hallar la
perpendicular a m por el punto A. A ver si esa perpendicular
coincide con el punto R. Entonces... perpendicular a la rectam
[hace lo mencionado en la calculadora.]

jUy!, si. jQué bien!

Si coinciden. [Tienen una figura como la siguiente en la
calculadora].

m
Result: .03 cm

¢Por qué? [Se sonrie] Es la pregunta que se me ocurre siempre. No
me vayan a preguntar a mi.

Jajaja.

¢O sea que ya lo tienen determinado geométricamente?
No. Geométricamente, no.

Ese punto, pues... al tanteo

Sinceramente, no; porque partimos del punto al que queriamos
llegar. Tenemos es que partir de estos dos puntos y llegar a este
[sefiala en la pantalla]. O sea, partimos del punto R para llegar al
mismo R. O sea, ahi no...

No, porque ahi partimos fue del punto de la interseccion.

Pero para poder hallar esas bisectrices tenemos que tener ese punto
R para poder formar los angulos. Y si no, no existirian los angulos.
O, si podemos crear mas angulos, pero ;como saber que nos van a
coincidir? [Pausa. La siguiente explicacion la hace sefialando en la
pantalla los objetos a los que se va refiriendo]. O sea, si no
hubiéramos tenido este R, pongamos que tuviéramos cualquier
punto... digamos este X o este Y. Hubiéramos trazado las
bisectrices y las hubiéramos intersecado y nos hubiera dado... yo
creo que no nos hubiera dado en el mismo punto; nos hubiera
dado, digamos, por este lado. Y al trazarla, pues nos quedaria
corrido el punto que queremos hallar.

¢Por qué no miramos esa posibilidad, a ver qué pasa?
Corra el punto R.

Movemos el punto R hacia X. Lo voy a poner sobre..., que
concuerde con X. [Pausa] Si R hubiera coincidido con X, si
hubiéramos escogido, por ejemplo, al punto X... ;qué hubiera
pasado? [Hace en la calculadora lo anunciado y va sefialando los
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objetos a los que se va refiriendo]. Nos hubiera quedado este
triangulo PQX, ¢cierto? La bisectriz... seria esta, la bisectriz del
&ngulo QPX [no se entiende] en este caso, seria esta, y la bisectriz
del angulo PQR, seria esta. Interseccion A, pero ese punto no nos
concuerda con el R que teniamos. O sea, dependemos de la
posicion de este R para utilizar este procedimiento, entonces, no
nos sirve. [Pausa] Entonces, por ese lado, tampoco.

224  Observadora: ¢ Tampoco? [Pausa]

225 Medardo: No, porque podria ser cualquiera. No nos dan...

226  Fabricio: [Desplaza el punto R a la ubicacién que tenia anteriormente.]
Entonces, reformulemos otra vez. Borremos otra vez. [Mira la
pantalla]

En la actividad realizada por los estudiantes para determinar geométricamente el punto que
cumple la condicion impuesta, cada uno de los miembros del grupo aporta ideas; de ello
hay evidencia clara, por ejemplo, en la secuencia de ideas examinadas que acabamos de
exponer, en donde se informa quién aporté cada propuesta. Sin embargo, la participacion
fue mucho mas que la suma de aportes individuales. Tuvo lugar una verdadera
conversacion entre los estudiantes, movida por un propdsito claro y comun para todos, en la
que compartieron sus conocimientos y los pusieron al servicio de una empresa comun. Fue
una conversacion en la que los estudiantes se escucharon, se corrigieron, se apoyaron,
compartieron significados, etc. En ese sentido, reconocemos que la primera propuesta en la
que se traté de construir a R con base en la bisectriz de algun angulo, sirvié de modelo para
que los demas estudiantes hicieran propuestas diferentes pero también con base en
bisectrices. Tambiéen reconocemos que algunas de las propuestas son resultado de aunar
esfuerzos para concretar y precisar la idea inicial de alguno de los estudiantes. A
continuacion, tratamos de documentar lo dicho.

Nancy plantea su idea, que en realidad no es una conjetura: propone trazar los segmentos QR y PR,
construir las bisectrices de los angulos P y Q y mirar si el punto de interseccién de las bisectrices
tiene alguna relacion con el punto R. Fabricio hace la correspondiente construccion. La intervencion
inmediatamente posterior es de Medardo para proponer que se construya la recta que pasa por la
interseccion de las bisectrices y por el punto medio del segmento PQ, sin embargo, es una propuesta
que no realizan en Cabri pues Nancy, Leonardo, el mismo Medardo y Fabricio la desechan con base
en la figura que les presenta la calculadora. De nuevo, tratando de sacarle provecho a la idea de
Nancy, Medardo pide construir la recta perpendicular a m por el punto de interseccion de las
bisectrices. Fabricio hace la construccion y en la figura que obtiene en la pantalla se ve que el corte
de la recta construida con la recta m es precisamente el punto R. Medardo y Nancy piensan que
tienen resuelto el problema; sin embargo, Leonardo y Fabricio ven que no es asi y explican por qué
esa no puede ser la manera de construir geométricamente el punto R. Nancy no queda convencida
con la explicacion que da Fabricio y los muchachos recurren a Cabri para ilustrar que es cierto lo
que dice Fabricio. Después de eso, el grupo descarta la idea de Nancy pasando a considerar una
nueva propuesta.

La explicacion tetrica de la invalidez de la construccién, por usarse en ella el punto que buscan, es
de un nivel que Nancy no alcanza a comprender, quedando perpleja ante el rechazo de la propuesta,
pues visualmente, en la pantalla, coinciden los puntos correspondientes. Fabricio recurre al uso de
Cabri para materializar la idea tedrica y asi lograr que Nancy comprenda. Como todos consideran
que, en esencia, Cabri respeta el sistema axiomatico, aceptan como vélido lo que resulte al examinar
la situacion.
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Comprobacion de conjetura. Despues de estudiar las diversas propuestas, Fabricio
expone la que sera aceptada por el grupo como correcta. Esta se va formando, tomando
elementos de una y otra de las propuestas dadas anteriormente: proyeccion ortogonal de
algun punto, punto de interseccion de segmentos especiales, construccién de triangulos. Es
asi, como el estudiante establece su conjetura:

263 Fabricio:  [10:03]

Tengo una idea. [Retoma la calculadora. Previamente ha escondido
todas las construcciones auxiliares; s6lo se ven el segmento PQ,
W, X, Y, el punto libre R y la recta m.] Entonces ya tenemos el
punto X que es el punto de interseccion de m y la perpendicular a
m que pasa por P. Y tenemos el punto Y que es la interseccion
entre m y la perpendicular a m que pasa por Q. Entonces, ahora
vamos a trazar los segmento PY y QX. [construye lo anunciado.]
Ahora hallamos el punto de interseccion de los dos segmentos
[marca la interseccion de los segmentos recientemente trazados] lo
vamos a llamar C. Ahora hallamos la perpendicular a m por ese
punto C

En este fragmento es interesante notar la ruta que llevo a la aceptacion de esta conjetura,
tanto por Fabricio mismo, como por los demas. Inicialmente, Fabricio hace una
representacion en papel, pero solamente cuando realiza la construccion en Cabri empieza a
sentir seguridad de su propuesta. Cada miembro del grupo, usa una de las herramientas de
la calculadora para verificar y validar la conjetura; es asi como Cabri provee el medio para
que cada persona pueda convencerse de la validez de la conjetura. Para unos, basta lo que
ven, otros necesitan comprobacion empirica, y finalmente, otro necesita ver que no es
resultado de la posicion especifica de los puntos originales, es decir que realmente la
conjetura se puede generalizar.

267 Fabricio:  Pues da a ojo.

268 Medardo: Pues, ensayelo con medidas, a ver si de pronto.

289 Nancy: Y de ahi, la perpendicular que pasa por el punto de interseccién C,
pues coincidid con el punto R que habiamos encontrado por tanteo.

293 Leonardo: Variando la medida del segmento PQ para ver si se cumplia para
todos. Y si se cumple.

En suma, consideramos que la evidencia presentada en el analisis de los dos episodios de
clase apoya la tesis de que Cabri posibilitd en buena medida la participacion genuina,
autonoma y relevante de los estudiantes en una comunidad de practica matematica basada
en la indagacion, al (i) ser fuente de ideas que alimentan el repertorio de conversacion, (ii)
dar confianza en que lo que puedan decir tiene algun fundamento geométrico, (iii) aportar
un medio eficiente para enfocar la atencion de los estudiantes en una construccion
colectiva.
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