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Durante €l desarrollo de un curso de geometria plana para futuros profesores de matemdticas,
profesora y estudiantes conforman una comunidad cuyo propdsito es aprender a demostrar. La
empresa del curso es construir un sistema axiomatico para la geometria plana. Las tareas
especificas estdn asociadas, en su mayoria, a situaciones problema cuya resolucién involucra a
los estudiantes en una actividad demostrativa en la que la geometria dinamica y la interaccién
social en el aula, gestionada por la profesora, juegan papeles esenciales. En este documento
damos detalles de estainnovacion.

Ante todo, queremos agradecer la amable invitacion que la Comisién Organizadora del
decimoséptimo Simposio Iberoamericano de Ensefianza Matematica ha extendido a nuestro
grupo de investigacion para la realizacion de esta conferencia plenaria. Consideramos que
encuentros académicos, como éste, en los que es posible compartir nuestras experiencias y
reflexiones con colegas, constituyen una oportunidad valiosa para reexaminar y evauar 1o que
hemos realizado, aprovechando la mirada desprevenida de personas que de alguna manera
conocen de qué les hablamos y, por tanto, estédn en capacidad de hacer aportes pertinentes. Por tal
razon, mil gracias a todos ustedes por esta oportunidad.

El propdsito de esta ponencia® es dar a conocer algunos detalles sobre una innovacion en la que
hemos estado empefiados desde hace algunos afios. Incluimos, en primer lugar, asuntos generales
gue permiten contextualizar la innovacion; en segundo lugar, esbozamos el enfoque tedrico sobre
el que ésta se apoya; en tercer lugar, exponemos caracteristicas de la innovacion; para terminar,
hacemos un breve balance de la experienciay aludimos a posible impacto social.

A PROPOSITO DE CONSIDERACIONES HECHAS HACE CASI VEINTE ANOS

En un articulo de 1988, € investigador norteamericano Alan Schoenfeld, enuncia cuatro creencias
caracteristicas de la perspectiva que tienen los estudiantes sobre asuntos relacionados con €l

1 Agradecemos a Martin Acosta, a Colette Laborde y a Hernando Alfonso por sus comentarios a una version

preliminar del texto de esta ponencia
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aprendizaje de las mateméticas escolares, y sugiere que tales creencias son producto de las
experiencias escolares que | os estudiantes tienen con las matematicas.

L os procesos de las mateméticas formales (e.g., la “demostracion”) tienen poco o nada que ver
con el descubrimiento o la invencidn. [...] Los estudiantes que entienden la asignatura pueden
resolver los problemas matematicos que se les asignan en cinco minutos o menos. [...] Solo los
genios son capaces de descubrir, crear, 0 realmente comprender las matematicas. [...] Selograel
éxito en laescuela si se redlizan lastareas siguiendo al pie de laletralo que dice e profesor. (p.
151)

Traemos a colacion esta referencia para apoyar una primera, breve y general descripcién de la
innovacion que vamos a presentar a continuacion: la actividad matematica que se lleva a cabo en
el curso desafia alas creencias mencionadas por Schoenfeld y algunas otras.

CONTEXTUALIZACION Y ASPECTOS GENERALES DE LA INNOVACION

Lainnovacion que queremos presentar en esta ponencia ocurre en un curso de geometria planaen
el marco del programa de formacion inicial de profesores de matematicas que ofrece la
Universidad Pedagdgica Nacional (Bogota, Colombia). El curso es el segundo de la linea de
geometria —conformada por tres cursos— y estd ubicado en el segundo semestre del programa;
los estudiantes que lo toman estan entre los dieciocho y los veintidos afios. En € primer curso de
lalinea de geometria se establece el primer contacto que, en laUniversidad, tienen los estudiantes
con la geometria; en tal curso se realizan procesos exploratorios para que, a partir de un
acercamiento informal a conceptos, relaciones y propiedades geométricas, a través de temas
variados dentro de un espectro amplio de los distintos dominios de la geometria, los alumnos
reconstruyan o amplien su panorama geométrico y desarrollen las competencias necesarias para
poder asumir, en el siguiente semestre, un curso de geometria ajustado a un sistema axiomético.
En términos generales, podemos decir que en este curso |os estudiantes avanzan en su aprendizaje
de la visuaizacion geométrica de figuras, la argumentacion matemética fundamentada y la
generalizacion de propiedades geométricas de tridngulos y cuadrilateros, a partir del estudio de
gemplosy contragjemplos.

La innovacion comenzd a tomar cuerpo en el afio 2004 y desde entonces hasta fines del primer
semestre lectivo de 2007 hemos encontrado oportuno hacer gjustes a disefio y a desarrollo
curricular del curso a medida que hemos aclarado presupuestos tedricos que la fundamentan y
evaluado resultados de cada implementacion; desde nuestra perspectiva, estos gustes
incrementan la probabilidad de éxito en el logro del propdésito y de los objetivos del curso. Es
importante saber que esta innovacién ha estado acompafiada de manera permanente por la
realizacion de proyectos de investigacion que aungue no han estado centrados en indagar sobre el
proceso mismo de la innovacién y sus resultados, se han ocupado de explorar, estudiar y
comprender aspectos especificos del proceso de ensefianza-aprendizaje que tiene lugar en €
curso. Tales investigaciones han sido desarrolladas por € grupo Aprendizaje y Ensefianza de la
Geometria, £ « G, conformado en la actualidad por los cinco coautores de este texto, uno de los

cuales es la profesora que ha llevado a cabo la innovacién. Es asi como las decisiones de gjustes
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al disefio curricular han sido objeto de consideracion y reflexion de todo el grupo y no solo de la
profesora del curso.

Razones para la innovacion

Entre las razones que motivaron la innovacién podemos mencionar cinco consideraciones sobre
las que no vamos a entrar en detalle en esta presentacion.

1. Las necesidades de formacion profesional de los estudiantes inscritos en el programa.
Nuestros estudiantes, como futuros profesores de mateméticas de la escuela secundaria,
necesitan desarrollar, por una parte, su capacidad de actuacion en contextos relacionados con
las matemédticas y, por otra, su capacidad para generar ambientes de aprendizaje de las
matematicas escolares. El desarrollo de estas dos capacidades es gradua y depende en gran
medida de la calidad de las experiencias de aprendizaje que propicien los diferentes cursos que
ofrece el programa de formacion. La consideracion de estas dos necesidades condujo a revisar
e introducir cambios en la meta y objetivos del curso de geometria plana, en € tipo de tareas
propuestas a los estudiantes, en la gestion del contenido, y en el tipo de interaccién social en el
aula.

2. El papel de la actividad demostrativa dentro del quehacer matemético. La actividad
demostrativa esté en el corazon del quehacer matemético. Esto implica que no es posible la
formacion matemética de un estudiante, en cualquier grado, sin alguna suerte de actividad
demostrativa. Reconocer el papel central de la actividad demostrativa iluminé en buena
medida la direccion de los cambios que debiamos hacer para generar experiencias
significativas de aprendizaje matemaético.

3. Los resultados deficientes de la formacion mateméatica en los diferentes niveles de
escolaridad. Estos resultados ponen en evidencia la necesidad de emprender acciones
educativas especificas para abordar esta problematica. En particular, es clara la necesidad de
abordar la relacionada con la ensefianza y el aprendizaje de la demostracién pues, dados los
fracasos a respecto, se ha caido en soluciones ingenuas como, por ejemplo, abandonar los
intentos de ensefiarla en el nivel escolar. En todo caso, es importante darse cuenta de que la
problemética no es sblo un asunto local sino que se da en la comunidad de educacién
mateméticainternaciona y concierne aella.

4. El reconocimiento de la complejidad inherente al aprendizaje de la demostracion. Este
aprendizaje no se puede dejar exclusivamente en manos de |os estudiantes; exige de parte del
profesor un apoyo deliberado y sistemético a proceso de los aprendices. La complegjidad
incluye aspectos como la comprensién de la dependencia entre propiedades, del formato usual
en e que se formulan los teoremas (implicacion), del proceso deductivo necesario para
construir demostraciones.

5. El reconocimiento de que el uso de la geometria dindmica no pone en peligro la ensefianza de
la demostracidn, sino que por el contrario, la favorece. En el campo de |la geometria se cuenta
con la geometria dindmica como recurso para €l aprendizaje de la demostracién. Con tareas
geométricas bien disefiadas, la geometria dindmica es un elemento mas que favorece la
generaciéon de un ambiente de indagacién en donde su uso para explorar y experimentar, la
convierte en herramienta de mediacion para el aprendizaje de la demostracion.
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Descripcion del curso antes de la innovacion

Desde nuestra perspectiva, € curso Geometria Plana, hasta antes de que nuestro grupo
emprendiera su innovacion, tenia como propdsito principal ofrecer a los estudiantes un espacio
para e aprendizgje de un cierto contenido geométrico. El profesor presentaba un sistema
axiomatico especifico, con base en un texto guia del curso. Los estudiantes debian aprender, de
manera individual, axiomas, definiciones y teoremas a la vez que se podian eercitar en la
elaboracion de demostraciones imitando los esquemas de demostracién ejemplificados por el
profesor, con gjercicios tomados del libro, sin que esto fuera objeto de tratamiento didactico en la
clase.

Esta apreciacion que teniamos del curso nos permitid suponer que los estudiantes que |o tomaban
desarrollaban una vision estrecha de la demostracion, caracterizada por desconocer acciones
mateméticas involucradas en €l proceso de demostrar, |0 que posiblemente los llevaba a creer que
la demostracion no puede ser actividad central de la matemética escolar y que su ensefianza no
promueve ningun aprendizaje. De continuar con este tipo de formacion, la experiencia
matemética de las siguientes generaciones de estudiantes de educacion bésica secundariay media
probablemente seguiria siendo pobre o nula en cuanto a experiencias asociadas ala demostracion,
con las consecuencias gque de ello se derivan para su formacion matemética 'y el desarrollo de su
razonamiento. Asi, en calidad de formadores de profesores de mateméticas, nos hicimos
conscientes de la doble responsabilidad que tenemos con respecto a aprendizgje de la
demostracion: no solamente tenemos que apoyar a nuestros estudiantes para que aprendan a
demostrar sino que las experiencias de aprendizaje que tengan al respecto les han de servir como
referentes y ejemplos para el gjercicio de su profesion; a través de tales experiencias, se aportan
elementos para la visién que puede llegar a construir el estudiante sobre o que es demostrar, €l
papel que juega la demostracion en la actividad matematica, etc. De manera muy escueta,
podemos decir que la innovacion se ocupé de cambiar un curso centrado en la ensefianza directa
de contenidos geomeétricos por uno centrado en el aprendizaje de la préactica de demostrar en €
campo de la geometria plana.

ENFOQUE TEORICO QUE ORIENTA LA INNOVACION

En seguida, esbozamos las ideas tedricas que han sustentado y guiado el rumbo de lainnovacion.

Actividad demostrativa en el ambito educativo

La actividad demostrativa engloba dos procesos, no necesariamente independientes 0 separados.
Uno de ellos tiene por meta llegar a establecer conjeturas de las que se tiene un alto grado de
seguridad que, por tanto, son candidatas a entrar en un proceso de justificacion que las valide
dentro del sistema axiomatico; las acciones —de indole heuristica— que conforman este proceso
son la visualizacién, la exploracion, la generalizacion y la verificacion de las conjeturas en caso
de gue surjan elementos de incertidumbre. El otro proceso tiene por meta producir un discurso
argumentativo de carécter deductivo gque valide la conjetura dentro del sistema axiomético en €l
que se estd trabgjando; en este proceso es posible reconocer tres acciones distintas de
justificacion, a saber, la explicacidn de validacion, la prueba y la demostracion formal, acciones
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que se distinguen por su grado de cercania a proceso deductivo formal. En todos |os momentos
de la actividad demostrativa esta presente el razonamiento que impulsa y liga las acciones de
ambos procesos (en Camargo, Samper y Perry (2006) se precisay se ilustra lo que entendemos
por las diferentes acciones de la actividad demostrativa).

Al adoptar una vision de actividad demostrativa como la mencionada, atendemos a dos funciones
primordiales de la demostracion matematica en el &mbito educativo (de Villiers, 1990; Hanna,
1996; Mariotti, 2006): por un lado, promover la comprension del contenido matemético
implicado tanto en los enunciados de los teoremas como en sus justificaciones y, por otro lado,
apuntar a la validacion de dichos enunciados, en el marco de un sistematedrico en construccion.

Aprender a demostrar

Bajo la influencia del enfoque sociocultural del aprendizaje, tan en boga en la actualidad,
entendemos que aprender es poder participar cada vez de manera mas genuina (i.e., con una
motivacién interna, conscientes de su papel en la consecucién de la empresa que se propone €l
curso), auténoma (i.e., con razones propias para fundamentar 1o que se dice y lo que se hace,
independiente de los otros como autoridad), y relevante (i.e., con aportes que vienen a caso y que
son valiosos aun s son incorrectos). En particular, aprender a demostrar se refiere a la
participacion en la actividad demostrativa mediante la cual se desarrolla el curso.

Un entorno favorable para aprender a demostrar

Podemos destacar tres elementos fundamentales en la generacion de un entorno favorable para
aprender a demostrar: |as tareas mateméticas propuestas, la interaccion socia en laclasey el uso
de la geometria dindmica.

Dado que la formulacién de conjeturas es una préctica importante de la actividad demostrativa,
las tareas matematicas que se proponen a los estudiantes deben ofrecerles oportunidades para
involucrarse en tal préactica. Asi pues, en cuanto sea posible, tareas en las que se da un enunciado
para que | os estudiantes produzcan una justificacion se deberian cambiar por tareas que propicien
inicialmente experiencias de caracter empirico através de las cuales se comprenda la situacion y
se llegue a conjeturar, y por supuesto, también exijan validar la conjetura. EI convencimiento
personal, condicion necesaria para buscar una justificacion, se logra en la medida en que €
estudiante se involucre en actividades de indagacion, a partir de la exploracion de propiedades y
relaciones geométricas. Adicionamente, tales actividades podrian proveer recursos de
justificacion.

Pero formular una conjetura de la que se esta convencido no es suficiente para emprender la
construccion de la respectiva justificacion, y menos aun cuidando que ésta se haga dentro de un
determinado sistema tedrico. Por ello, lainteraccién social en el aula entre profesor y estudiantes
y entre estudiantes es un factor imprescindible del aprender a demostrar, pues es en la
comunicacion de ideas, en e andlisis critico de éstas, en la argumentacion —entendida como
manifestacion del proceso de razonamiento— como surgen |os elementos tedricos necesarios para
construir una demostracion, la comprension del papel que juegan en el proceso y las conexiones
entre ellos para ligarlos como desarrollo deductivo. El papel del profesor como guia de este
proceso es fundamental pues es é —como experto de la comunidad de la clase— quien puede
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dirigir el rumbo del proceso hacia el uso de términos, simbolosy formas de expresién propias de
la préctica de la demostracién en mateméticas. Ademés cumple un papel esencial en €
establecimiento y utilizacion de las normas que rigen € funcionamiento de la demostracion y del
sistema axioméico. A través de la interaccion socia, los estudiantes pueden cambiar la
tradicional relacién que tienen con el conocimiento, con su profesor y con sus compafieros. Con
respecto a conocimiento, pueden llegar a comprender que méas que conocer la estructura de un
sistema axiomético, tienen que vivir la experiencia de construirla en colaboracion con los demés
miembros de la comunidad. Con respecto a profesor, pueden dejar de considerarlo como la
autoridad en la clase y la Unica persona gue tiene el saber, y en cambio pueden llegar a verlo
como el miembro experto de la comunidad que guia € proceso. Con respecto a los otros
estudiantes, pueden llegar a establecer un compromiso mutuo de trabajar en pro de la
construccion de un sistema axiomético.

Como tercer elemento, reconocemos la importancia de la geometria dindmica como herramienta
de mediacion en el proceso de aprender a demostrar. Siguiendo a muchos investigadores en €l
campo, suponemos que si vinculamos las tareas de construccion geométrica con las précticas de
justificar y organizar sistemas axiométicos, incrementamos la posbilidad de aprender a
demostrar. Reconocemos sin lugar a dudas €l efecto de la geometria dinamica en el proceso de
aprendizaje pero aun tenemos que clarificar como los estudiantes vinculan € razonamiento
informal ligado alo ostensivo con las demostraciones confinadas a un sistema axiomético y cémo
el trabajo de exploracion en un ambiente de geometria dinamica los conduce a generar ideas
Gtiles parala demostracion misma.

CARACTERISTICAS DE LA INNOVACION CURRICULAR

Proposito y objetivos del curso

El propdsito del curso es generar para los estudiantes un espacio y una oportunidad de
aprendizaj e de la demostracién en geometria euclidiana no sélo desde el punto de vista disciplinar
de las matematicas sino también desde € punto de vista pedagogico. Esperamos que esta
experiencia de aprendizaje se constituya en un referente significativo tanto para su desempefio en
los cursos siguientes de la licenciatura como para el gjercicio de su profesion.

Objetivo general

Se pretende que los estudiantes aprendan a demostrar y amplien su visién de la demostracion y
del papel que ésta tiene como actividad fundamental del quehacer matematico y como recurso de
comprension y de argumentacion, ligado a las practicas culturales de diversas comunidades en
donde se usan las matematicas.

Obijetivos especificos
Se pretende que | os estudiantes

e Comiencen aformarse unaideade lo que es un sistema axiomético y de lo que significa
trabajar dentro de tal sistema.
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e Adviertan que ademas de la validacion de un enunciado, la demostracion tiene como
funciones la explicacion del mismo, e vinculo de éste con otros enunciados en una
organizacion y la comunicacion de idess.

e (Ganen confianza en su capacidad de explorar con miras aformular conjeturas.

¢ Ganen confianza en su capacidad de justificar fundamentados en unateoria.

Contenido

Con respecto a contenido geométrico del curso no hubo modificacion alguna. Los temas
incluidos oficialmente son los usuaes. relaciones entre puntos, lineas rectas, planos, angulos,
propiedades de triangulos, cuadrilateros, circunferencias, y relaciones de congruencia y de
semejanza. Pero debido al enfoque metodol6gico no se alcanza a cubrir 1o correspondiente a los
temas de circunferenciay de semejanza de triangulos; en este caso, € tiempo didactico transcurre
mucho més lentamente que si se les presentara a los estudiantes el sistema axiomético ya hecho y
ellos sblo tuvieran que obtener algunas deducciones |6gicas (de Villiers, 1986).

Enfoque metodolodgico

Con respecto a la gestion del contenido geométrico si hay cambios drésticos que se fueron
consolidando? a través de |as diferentes versiones del curso hasta llegar a la Gltima version de la
gue damos cuenta en este documento y que es la que caracterizamos de manera muy sucinta a
continuacion. Ni la profesora ni el libro de texto son la fuente de donde se toma el contenido que
se estudia. Tampoco hay una forma fija de secuenciar e tratamiento de los distintos elementos
tedricos que se consideran. Una cantidad considerable de los enunciados que se demuestran son
formulados, por la comunidad de la clase, en calidad de conjeturas provenientes de las
producciones de los estudiantes a resolver tareas propuestas por la profesora. Todas las
demostraciones gque se hacen en €l curso también son realizadas por los estudiantes con el apoyo,
en mayor 0 menor grado, de la profesora. Las definiciones se introducen para satisfacer una
necesidad manifiesta de precisar de qué objeto geométrico se ha comenzado a hablar®; para
hacerlo, por un lado, se parte de laimagen conceptua que los estudiantes tienen del objeto, y por
otro, se hace un andlisis centrado en € papel de cada condicion dentro de la definicién. En
ocasiones, algunos hechos geométricos son incorporados de manera legitima a sistema
axiomatico porgue se advierte la necesidad de demostrarlos para poderlos usar en la demostracion
del teorema que se esta realizando.

Se pueden encontrar detalles del desarrollo curricular del curso en su primera version y, en particular, de la gestion
del contenido, en Perry, Camargo, Samper y Rojas (2006). En tal ocasion, para €l tratamiento de todos los temas
con excepcion de cuadriléteros, si se utilizé un libro de texto; €l tratamiento de cuadrilateros en esa version fue e
modelo inspirador del tratamiento de todos los demas temas en la Gltima versién del curso.

Debe advertirse que, en general, los estudiantes tienen alguna familiaridad con los términos que designan a los
objetos geomeétricos que se estudian en €l curso, razén por la cual los usan aun si tienen ideas vagas a respecto.
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Las tareas que se proponen a los estudiantes

Las situaciones problema no se proponen esporadicamente ni tampoco con e propésito de
complementar 10 que ordinariamente se hace en e curso; son, en cambio, parte del medio
didéctico que organizala profesora para el aprendizaje de los estudiantes. Casi siempre se trata de
situaciones que involucran a los estudiantes en una actividad demostrativa completa, es decir,
ellos tienen que comenzar por generar conjeturas que, luego de ser verificadas y aceptadas por la
comunidad como tales, son validadas dentro del sistema axiomatico con el que cuentan. En otras
ocasiones, se trata de situaciones en las que tienen que aplicar elementos del sistema axiomético
consolidado hasta el momento para hacer una construccién y justificarla.

Las situaciones problema propuestas a los estudiantes se constituyen en elemento central de la
innovacion y son objeto de un cuidadoso disefio por parte del grupo de investigacién. Deben ser
interesantes para asi poder estimular la actividad demostrativa de los estudiantes; deben ser
abiertas para asi poder generar diversos puntos de vista y favorecer la argumentacion; pero
también han de ser pertinentes, es decir, deben poner en juego los recursos disponibles en el
sistema axiomatico que se construye.

Por lo general, la resolucién de la situacion problema por parte de los estudiantes y la posterior
socializacion del trabajo realizado hasta llegar a la institucionalizacion del correspondiente
contenido geométrico regquieren més de una sesion de clase y en ocasiones hasta cuatro o cinco,
dependiendo de la riqueza de la situacion planteada y de la participaciéon misma de los
estudiantes. L as situaciones problema maésricas en las que es posible formular distintas conjeturas
plausibles se plantean con el propésito de generar experiencias en las que los estudiantes puedan
vivenciar la ampliacion del sistema axiomético, en torno a un nicleo temético, al participar en la
organizacion de los elementos tedricos que han producido.

A continuacion, a manera de ejemplo, presentamos dos situaciones problema que posibilitan la
construccién de un sistema axiomético en torno a propiedades del triangul o isosceles:

e (Cud es la relacion entre e tipo de triangulo y la propiedad dos alturas son
congruentes?

e Dibujar AMOP. K esun punto de mp . ¢Cuéndo esmZOKP > mZOMK?

Cabe aclarar que debido al modo como se gestiona & contenido en la clase, €l desarrollo temético
generado con estas situaciones problema no es el mismo en dos versiones del curso. La Figura 1
muestra el contenido geométrico que se traté en la dltima version del curso araiz de laresolucion
de las dos situaci ones problema mencionadas.

Colette Laborde, nos hizo caer en cuenta de que subyacente a esta forma de gestionar €
contenido geométrico esta la hipotesis didactica segin la cual poder construir un sistema
axiomatico en la clase a partir de la resolucion de situaciones problema, requiere que en
ocasiones, la comunidad acepte, por una parte, dejar provisionalmente incompleta la
demostracién de una conjeturay, por otra parte, desviarse para considerar otra situacion problema
gue conducird a obtener los elementos necesarios que permitirdn completar la demostracion
inicial. Segun Laborde, tratamos de vincular la coherencia local a una més global. Consideramos
que estaforma de gestionar €l contenido es uno de los elementos de lainnovaci 6n que desafian de
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manera més fuerte la tradicion de la matemética escolar que propende por la presentacion de los
contenidos organizada en términos de relaciones establecidas desde el saber matemético y no
desde e punto de vista de la construccién del conocimiento de los estudiantes.

Ademas de las situaciones problema propuestas durante las clases, semanamente se asignan
tareas para redizar por fuera de la clase, que deben ser resueltas en grupos establecidos
voluntariamente desde el comienzo del semestre. Se escogen problemas que tienen un grado alto
de dificultad, pero que se pueden resolver con los elementos tedricos y metodoldgicos (i.e.
realizar construcciones auxiliares) ya estudiados. Deben desarrollarse las demostraciones con
todo el formalismo que exige trabajar en un sistema axiomético. El propésito es suscitar la
interaccion entre los miembros del grupo, impulsarlos a compartir sus conocimientos, y a proveer
argumentos fundamentados acerca de la solucién. Sus producciones correspondientes a estas
tareas también son fuente paralavaloracion del aprendizaje. La profesoraidentificalos errores en
las producciones escritas de los estudiantes, y los utiliza como material para una discusién grupal
en clase.
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Situacion problema

Estudie larelacion entre € tipo de
tridngulo y la propiedad dos alturas
del triangulo son congruentes.

Definir

Triangulo equilétero, isosceles, escaleno,
rectangul o, obtusangulo, acutéangulo

al explorarla surgen

Definir
Alturade un tridngulo

4— requiere

—
abordarla o
requiere -
>

Demostrar

Existencia de recta perpendicular

desde punto externo.

A 4

A 4

Conjetura 1

Si un tridngulo es isosceles
entonces dos de sus alturas
son congruentes.

Conjetura 2

Si un triangulo tiene dos

aturas congruentes
entonces es isosceles.

validarla requiere

validarla requiere

demostrar demostrar
| I
\ 4 v l l
Teorema Teorema Teorema Reciproco del teorema
Criterio de del triangulo isosceles Criterio del tridngulo isbsceles

conaruenciaLAA
A

hipotenusa-cateto

A

se requiere para

demostrarlo

requiere
demostrar q

Demostrar teorema

del &ngulo externo de

un triangulo

. abordarla
requiere requiere
Definir

un tridgngulo

Angulo externo de

Definir
mediana de un tridngulo

Situacion problema

Dibuje un A MOP y construya un punto
K sobrela rectaque contieneaMy P.
¢Cuando es mZOKP > m£ZOMK?

Figura 1. Contenido geométrico tratado al resolver dos situaciones problema
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La interaccién social en la clase

Al iniciar e curso, la profesora hace explicitas las normas sociales y sociomatematicas
relacionadas con la exigencia de justificar todas las ideas, escuchar y respetar |os argumentos de
los compafieros y producir justificaciones de acuerdo con parametros establecidos. También se
empefia en controlar de manera sistematica e cumplimiento de tales normas. Gradualmente, a
medida que avanza € desarrollo del curso, la profesora transfiere la responsabilidad a los
estudiantes quienes comienzan a sentirse comodos haciendo demostraciones y controlan el
cumplimiento de las normas planteadas. Podemos mencionar dos* tipos de interaccion através de
los cuales los estudiantes participan en la actividad matematica que tiene lugar en la clase.

Trabajo de los estudiantes. De manera individual o por parejas y pudiendo disponer de la
geometria dindmica, los estudiantes abordan, durante el tiempo asignado para €ello, las tareas
propuestas por la profesora. Durante tal trabajo, ella pasa por los puestos con € proposito de
recoger informacion sobre lo que estén haciendo los estudiantes y los resultados a los que estan
[legando, informacién que luego utiliza en la puesta en comin para animar a los estudiantes que
no se atreven por su cuenta a exponer publicamente sus conjeturas o propuestas. Muy
ocasionalmente lleva a cabo alguna conversacién con un estudiante especifico y, por lo general,
no es para dar explicaciones relacionadas con € contenido geométrico implicado en la solucién
de latarea. El involucrarse en la solucién de estas tareas, por o general, pone alos estudiantes en
capacidad de hablar sobre el tema aun si no llegan a enunciar una conjetura que se pueda aceptar
0 si no alcanzan a elaborar la demostracion. En Perry, Samper y Camargo (2007) hay un recuento
del trabajo colaborativo de tres estudiantes para resolver una situacion problema; consideramos
quetal caso ilustraun tipo de interaccion en el que la produccion del grupo no eslareunion de las
contribuciones de sus integrantes, surgidas de monologos en voz ata, sino més bien la
construccién conjunta a través del didogo de ellos; en ese sentido, el caso representa bien una
caracteristica de la interaccién social que consideramos clave para € aprendizgje de la
demostracion.

Discusion matematica. Es a través de este tipo de interaccién como se va construyendo
colectivamente el contenido geométrico que se trata en la clase. Después del trabajo de los
estudiantes, la profesora gestiona la socializacion de las producciones de éstos con miras aguiar a
la comunidad en |a construccion de significados compartidos y en la organizacion colectiva de las
ideas que encontraron para producir las demostraciones. Cuando los estudiantes han tenido que
producir conjeturas, en el proceso de analizarlas la profesora juega un papel clave en la
determinacion de la secuencia en que éstas se revisan, teniendo en cuenta dos criterios. € examen

4 Cabe mencionar que en las primeras versiones del curso, € tipo de interaccién que se redlizaba desde el comienzo

del curso y durante una parte considerable de su desarrollo, eralo que denominamos dialogo instruccional. En éste
se llevaba a cabo una conversacion entre la profesora y uno o més estudiantes en frente del resto del grupo. La
profesora, como la experta de la comunidad, guiaba €l desarrollo del contenido tedrico de la clase a través de este
tipo de intercambio verbal que debian poder sostener los estudiantes con €lla en la medida en que hubieran
cumplido la norma —establecida desde el comienzo— de preparar previamente a cada clase el tema haciendo el
correspondiente estudio en €l libro. En este tipo de intercambio, los estudiantes explicitaban sus comprensiones de
lo leido y la profesora cuestionaba, enfatizaba y aclaraba asuntos especificos, sin que en tales intercambios se
lograra tocar todo lo relacionado con el tema

11
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de una conjetura no debe quitarle sentido al examen de otra, y tal examen debe respetar la
organizacion tedrica que permite construir sobre unos elementos para obtener otros.

Para dar una idea del tipo de interaccion a que nos estamos refiriendo, veamos la trayectoria de
una discusion matemética que tuvo lugar en la primera versiéon del curso cuando los estudiantes
tenian entre manos la responsabilidad de encontrar una via para la demostracion del reciproco del
teorema del triangulo isdsceles que establece que “Si en € tridngulo ABC se tiene que e angulo
A es congruente con el dngulo B entonces el segmento AC es congruente con el segmento BC”°.
En e cuadro siguiente se exponen, en nuestras palabras, algunas de las propuestas que fueron
consideradasy larazén por la que no fueron aceptadas (Samper, Camargo, Perry, 2006).

Propuesta de via para la demostracion

Razdn por la que no fue aceptada

Fabio. Trazar labisectriz del angulo C y demostrar la
congruencia de los tridngulos formados LAL.

Carolina. No, porque lo que se quiere demostrar es
gue el segmento AC es congruente con € segmento
BC; no setiene esa congruencia.

Reinaldo. Unir el punto medio D del segmento AB con
€l vértice C del triangulo y demostrar la congruencia de
los tridngulos ADC y BDC.

Yolanda y Profesora. No, porque se tendria que usar
como criterio LLA, pero éste no existe.

Reinaldo. Usar la perpendicular a segmento AB, por C,
que pasa por €l punto medio, D, del segmento AB.

Fabio. Laalturarelativaa un lado de un triangulo no
tiene que pasar por el punto medio de éste.

Luld. Trazar labisectriz de uno de los &ngulos
congruentes.

Daniel. Trazar la mediana a uno de los lados opuestos a
uno de los angul os congruentes.

Andrés. Trazar lamediatriz del 1ado opuesto auno de
los angul os congruentes.

No fue posible identificar dos tridngul os que pudieran
ser congruentes.

Luld. Construir € tridngulo cuyos vértices son los
puntos medios de los lados del triangulo dado.

Profesora. No se tienen elementos para demostrar la
congruencia de | os tridngul os que se forman.

James. Usar rectas paraelas.

Grupo. Trazar la perpendicular al segmento AB, por C,
y usar que la suma de las medidas de los angulos
internos de un tridngulo es 180°.

Profesora. No se ha hablado de para elas. Conceptos
0 teoremas que no conforman partes del sistema
axiomético hasta el momento.

James, Yolanda, Luld. Construir segmento AX
congruente con segmento AC y segmento BY congruente
con segmento BC, en el semiplano determinado por la
rectaAB, que no contienea C, y la perpendicular a AB
por C, y las tres se encuentran en un punto.

Profesora. ¢Cémo asegurar que si se encuentran en
un punto?

5

Cabe resdtar que la demostracion clasica, atribuida a Pappus, de establecer la correspondencia del triangulo
consigo mismo, pero intercambiando los vértices de los angul os congruentes, generalmente no es convincente para

los estudiantes.

12
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Después de haber considerado publicamente las propuestas anteriores sin que ninguna fuera
aceptada, los estudiantes siguen trabajando individuamente. En su ronda, la profesora advierte
gue Mariela tiene una propuesta diferente a las ya planteadas, y por €llo, abre el espacio para que
la estudiante la dé a conocer a todo el grupo. Mariela ha construido las bisectrices de los angulos
congruentes y pretende mostrar que los segmentos con extremos el punto de interseccién de las
bisectricesy los puntos A y B, respectivamente, tienen que ser congruentes (ver Figura 2), pero no
puede producir esa justificacion. A partir de la construccion de esas bisectrices, Carolina puede
demostrar la congruencia de los segmentos AX y BY y de los segmentos AY y BX (X'y Y son los
puntos de interseccion de las bisectrices construidas con los segmentos BC y AC
respectivamente). Asi, como lo expresa Lulu, se tiene la congruencia de un “pedacito” de los
lados AC y BC. Al terminar la clase, el teorema queda sin demostrar.

C

P2

Figura2

En la siguiente sesién, Mariela expone ante el grupo la demostracion que hizo por fuera de clase,
pero manifiesta duda acerca de la interestancia de los puntos A, Y y C asi como de B, X y C,
condicion necesaria para completar la demostracién. La profesora explica que éste es un hecho
vélido que los autores mencionan méas adelante en el texto. A diferencia de la no aceptacion del
uso del paralelismo y €l teorema de la suma de los angulos interiores de un triangulo, por no ser
ellos elementos del sistema en el momento de abordar 1a demostracion del teorema en discusion,
éste si se acepta, porque aunque no se ha demostrado, podria hacerse con los elementos que se
tienen hasta el momento.

A los ojos de los demés estudiantes, la demostracion de Mariela esté perfecta, pero la profesora
tiene una objecién: Mariela ha justificado la congruencia de los angulos YBA y XAB por “la
definicion de bisectriz’® lo que es una razon errénea. A partir de tal objecion, los alumnos
demuestran lo que, en el curso, denominan teorema de la bisectriz, otro teorema que introducen al
sistema axiomatico que no ha sido propuesto como tal por los autores del texto que se usaba
Como guia.

La definicion de bisectriz establece que: “Si D esta en  interior del angulo BAC, y angulo BAD es congruente con
angulo DAC, entonces €l rayo AD bisecaal angulo BAC, y €l rayo AD se llama la bisectriz del angulo BAC”. Por su
parte, el denominado teorema de la bisectriz establece que “La medida de cualquiera de los angulos determinados
por la bisectriz es igual a la mitad de la medida del angulo original”. Esta objecion puede dar idea del grado de
rigor que se mangjaen el curso.

13
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El papel de la geometria dindmica

Hemos podido reconocer que el uso de la geometria dindmica puede mediar en varios asuntos que
son de importancia fundamental en el aprendizaje de la demostracion. Dado que los principios
gue se usaron en el disefio del programa Cabri se corresponden esencialmente con los postulados
de la geometria euclidiana, es premisa subyacente a lainnovacion que por medio de la geometria
dindmica es posible establecer conjeturas, sobre propiedades invariantes bagjo el arrastre, con un
alto grado de probabilidad de que ellas sean verdaderas en el sistema axiomético en construccion.
A continuacién hacemos una breve descripcién a respecto. En Camargo, Samper y Perry (2006;
2007) y en Perry, Samper, Camargo (2007) se puede ampliar este tema.

1. Entender que el cumplimiento de la tesis de un enunciado “si... entonces...” depende de todas
las condiciones de la hip6tesis. La mayoria de los postulados, definiciones y teoremas en
geometria se enuncian usando la estructura légica de una implicacion, sea esta explicita o
implicita en la respectiva formulacion. Ademas, dos de las estructuras basicas para establecer
validez matematica son los denominados Modus Ponendo Ponens y Modus Tollendo Tollens,
esguemas que hacen uso de la implicacion. Una utilizacién apropiada de las definiciones,
postulados y teoremas en el contexto de la actividad demostrativa requiere reconocer la
estructura subyacente de la implicacion en los enunciados y comprender ésta como un objeto
matematico cuyas propiedades quedan bien definidas desde la |6gica matemética. Para captar
mejor las condiciones exigidas en una definicién o un teorema, e uso de la geometria
dindmica se constituye en un apoyo para estudiar las consecuencias de eliminar parte de las
condiciones de la hip6tesis del teorema, o alguna de las propiedades de la definicion, y de esta
manera comprender el papel que cumple cadaunade ellasy asi decidir si son necesarias. En el
andlisis de situaciones de este tipo, es innegable que la posibilidad de hacer de manera répida
y precisa diversas construcciones permite ilustrar como la ausencia de alguna condicion
distorsionalos resultados que se esperan.

2. Apoyar la comprension de relaciones geométricas que pueden quedar ““ocultas™ bajo
enunciados que esconden la generalidad de la situacién. El tipo de situacion problemay de
tarea que se plantean a los estudiantes son dos componentes fundamentales de un entorno de
aprendizaje que pretende favorecer la practica de la demostracion. Un contenido especifico
gue hace parte del desarrollo tematico del curso puede ser objeto de diferentes tratamientos
gue son méas 0 menos Utiles para la préctica de la demostracion, segun € enunciado que se
formule (Camargo, Perry y Samper, 2005). En ocasiones, la forma como se enuncia una tarea
puede llevar a estudiante ainterpretar el problema como ejemplo de una situacion particular,
dependiente de las condiciones especificas que se presentan, y no como un hecho geométrico
generalizable.

3. Propiciar la creatividad, a través de construcciones auxiliares, para elaborar argumentos que
llevan a la demostracion de teoremas. La facilidad de hacer construcciones auxiliares de
diversa naturalezay eliminarlas si no dan los frutos esperados es uno de |os factores que hacen
de los programas de geometria dindmica una herramienta poderosa en la blsgueda de una
justificacion. La visualizacion de una representacion fiel a las condiciones establecidas en la
situacion permite evocar elementos del sistema axiomatico que posiblemente resulten Gtiles en
una demostracion.

14
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4. Crear situaciones que dan lugar a suficientes resultados para poder construir una porcion del
sistema axiomatico. Este es un uso de la geometria dinamica muy importante para hacer
posible la participacién autbnoma y relevante de los estudiantes en la actividad demostrativa
que tiene lugar en la clase. A partir de una situacion problema abierta, que favorece la
exploracion de propiedades geométricas, los estudiantes producen un conjunto diverso de
conjeturas que, con la guia del profesor, se van organizando dentro del sistema axiomatico. El
papel del profesor es fundamental pues es quien puede anticipar la conveniencia de uno u otro
orden en la organizacion de los enunciados, a efectos de ir incorporando los teoremas de tal
suerte que se logre una organizacion deductivalocal coherente.

5. Determinar la validez de conjeturas formuladas por otros. Cuando los estudiantes exploran
situaciones problema abiertas y enuncian sus conjeturas, una estrategia que usa la profesora
para determinar si la conjetura formulada se corresponde con las condiciones de dependencia
creadas, a hacer la construccion, es solicitar a los estudiantes un recuento del procedimiento
de construccion, pues en ocasiones |os estudiantes no perciben las condiciones reales “ que han
dado” a su construccién y por tanto, la hip6tesis de la conjetura formulada no es correcta. En
estas ocasiones, se busca que los estudiantes realicen la construccién propuesta en una
conjetura para andizar lavalidez de ésta.

6. Entender el desarrollo l6gico de una demostracion. En aguellas situaciones tedricas que
buscan establecer la existencia de un objeto geométrico con propiedades especiales, €l proceso
necesario, desde la teoria, para desarrollar una demostracion basicamente coincide con la
organizacion requerida para realizar la construccion en el ambiente de la geometria dindmica.

7. Descubrir relaciones geométricas entre las partes de figuras, que se podrian involucrar en la
demostracion. Cuando se enuncia una sSituacion geométrica sin la correspondiente
representacion gréfica, el hecho de poder realizarla con geometria dinamica, con las
propiedades que exigen las condiciones establecidas en la hipétesis, da lugar a que la
exploracién de lafigurareflege confiablemente las relaciones geométricas que existen entre las
partes constituyentes de la figura. Tales relaciones pueden evocar €lementos tedricos valiosos
parala demostracion.

Evaluacién

En estainnovacion es claro que la evaluacion de los estudiantes cumple dos funciones diferentes:
por un lado, da informacién sobre los resultados del aprendizaje, y, por otro lado, hace parte del
aprendizaje mismo. Relativas ala primera funcidn, se hacen en el curso cuatro tipos de tareas:

¢ L as comprobaciones quincenales —siete en total— en las que | os estudiantes de manera
individual y posiblemente usando la geometria dindmica deben responder a dos o tres
preguntas. Se busca evaluar e grado de conocimiento de la teoria 'y el avance en la
capacidad de demostrar. Aun cuando las discusiones en clase tienden a tener un toque
de informalidad, en las comprobaciones, segin lo solicitado, los estudiantes deben
redizar un desarrollo cuidadoso y completo, justificando paso a paso las
demostraciones con elementos tedricos, o presentar un plan que incluya los pasos
importantes para desarrollar |a demostracién.

e Lastareas que se proponen semanal mente como tarea extraclase.
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Llevar un cuaderno en el cua registran las actividades redlizadas con geometria
dindmica, destacando qué aprendieron de geometria planay qué de geometria dinamica
en el proceso de resolver la situaciéon propuesta; este cuaderno se recoge dos o tres
veces en €l semestre.

El examen final.

Con respecto ala segunda funcion, todas | as tareas que realizan |os estudiantes reciben de manera
oportuna una realimentacion en la que se destacan, por un lado, los errores cometidos por los
estudiantes y, por otro, soluciones interesantes. Con e andlisis de las ideas erroneas de los
estudiantes se busca determinar qué elementos de éstas son Utiles para construir a partir de ellos
algin hecho geométrico verdadero o rescatar aspectos, ya sea en las construcciones o en el
andlisis de las situaciones, que han pasado inadvertidos por otros miembros de la comunidad. Es
por ello que todaidea que profiere el estudiante, sea equivocada o no, merece un reconocimiento.

BALANCE DE LA EXPERIENCIA DE INNOVACION

Hemos usado tres mecanismos para recoger informacion sobre los resultados de la innovacion:

En las digtintas versiones del curso hemos hecho andlisis de las producciones escritas de
los estudiantes al final del curso y hemos encontrado que en la mayoria de los casos hay
un progreso notable en la elaboracion de las demostraciones.

Hemos recogido las apreciaciones de los estudiantes a terminar € curso, pudiendo
apreciar una gran aceptacion a la propuesta. La mayoria de los estudiantes reconocen
gue la exigencia de trabajo en e curso es fuerte pero sienten un cambio radica y
positivo en su papel como aprendices de |a practica demostrativa.

Aunque no ha sido un mecanismo empleado deliberadamente por nosotros, a través de
los cursos de la linea de didéctica tenemos informacion de que los estudiantes
reconocen su experiencia de aprendizaje en el curso de geometria plana como un aporte
significativo a su formacion académica.

Factores que facilitan su implementacion

Desarrollar la experiencia de innovacién asociada a un estudio investigativo en el que
participan varios colegas pues ayuda a crear y sostener un compromiso de mediano o
largo plazo con la experiencia.

Tener un balance positivo de la experiencia junto con la consciencia de que hay
aspectos que se pueden mejorar nos ponen en una disposicién apropiada para continuar
€l proceso de afinamiento de la propuesta.

Factores que dificultan su implementacion

Tener grupos demasiado numerosos de estudiantes, pues las posibilidades de
participacion regular de ellos en la clase se reducen.
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e Las situaciones de orden publico que con frecuencia interrumpen la normalidad
académica pues hay necesidad de replantear el tiempo disponible para el desarrollo de
las actividades planeadas e incluso las metodol ogias previstas.

e Lapresion externa o interna con respecto a cubrimiento de una cierta cantidad de tema,
eventual mente puede conducir a hacer adaptaciones de la propuesta que la desvirttan en
Su esencia

IMPACTO SOCIAL DE LA INNOVACION

Esta innovacién se puede ver como una “prueba de existencia’ de la posibilidad y viabilidad de
disefiar estrategias para apoyar deliberada y sistematicamente el aprendizaje de |la demostracion.
En ese sentido, puede llegar a ser una referencia para colegas que quieran emprender un trabajo
con propdsitos similares al nuestro; tal seria un impacto socia de la innovacion. En particular,
consideramos que invitaciones como las que hemos recibido tanto a nivel nacional como a nivel
internacional para presentar detalles de la experiencia indican de hecho un interés por conocerla.
En este orden de ideas también podemos mencionar, en primer lugar, la acogida de la propuesta
curricular para seguirla en otras dos secciones paralelas del curso de geometria plana de la
Universidad; en segundo lugar, € impulso alarevision e innovacion del primer curso de lalinea
de geometria; y en tercer lugar, €l interés de estudiantes de la maestria por realizar trabajos de
grado que extiendan parcialmente partes de la innovacion en ingtituciones de educacién media 'y
secundaria

PARA TERMINAR

Esperamos haber podido comunicar de manera significativa el espiritu que anima la innovacion
en la que hemos estado comprometidos. En particular, esperamos gque se haya podido ver por qué
consideramos que la experiencia de aprendizaje que se propicia para |os estudiantes en este curso
desafia las creencias de las que habla Schoenfeld en su articulo y otras mas. A propésito,
transcribimos comentarios de dos estudiantes de la primera version del curso (Perry, Camargo,
Samper y Rojas, 2006, p. 171):

“Si se pudieradecir en una sola palabralo que fue este curso, diria que es demostracién. Todo lo
gue hicimos durante todo €l curso fue demostracion. [...] Cada uno tiene una propuesta para
solucionar un problemay no todas las soluciones son la mismay la profesora le pone cuidado a
unoyloayuda” (Reinaldo, en entrevistaal final del curso)

“[...] en muchas ocasiones, varios compafieros llegaron a ciertas conjeturas, después se
volvieron teoremas; sin nosotros conocerlos, se llegaron a ellos o sea que nos hicieron como...
investigar y analizar cosas més profundas.” (Daniel, en entrevista d final del curso)
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