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RESUMEN

Los numeros combinatorios y las formulas para S,,(n — 1) son objetos utilizados
entre otras cosas, como técnicas de conteo, por lo tanto, la conexion entre estas dos
herramientas es significativa. En este comunicado se expone una relacion matricial
entre estos dos objetos, la cual se describe como sigue: la matriz triangular que tiene
como entradas los numeros que forman el triangulo de Pascal, después de retirar los
unos, es inversa a la matriz triangular que tienen como entradas los coeficientes de
las potencias de n mayores a 1 de las formulas para S,,(n — 1). Este resultado se
demuestra a partir del sistema de ecuaciones que definen los numeros de Bernoulli, y
un nuevo método, mediante el cdlculo, para obtener las féormulas de Sp,(n — 1).
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INTRODUCCION

Sarmiento y Ferndndez (2014) exponen que las técnicas de conteo son reglas que permiten
contar de manera abreviada la cantidad de configuraciones de elementos (bajo ciertas
condiciones) de un conjunto dado. Dos de estas técnicas son:

e Los ntimeros de la forma:
m m!
' = n! (m —n)!
Con m y n enteros positivos, con los cuales se forma el tridngulo de Pascal y se les
denomina, nimeros combinatorios.
e Lasuma de la forma:
Sy(n—1)=0"+1m 42" +3™ 4+ ...+ (n— 1™
Con m entero positivo, es llamada la suma de las m-ésimas potencias de los primeros n
enteros positivos.

En Hurtado (2015) se encuentra un nuevo método para obtener las formulas de estas sumas,
el cual, en resumidas palabras consiste en:

PROCEDIMIENTO, MEDIANTE EL CALCULO, PARA OBTENER LAS FORMULASDE S, (n — 1)
La formula para la suma S, (n — 1) tiene la forma:
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n—1

Z im = k0™ 4 4 1k,n® + kan3 + kon? 4+ kyn

=0
Donde k; con j = 1,2,3, ..., (m + 1) son nimeros racionales.

Entonces, para obtener las formulas de S, ;(n — 1), al lado de la sumatoria se integra con
respecto a i la potencia i" donde la constante ¢ de integracion es 0, y al lado de la formula,
se integra con respecto a n las potencias n¥ con k = 1,2,3,...,(m + 1) donde la constante

de integracion es b, = — ﬁ Por ejemplo, las primeras formulas estan dadas asi:
Sea la férmula trivial
n-1
1=
i=0
Integrando se obtiene la férmula para S;(n — 1):
n—1 I
Z =53
Multiplicando por 2 e integrando, se obtiene:

Reduciendo términos semejantes se llega a la férmula para S,(n — 1)
n-1
3

Eiz_“__“_J,E
, 3 2 6
i=0

Multiplicando por 3 e integrando, se obtiene:
n-1

i=0
Reduciendo términos semejantes se obtiene la formula para S;(n — 1)
n-1

Por la naturaleza de este procedimiento, obsérvese que los coeficientes del término n de
cada formula, esta dado por la suma de los coeficientes de las potencias de n mayores a 1,
es decir,

n-1

Z i™ =Kk D™+ o+ kyn* + kan® + kon? — (Kpyq + -+ kg + k3 +ky)n
i=0
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Los niimeros combinatorios y S,,(n — 1) estan relacionados no sélo como técnicas de
conteo, sino también de forma matricial, sustentado en lo anterior, el objetivo de esta
comunicacion es exponer dicha relacion.

MARCO DE REFERENCIA

En este escrito se utiliza la matriz tipo Pascal, la cual tiene en sus entradas precisamente
numeros del triangulo de Pascal. Segiin Aceto y Trigiante (2001) la Matriz de Pascal ha
sido conocida desde la antigiiedad en los textos matematicos chinos que datan de 1303; sin
embargo, se ha estudiado cuidadosamente solo recientemente en: Probabilidad, Analisis
Numérico, Combinatoria y se relaciona con otras matrices asociadas con grandes nombres
como Vandermonde, Frobenius y Stirling.

En particular en Ma y Yang (2010) se encuentra una conexion matricial entre S, (n) y los
numeros del tridangulo de Pascal; y en Ernst (2008) se utiliza la matriz triangular de Pascal,
retirando los unos, para obtener los numeros de Bernoulli mediante la regla de Cramer.

Cabe aclarar que la conexion expuesta por Ma y Yang (2010) es diferente a la que se
expone en este escrito. Y a pesar de que Ernst (2008) maneja la misma matriz de Pascal que
se utiliza en este documento, no realiza la inversa de esta. Sin embargo, las exposiciones de
estos autores son la antesala de la propuesta presentada aqui.

Otro objeto que se menciona en este escrito son los numeros de Bernoulli, de los cuales en
Fernandez (2008) se encuentra una definicion de estos mediante sistema de ecuaciones
lineales.

ASPECTOS METODOLOGICOS

DEFINICION

Los numeros de Bernoulli (donde el m-ésimo nimero de Bernoulli se denota By,) se
obtienen mediante el siguiente sistema de ecuaciones:

—1=2B,
—1 ES 3B1 + 3B2
—1 = 4B1 + 6B2 + 4B3

m+1 m+1 m+1' m+1
1= (0B (7 ) B+ (M) (U ) B

conm=1,By,=1
Por comodidad, el anterior sistema de ecuaciones se puede representar de forma matricial

B, -1
B - .

asi: Bp,B=—1 con B = :2 ,—1 = :1 , P, €s la matriz triangular cuyas entradas
B, -1

son los niimeros que forman el tridangulo de Pascal retirando los unos.
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Desde el Algebra Lineal la solucién del anterior sistema es P,,'Lo1 —1=B.

En Hurtado (2013) se propone y se demuestra que la matriz triangular P,,'l(} tiene como
entradas los coeficientes de las potencias de n mayores a 1 de las formulas para S, (n — 1),

y que el coeficiente de n esta dado por la suma de los coeficientes de la fila m de la misma
matriz.

DESARROLLO

Es facil obtener las primeras filas de la matriz P,,'Lol, y por lo tanto la igualdad P,,_Lg —1=B8B
tiene la forma:

1 (B
l 0 0 0 1 !
2
1 1 0 0 =11 | B
2 3
1 1 1 =
2z _- =z 0 -1l | B
4 2 4 N
(_1)1+j M]j (_1)2+m sz (_1)3+m M3j N |ij| -
(m +1)! (m+1)! (m+1)! (m+1)! —1 | B

De donde, igualando los elementos correspondientes de las matrices se tiene que:

B = 1B_ 1+1_ 5. — 1+1 1_O
e T S R A
Y para la fila; se tiene:
e Ml CDPMy| CDPMy| (DM
' (m+ 1) (m + D! (m + 1)! (m+ 1)

Donde (—1)i+j|Mi]-| coni=1,2,..,m es el cofactor de la fila i y la columna j de la matriz
B, Obsérvese que las entradas de las tres primeras filas son precisamente los coeficientes

de las potencias de n mayores a 1 de las formulas para S;(n — 1),S,(n —1) y Sg(n — 1)
correspondientemente.

En Fernandez (2008) se demuestra que el coeficiente del ultimo término de la formula para
Sm(n — 1) es el m-ésimo nimero de Bernoulli, es decir:
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n—1

Z i"™ = Kppin

i=0

m+1 4 +1k,n* + kyn3 + k,n? + Byn (1)

De todo lo anterior se deduce el siguiente teorema, que es el objetivo de este comunicado.

TEOREMA DE LA RELACION ENTRE P, y P,,‘L(}
La matriz triangular que tiene como entradas los nimeros del tridngulo de Pascal excepto
los unos, es inversa a la matriz triangular que tiene como entradas los coeficientes de las

potencias de n mayores que uno de las formulas para S, (n — 1), esto es:
2 0 0 0 I v o 0
2
3 3 0 0 L 0 0
2 3
P, = ppr=|1 _1 1 0
B N A

(m'ﬂj (m'ﬂj (m'ﬂJ (m;lj b

1 2 3 m K, K, K, - K,

Demostracion: Sea la matriz triangular M cuyas entradas son los coeficientes de las
potencias mayores a 1 de las formulas para S, (n — 1):

Ly o 0
2
L 0
2 3
M= 1 11 0
4 2 4
K2 K3 K4 Km+1

Por el método para obtener las formulas de S, (n — 1) (expuesto en la introduccion), y por
la formula (1) se tiene que la suma de las entradas de la fila m de la matriz M, es el m-ésimo
numero de Bernoulli, es decir:

—(km+1 + -+ ks + ks + k) =By

De donde se obtiene el arreglo matricial: M - —1 = B
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Y por el sistema de ecuaciones que definen los mismos niimeros, este arreglo se puede ver
como sigue:

L 0 25, B
2

Ly 0 3B, +3B, B,
2 3

1 1 1 0 =

2 2 1 4B, +6}:‘22 +4B, 33
: : : ‘ : m+1 m+1 m+1 m+1 :

B, + B, + B+ + B, X
K, K5 K, - K, 1 2 3 m B,

Lo cual se puede escribir de la forma M B, B = B, de donde se debe cumplir que MP,, =
I, y como la inversa de una matriz es tnica, entonces B, = M.

ALGUNAS APLICACIONES DE LA RELACION ENTRE B, v By, 01
Ya se ha visto en este documento que mediante la matriz triangular Py, , la cual contiene en
sus entradas nimeros combinatorios, se obtiene la matriz P,,'Lol, y que esta a su vez, al sumar

las entradas de la fila m, da como resultado el m-ésimo numero de Bernoulli, con lo que se
tiene un método cerrado para obtener las férmulas de S, (n — 1)

Segun MEN (2006), entre los procesos matematicos esté la ejercitacion de procedimientos,
ya que es una herramienta eficaz para adquirir destrezas en la ejecucion de algunas tareas
matematicas. Por lo anterior resulta conveniente utilizar el método matricial para obtener

las sumas S _m (n-1), lo que resulta ser una alternativa para solucionar algunas situaciones
de conteo, como:

1. Situacion: ;Cuéntos cuadrados hay en un tablero de ajedrez?

2. Situacion: ;Cudntos cubos de lado 1 unidad, hay en un cubo de arista 3 cubos?
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Figura 2. Cubo de 27 cubos de lado 1.
Fuente: Elaboracion propia con Isofécil

3. Situacion: ;Cudntos cubos (de igual tamafio) se requieren para construir una
piramide de n niveles si cada nivel tiene 1, 4, 9,..., n? cubos?

Figura 3. Piramide de 5 niveles cuadrados.
Fuente: Elaboracion propia con Isofécil

4. Situacion: ;Cuantos cubos (de igual tamaifio) se requieren para construir un gnomon
tridimensional de » niveles, donde cada nivel tiene un color diferente?

Figura 4. Gnomon tridimensional.
Fuente: Elaboracion propia con Isofécil
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CONCLUSIONES

En esta comunicacion se evidencid una relacion entre los nimeros combinatorios y los
coeficientes de S;,,(n — 1) a partir del sistema de ecuaciones lineales que definen los
nimeros de Bernoulli, un nuevo método mediante el calculo para obtener las formulas de
Sm(n — 1) y elementos basicos del algebra lineal, con lo que resulta un método cerrado
para obtener las formulas de Sy, (n — 1), lo cual es una alternativa para solucionar algunas
situaciones de conteo.
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