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Resumen Estudiamos el desarrollo de conocimientos matematicos informales, de alumnos de
primer curso de primaria, a través de las estrategias que utilizan para resolver problemas
aritméticos verbales. Hemos creado un entorno de aprendizaje, con formato de taller,
donde los alumnos elaboran estrategias propias y representaciones para la resolucion de
los problemas. Esto permite observar el desarrollo de las estrategias informales y
representaciones concretas hacia conocimientos formales, mas simbélicos y abstractos,
sobre contenidos matematicos relacionados con el valor posicional del nimero, la decena
y la aritmética (adicion). Este desarrollo del conocimiento matematico implica procesos
de formalizacién progresiva y matematizacion.

Palabras clave Abstraccion, educacion primaria, formalizacion progresiva, matematizacién, problemas
aritméticos verbales, representacion, simbolizacion.

Title Progressive formalization in mathematics: the case of addition in first grade of
primary education

Abstract We study the development of students’ informal mathematical skills in first grade,
through the strategies they invent to solve arithmetic word problems. We have created a
learning environment, with a workshop format, where students produce their own
strategies and representations to solve the problems. This allows us to observe the
development of informal and concrete strategies toward more formal, symbolic and
abstract knowledge and representations on mathematical contents related to place value,
tens and arithmetic (addition). This development of mathematical knowledge implies
processes of progressive formalization and mathematization.

Keywords Abstraction, primary education, progressive formalization, mathematization, verbal
arithmetic problems, representation, symbolization.

1. Introduccién

Las matematicas suelen considerarse una ciencia muy abstracta. En los documentos
curriculares, se trata como principio metodoldgico basico para las primeras edades el uso de materiales
manipulativos para facilitar el aprendizaje de nuevos conceptos, dando importancia al trabajo practico
y concreto antes de llegar a nociones simbdlicas, abstractas y formales (MEC, 2014). Asi, en la
iniciacion del aprendizaje de contenidos matematicos, nos movemos en una dialéctica entre lo
concreto y lo abstracto. Muchas veces este paso se trata inadecuadamente, como si fuese algo
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instantaneo, como si los nifios aprendiesen los simbolos “de golpe”, pasando de una matematica
concreta a la matematica formal.

En este articulo proponemos una vision alternativa para las transiciones de lo concreto e
informal a lo abstracto y formal en el aprendizaje matematico, segun la cual existe un proceso de
formalizacion progresiva, que se desarrolla a lo largo de un tiempo extenso que puede abarcar varios
afios, que implica a su vez el desarrollo de aspectos de la competencia mateméatica como la
comunicacion, la representacion y el uso de un lenguaje simbdlico y formal, que evolucionaran a lo
largo de la escolaridad. A continuacion, vamos a revisar las ideas relacionadas con estas transiciones
presentes en documentos curriculares, para después centrarnos en los términos de matematizacion y
formalizacion progresiva.

2. Planteamiento del problema

El National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) publica, en el afio 2000, sus
Principios y Estandares para la Educacion Mateméatica (NCTM, 2003). El estandar de Comunicacion
indica que los nifios deben “usar el lenguaje de las matematicas para expresar ideas con precision”
(NCTM, 2003, p. 64). En las primeras edades, la comunicacion se puede hacer de forma verbal, con
dibujos, objetos y simbolos, dando la oportunidad de desarrollar el lenguaje matematico. En este
sentido, en el estandar de proceso de Razonamiento y Demostracion se recomienda proporcionar a los
nifios materiales fisicos que puedan manipular para que, a partir de ejemplos concretos, tengan la
oportunidad de generalizar. En la misma linea, el estandar de Representacion sefiala que los nifios
deben usar representaciones para modelizar e interpretar fendmenos fisicos, sociales y matematicos
(NCTM, 2003). Como vemos, objetos y dibujos, con un caracter informal, tienen un estatus didactico
en este documento como instrumentos que pueden favorecer el desarrollo de importantes procesos
matematicos.

En la declaracion conjunta del NCTM con la National Association for the Education of Young
Children (NAEYC y NCTM, 2013) se indica que los nifios en las primeras edades construyen
conocimientos matematicos a partir de sus experiencias de la vida cotidiana. Estas primeras ideas
intuitivas y los conocimientos informales deben ser bien articulados en trayectorias de ensefianza-
aprendizaje para el desarrollo de las grandes ideas matematicas. Este documento refuerza la idea de
que el aprendizaje matematico es, en su inicio, intuitivo e informal.

Otros influyentes documentos curriculares posteriores han incorporado ideas para completar los
estandares de procesos, del NCTM, hasta llegar a definir unos estandares de practicas matematicas.
Asi, el National Research Council (NRC) enfatiza el desarrollo de la comprensién, o la fluidez
procedimental, que describen la calidad que debe tener el conocimiento de las grandes ideas
matematicas, para conectar conceptos, procedimientos y problemas dentro del mismo contenido
(NRC, 2001 y 2009). En los Common Core State Standards for Mathematics (CBP y CCSSO, 2010)
se completa esta panoramica al relacionar los estandares de procesos del NCTM con las habilidades
del NRC (2001 y 2009), presentando practicas matematicas como “modelizar con matematicas” y
“favorecer la precision para comunicar y representar ideas matematicas, razonando de manera
abstracta y cuantitativa” (CBP y CCSSO, 2010). Todas las consideraciones sobre la actividad
matematica, su potenciacion y su desarrollo, incluidas en estos documentos, estan alineadas con la
idea de que el conocimiento matematico se inicia en contextos familiares, a través de intuiciones y
conocimientos informales adquiridos pensando con ayuda de dibujos y objetos (incluyendo materiales
manipulativos).

En este trabajo nos centramos en el primer curso de educacion primaria, en una etapa educativa
en la que se recomienda suministrar materiales manipulativos a los nifios para construir sus primeras
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ideas matematicas, y donde se comienzan a incluir conceptos formales como el valor posicional de los
nameros, y a ensefiar procedimientos que implican el uso de un lenguaje simbolico y formal, como el
algoritmo de la suma. Pretendemos describir el proceso de formalizacion progresiva, que parte de las
manipulaciones realizadas con materiales concretos, y desemboca en procedimientos formales como
los algoritmos. Comenzamos revisando y sintetizando varios marcos tedricos que describen este
proceso de formalizacion progresiva, asi como el de matematizacion, muy vinculado a este.

3. Fundamentacion tedrica

3.1. Matematizacién

En las evaluaciones PISA se mide el contenido, o estructura de contenidos, que los alumnos
deben adquirir, los procesos o capacidades que han de aplicar, las situaciones en las que se encuentran
los problemas matematicos y la actitud y disposicion de los alumnos hacia las matematicas. Es decir,
no solo se valoran los contenidos aprendidos, sino como se utilizan en situaciones de la vida cotidiana.
De hecho, las tareas de evaluacion de PISA estan basadas en procesos de modelizacion y resolucién de
problemas, a lo que PISA denomina matematizacion. PISA describe el proceso de matematizacion
como la actividad que se desarrolla cuando una persona se ve ante un problema en una situacion real,
la organiza de acuerdo con conceptos matematicos, se despega de la realidad generalizando y
formalizando, resuelve el problema y da sentido a la solucion en la situacién de partida (OCDE, 2013).

La matematizacion se puede descomponer en una primera fase de matematizacion horizontal, en
la que se traduce el problema del mundo real al matematico, una segunda fase, denominada
matematizacion vertical, en la que se utilizan conceptos y destrezas matematicas, y una Ultima fase de
validacioén, en la que se reflexiona sobre todo el proceso desarrollado y sus resultados (Figura 1,
adaptada de Rico y Lupiafiez, 2008, p. 236 y OCDE, 2013, p. 11). De acuerdo con esto, en el Informe
PISA 2012 (OCDE, 2013) se consideran para la competencia matematica los procesos de (a)
formulacion matematica de situaciones, (b) empleo de conceptos, datos, procedimientos vy
razonamientos matematicos, y (c) interpretacion, aplicacion y valoracion de los resultados
matematicos al resolver un problema en el mundo real.
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Figura 1. Fases del proceso de matematizacion
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Al resolver un problema en su contexto, el alumno trata de identificar las matematicas
implicadas en la situacion y la formula mateméaticamente en funcion de los conceptos y las relaciones
identificadas. Al hacer esto, el alumno transforma el problema del mundo real en un problema
matematico. Dentro del mundo matematico, el alumno emplea conceptos y procedimientos
matematicos para obtener resultados matematicos. En esta etapa se hacen necesarios los
razonamientos, manipulaciones, transformaciones y célculos matematicos. Por dltimo, los resultados
matematicos se interpretan en el mundo real. Estos procesos de formulacion, empleo e interpretacion
de las matematicas son componentes de la construccion de modelos matematicos, y de la competencia
matematica (OCDE, 2013).

Las capacidades matematicas fundamentales que subyacen a la competencia matematica, cada
vez que los alumnos se enfrentan a la resolucion de problemas, son: razonamiento y argumentacion,
comunicacién, matematizacion, representacion, utilizacion de herramientas matematicas, utilizacion
de operaciones y un lenguaje simbolico, formal y técnico, y disefio de estrategias para resolver
problemas. Estas capacidades son similares a las Practicas Matematicas de los Common Core State
Standards (CBP y CCSSO, 2010) y a los Estandares de Procesos del NCTM (2003), a los que
haciamos referencia en el apartado anterior. En este estudio nos centramos en el desarrollo de las
capacidades de representacion, utilizacion de herramientas matematicas, utilizacion de operaciones y
lenguaje simbdlico, formal y técnico. Nos interesa estudiar la evolucion de las primeras estrategias
intuitivas e informales de los nifios hasta el uso del lenguaje y contenidos formales cuando resuelven
problemas aritméticos verbales.

3.2. Formalizacién progresiva

David Tall (2013) explica el desarrollo del pensamiento matematico, sintetizando los marcos
tedricos elaborados por Piaget, Bruner o Fischbein, a través de tres etapas de larga duracion a las que
denomina “tres mundos matematicos”. En la primera etapa, el mundo encarnado, el pensamiento
matematico se basa en la reflexion sobre la percepcion y la interaccion con objetos del mundo real.
Este autor utiliza el término cognicion corpdrea (o encarnada) para describir la primera etapa
intuitiva, basada en la percepcion de las propiedades de los objetos y las operaciones con colecciones,
partiendo de la idea de que todo pensamiento tiene origen corpdreo en nuestra experiencia sensorio-
motora. Este pensamiento matematico evolucionard, con el tiempo, hacia el desarrollo del mundo
simbélico, que establece el nexo entre lo corpdreo y lo simbdlico, en el que los simbolos pueden
reconocerse a la vez como operaciones a realizar o como conceptos manipulables en la mente. Por
Gltimo, se puede alcanzar un mundo formal axiomatico, que parte de axiomas, y mediante teoremas
demostrados formalmente con un lenguaje matematico formal y un razonamiento matematico
deductivo, construye teorias coherentes.
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Figura 2. Evolucidn de las representaciones en el desarrollo del pensamiento matemético
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La Educacion Matemética Realista (RME) sigue un enfoque en el que se utilizan situaciones
del mundo real, o problemas contextualizados, como inicio del aprendizaje de las matematicas, y se
sigue un proceso de matematizacion para llegar a estructuras formales matematicas (Van den Heuvel-
Panhuizen, 2003). Se apoya en modelos concretos que sirven de mediadores entre lo concreto y lo
abstracto. En la RME es muy importante la reinvencion guiada, que consiste en animar a los nifios a
reinventar las matematicas, con la guia del profesor, utilizando materiales instruccionales, permitiendo
asi el desarrollo de la comprension conceptual (Van Reeuwijf, 2001). Gradualmente, se deberia dar la
oportunidad a los nifios de construir sus representaciones libremente y pasar de estrategias informales,
intuitivas con representaciones concretas a estrategias mas formales y abstractas de resolucion. Esto se
hace con una instruccién guiada, que permita una matematizacion progresiva, dando la oportunidad a
los nifios de reinventar las matematicas, ayudandoles a utilizar herramientas 0 modelos asociados a la
actividad matematica. El punto de partida son las situaciones significativas realistas, entendidas como
realizables o que el nifio pueda imaginar, planteadas en un grupo de trabajo heterogéneo (Van den
Heuvel-Panhuizen, 2003).

Como ejemplo de esta linea de trabajo, Van Reeuwijf (2001) comprob6, en el caso de
resolucion de ecuaciones, que empezando con métodos de resolucién informales construidos por los
alumnos y a través de estrategias pre-formales, se les puede ayudar a llegar a la resolucion formal de
las ecuaciones, desarrollando una comprension conceptual sobre ellas. La formalizacion progresiva en
ambientes de aprendizaje en los que los nifios reinventan las matematicas guiados por sus profesores y
siguiendo una instrucciéon con materiales, contribuye al aprendizaje con comprension (Van Reeuwijf,
2001).

La formalizacion progresiva, en el ambito de la representacion matematica, consiste en el paso
de representaciones fundamentadas, que son representaciones concretas, perceptivas o de contextos
reales con objetos u otros materiales, a representaciones formales, que pertenecen a sistemas de signos
con reglas explicitas como pueden ser los nimeros naturales (Braithwaite y Goldstone, 2013). Una
instruccién basada en ambos tipos de representaciones, empezando con las representaciones concretas
y realizando una transicidn gradual hacia representaciones formales, podria favorecer el aprendizaje
con comprension de los nifios.

En este trabajo nos centramos en la evolucion de las representaciones y estrategias utilizadas
por los nifios al resolver problemas aritméticos verbales de estructura aditiva de suma. Pretendemos
estudiar la evolucion de las representaciones fundamentadas o concretas a representaciones formales,
intentando describir el proceso de formalizacion progresiva en este contenido en concreto.

3.2. Objetivos
En este trabajo nos planteamos los siguientes objetivos:

1. Analizar las estrategias utilizadas por los alumnos al resolver diferentes problemas de
estructura aditiva, de suma.

2. Analizar las representaciones de cantidades discretas presentes en los procedimientos de

resolucion de los alumnos.

Describir la evolucidn de las estrategias de problemas de suma a lo largo del taller.

Describir la evolucion de las representaciones utilizadas a lo largo del taller.

Interpretar la evolucidn de estrategias y representaciones en términos de la formalizacion

progresiva.

akrw
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4. Método

4.1, Participantes

Hemos desarrollado esta investigacion en un colegio publico de educacién infantil y primaria de
Manzanares el Real (Madrid). Participan 54 alumnos de primer curso de educacién primaria, 30 nifios
y 24 nifias.

4.2. Intervencién

La intervencion realizada consiste en un taller de resolucién de problemas aritméticos verbales,
con el que se pretende favorecer el desarrollo de conocimientos informales sobre el valor posicional y
con una metodologia que permita desarrollar la competencia matematica de los nifios (Ramirez, 2015).
El taller consistié en 25 sesiones, una por semana, a lo largo de todo el curso escolar. EI enfoque de
ensefianza de las matematicas esta dirigido al desarrollo de estrategias informales y representaciones
infantiles de las cantidades implicadas en los problemas, con el objetivo de construir significados y
comprension de contenidos matematicos (Carpenter, Fennema y otros, 1999).

Hemos utilizado una serie de problemas aritméticos verbales, tanto de estructura aditiva como
multiplicativa. Dentro del contexto general de la investigacion, los alumnos han resuelto problemas de
los tipos siguientes:

e Problemas de multiplicacion y division con grupos de 10, que implican el concepto de
decena, en los que los alumnos tienen oportunidad de contar distintos érdenes de unidades,
como decenas y unidades, y de aprender aspectos importantes del sistema de numeracion
decimal (Ramirez y De Castro, 2014a).

e Problemas de estructura aditiva, con numeros de dos cifras, para que los nifios construyan
estrategias en las que la comprension del valor posicional de los nimeros facilite su
resolucion. Ademas, podran relacionar el algoritmo de la suma y resta, que van a aprender
en las clases habituales, con las estrategias desarrolladas en el taller (Ramirez y De Castro,
2016).

e Problemas de estructura multiplicativa, de multiplicacién y division, para que construyan
sus primeros significados sobre estas operaciones (Ramirez y De Castro, 2014b).

En este trabajo nos centramos en las siete sesiones del taller (3, 9, 10, 13, 17, 18 y 20) en las que
se han planteado problemas de estructura aditiva de suma. Los enunciados de los problemas
planteados pueden verse en la Tabla 1. Se incluyen problemas de combinacion con la cantidad total
desconocida con dos 0 mas partes; problemas de cambio creciente con la cantidad final desconocida; y
un problema que consideramos de dos etapas, con una primera fase que consiste en un problema de
estructura multiplicativa de grupos iguales con agrupamientos de 10, ya que en primer curso de
primaria el concepto de decena puede no haberse adquirido totalmente, y una segunda fase de
combinacién con total desconocido. Esto supone que los alumnos resuelven problemas de diferentes
categorias semanticas, que se corresponden con distintos significados asociados a la suma. Ademas,
los problemas basados en situaciones suma no se plantean de forma consecutiva, evitando que los
alumnos los resuelvan de forma mecénica.
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. Categoria
Sesion Problema A
semantica
3 Si el gato tragén se comié un hombre, un burro, 5 pajaritos y 7 nifias. | Combinacién
¢Cuantos se comid en total? con 4 partes
9 Finn Herman cend un jamén, dos pollos, tres filetes y veintiséis deliciosas | Combinacion
salchichas. ¢ Cuantas cosas tomo para cenar? con 4 partes
Si Finn Herman tiene 38 dientes en la mandibula superior y 30 en la L
10 e . - Combinacion
inferior, ¢cuantos dientes tiene en total?
13 Si en enero llegaron 31 pingtinos y en febrero vinieron otros 28, ;cuantos Cambio
pinguinos habia al final de febrero? creciente
17 Al volver a casa, la princesa le llevd a su mama 12 pasteles, una decena de | Combinacion
flores, un balén y un gato. ¢Cuantas cosas le lleva en total de regalo? con 4 partes
Si el papa de Ménica subi6 4 decenas de escalones, luego hizo un |2 et_aeprzsr '3?ggema
18 descanso, y después subi6 38 escalones mas, ;Cuantos escalones habia (Mt Itipl?cacién y
i ? . :
subido en total’ Cambio creciente)
Si consigues 32 euros por saltar entre ortigas, y 29 euros por tragarte una L
20 g . P Hgas, y P 9 Combinacion
rana muerta. ¢ Cuantos euros has conseguido al final?

Tabla 1. Problemas de estructura aditiva de suma

Las sesiones de trabajo en las que se realizan los problemas siguen las siguientes etapas: (1)
Lectura de un cuento, que proporciona un contexto para el enunciado del problema; (2) Lectura de la
carta, en la que una persona externa y familiar para los nifios, pide ayuda para resolver el problema,
consiguiendo una situacion de comunicacion; (3) Trabajo individual, en el que los alumnos eligen
materiales y estrategias libremente para resolver el problema; (4) Puesta en comdn de las estrategias
utilizadas; y (5) Escritura de la carta, donde se explica el procedimiento realizado por escrito.

4.3. Recogida de informacion

La recogida de datos se ha llevado a cabo a través de entrevistas flexibles en el aula, segun el
enfoque de Ginsburg, Jacobs y Lopez (1996), recogiendo los procedimientos de los nifios en hojas de
registro y grabaciones en video en distintos momentos del taller como en el trabajo individual, la
puesta en comun, o la escritura de la carta. Ademas, se realizan fotografias y se recogen las hojas de
trabajo de los alumnos y las cartas con la explicacion final de la estrategia tras la puesta en comun
(Ramirez, 2015).

5. Resultados

5.1. Andlisis de estrategias

Las estrategias observadas han sido analizadas y clasificadas empleando el esquema de
clasificacién marcado por los estudios de la Instruccion Cognitivamente Guiada (CGl, en adelante)
(Carpenter, Fennema y otros, 1999). La estrategia de modelizacién directa utilizada en estos
problemas es la estrategia de juntar todo, que consiste en representar las cantidades de los sumandos,
juntarlas en una Unica coleccion o considerarlas juntas, y realizar el conteo de todo. Las estrategias
observadas en las sesiones de suma dejan un gran nimero de modalidades de aplicacion de “juntar
todo” dependiendo de la eleccion de distintos materiales, la forma de combinar las colecciones
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representadas, las posibles agrupaciones de 10 de las representaciones de las cantidades de nimeros de
dos cifras, o el modo de contar las representaciones (contando de uno en uno, de diez en diez, etc.).

La modalidad de aplicacion de “juntar todo” mas utilizada consiste en representar las cantidades
de los sumandos sin mostrar agrupaciones en decenas y unidades, considerarlas todas juntas sin
desplazarlas y realizar el recuento de uno en uno de todos los elementos (Figura 3). Esta modalidad se
ha realizado con cubos encajables, otros objetos, marcas o dibujos en el papel y con el rekenrek (abaco
holandés para el aprendizaje del calculo mental, ver De Castro, 2015). En los problemas con cuatro
sumandos, hay una variacién ademas, en la que se ordenan las cantidades de mayor a menor antes de
realizar el recuento final. Aparece incluso otra modalidad mas, si ademas de ordenar de mayor a
menor, el recuento final se hace contando a partir del mayor sumando.

Figura 3. Juntar todo con cubos encajables considerando juntas las colecciones sin desplazarlas en la sesion 10

Otra modalidad consiste en representar las cantidades de los sumandos afiadiéndolas a una Gnica
coleccion mientras se van representando, y realizar el recuento de todos los elementos. Esta modalidad
se ha realizado con cubos encajables, con marcas iguales para todos los sumandos (Figura 4), con
marcas diferentes para cada sumando, con dibujos, con los dedos y con el rekenrek.

Fimm Hevmam cemé wrn jamém, dﬁ’-"{wum
Lreo Jleles 4 1 3~m[,~°é;od,d,{dmoa,{c}mdma

Figura 4. Juntar todo afiadiendo marcas a una Unica coleccion en la sesion 9

El uso de la Tabla 100 para representar los sumandos del problema supone otra modalidad de
aplicacion de la estrategia “juntar todo” que consiste en representar el primer sumando con todos los
numerales que hay hasta el numeral del primer sumando y a partir de ahi contar tantos numerales mas
como indica el segundo sumando. Hay nifios que necesitan contar todas las etiquetas para el primer
sumando Yy el segundo sumando, y hay nifios que sefialan el numeral del primer sumando, y a partir de
ahi cuenta tantos numerales como indica el segundo sumando. Si el problema tuviese mas de dos
sumandos se hace de manera consecutiva. En la Figura 5, se puede observar como la nifia busca el
nimero 38 en la tabla 100 y a partir de ahi, cuenta 30 numerales, llegando asi a la solucion del
problema, 68 (en la sesion 10).
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Figura 5. Juntar todo con Tabla 100 en la sesion 10

Aunque con frecuencia menor, los nifios también han representado las cantidades con bloques
de base 10. Con este material se han podido observar también varias modalidades de aplicacion de la
estrategia “juntar todo”. La primera modalidad consiste en representar los sumandos con bloques de
base 10, y hacer el recuento de todos los cubos de uno en uno, incluso contando de uno en uno las
unidades que forman las decenas. Se ha observado también nifios que identificaron la cantidad que
representan las barras de la primera cantidad, como una década concreta (por ejemplo, 3 barras, 30), y
el resto de material, ya fueran barras o unidades, se ha contado de uno en uno (ver Figura 6).

Figura 6. Estrategia de “Juntar todo” con bloques de base 10 en la sesién 10

Hay nifios que han representado la primera cantidad con bloques de base 10 y el segundo
sumando solo con unidades sueltas, realizando el conteo a partir del primer sumando, es decir,
contando solo las unidades. Cabria pensar que esta modalidad se diese en la sesién 18 donde una
cantidad se da en decenas y otra en unidades, pero no se utilizé solo en esa sesién (ver Figura 7).

Figura 7. Juntar todo con barras de base 10 y cubos encajables en la sesion 18

Los nifios fueron utilizando de manera mas avanzada los bloques de base 10, agrupando decenas
tras representar todos los sumandos. Se dieron distintas modalidades segun si el conteo se realizaba de
uno en uno, de 10 en 10, o simplemente se identifica el nimero de dos cifras representado con blogues
de base 10. En la Figura 8, los nifios agrupan las decenas, teniendo asi 7 decenas y 8 unidades sueltas.

Concluyen que la solucién es 78 por la posicion de las cifras, 7 barras son decenas y 8 cubitos las
unidades.
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Figura 8. Juntar todo agrupando barras de 10 en la sesion 18

Las cajas de decenas de huevos tienen grupos de diez, y han provocado la aparicion de
modalidades de aplicacion de “juntar todo” en las que se colocan las cantidades en las cajas, quedando
asi organizadas en decenas, aunque los nifios que han utilizado este material han preferido el conteo de
uno en uno (Figura 9).

Figura 9. Juntar todo con cartones de decena de huevos en la sesion 13

Las estrategias de conteo, contar a partir del primero y contar a partir del mayor, suponen no
representar las cantidades, sino enunciar la secuencia de numerales a partir de uno de los sumandos, ya
sea el primero o el mayor, llevando el rastro de numerales que se enuncian. El conteo termina cuando
se hayan enunciado tantos humerales como indica el segundo sumando o el menor, respectivamente.

Una modalidad de la estrategia de “contar a partir del primero” surge al utilizar la Tabla 100
para ayudarse a llevar el rastro de la cantidad de numerales que indica el segundo sumando. En la
sesion 10, una alumna utilizé la Tabla 100 para contar 30 numerales a partir de 38, llevando el rastro
con las primeras filas de la Tabla 100.

En los problemas con cuatro sumandos se han podido observar estrategias combinadas. Dos de
ellas consisten en combinar la estrategia de juntar todo con dedos o marcas con tres de las cuatro
cantidades del problema, y con el resultado se realiza un conteo a partir del mayor, llevando el rastro
con la coleccion de dedos o marcas previamente formada. Por ejemplo, en la sesiéon 9 donde hay que
sumar un jamon, dos pollos, tres filetes y 26 salchichas, hubo nifios que representaban con marcas en
papel o con los dedos de las manos, el jamén, los dos pollos y los tres filetes, y a continuacion,
contaban a partir de 26, los elementos de la coleccién formada con las marcas o las manos. También se
han utilizado estrategias combinadas de contar a partir del primero y recuperacion de hechos
numéricos, como por ejemplo, contar a partir del primero para los dos primeros sumandos, recuperar
el hecho numérico que implica los otros dos sumandos y, finalmente, contar a partir del primer
resultado, la cantidad obtenida del hecho numérico.

En los problemas de suma se han utilizado cuatro estrategias inventadas diferentes. La mas

frecuente es la estrategia de combinar por separado decenas y unidades, en la que finalmente se
combina el resultado de ambos. Una variacion de esta estrategia es combinar decenas y unidades en
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problemas con cuatro sumandos en la que se ordenan las cantidades para ir combinando de la forma
mas sencilla las decenas y las unidades. Hemos registrado estrategias inventadas que combinan
conteos a saltos para averiguar la suma de las decenas, luego se combinan las unidades, y por ultimo,
se combina el total del conteo a saltos y las unidades. Por ultimo, se ha observado la estrategia
inventada secuencial o incremento, en la que se parte de uno de los sumandos, se suma primero las
decenas del segundo sumando al primer sumando, y después se afiaden las unidades del segundo
sumando.

Finalmente, en las dltimas sesiones predomind el algoritmo de la suma. En la Tabla 2 se
presenta la frecuencia acumulada de todas las sesiones de suma de las estrategias y modalidades
descritas.

Sesiones

Estrategia 3 9 10 13 17 18 20
Juntar todo, conteo 1-1 44 40 32 29 36 8 5
Juntar todo, conteo 1° 3

Conteo 6 2 2 4

Juntar todo grupos 10, conteo 1-1 2 2 3 2
Juntar todo grupos 10 conteo 10-10 2 2 2 1
Juntar todo grupos 10, conteo 1° 2 1

Juntar todo grupos 10, VP 2 2
Estrategias inventadas 1 2 3 6 7 2
Algoritmo 1 4 6 29

Tabla 2. Frecuencia del tipo de estrategia por sesion

La estrategia mas utilizada en todo el taller ha sido la de modelizacion directa, juntar todo
representando las cantidades sin agrupamientos de 10 y contando de uno en uno todos los contadores
de la coleccion total. Se puede observar que en la Gltima sesion que se plantea un problema de suma se
utiliza el algoritmo con mas frecuencia que el resto de estrategias.

5.2. Andlisis de representaciones

La categorizacion utilizada para las representaciones de las cantidades discretas consiste en un
par ordenado (representacion del nGmero, representacion del tipo de objeto). Cada una de las
componentes puede ser iconica y simbélica. Como resultado de esta combinacion surgen 12 posibles
tipos de representaciones como se puede ver en la Tabla 3, donde por columnas de izquierda a derecha
la componente del nimero va de lo mas iconico a lo mas simbdlico, y en las filas, la componente del
tipo de objeto puede estar ausente, o tener aspectos icénicos y simbdlicos.

La Tabla 3 contiene ejemplos de las representaciones que han utilizado los nifios en distintos
momentos del taller, tanto en la resolucion del problema, como en la escritura de la solucién o la carta.
Las representaciones que no han aparecido en el taller son la B4, nimero con palabras e icénica de
tipo de objeto, y la C2, con aspectos icénicos y simbdlicos de nimero y simbdlica de tipo de objetos.
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Representacion Tashlen (1) Iconica y Simbolica Simbolica
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Tabla 3. Tabla de ejemplos de representaciones recogidas en el taller

Las representaciones utilizadas en el taller han sido recogidas en tres momentos diferentes de
las sesiones, teniendo en cada uno de ellos, un fin diferente. En la resolucion del problema ayuda a
modelizar la situacion, en la escritura de la solucion se necesita dar por escrito una cantidad, y en la
carta, las cantidades se incluyen dentro de un texto. Estas diferencias han provocado que en cada una
de ellas predominen representaciones diferentes. En la Tabla 4 se muestran las frecuencias acumuladas
de las representaciones utilizadas en todas las sesiones con problemas de suma.

Para el momento de la explicacion del procedimiento de resolucion, la representacion icénica
de namero, sin representacion de tipo de objeto (Al) es la mas habitual, seguida de la iconica de
nlmero e iconica de tipo de objeto (B1). Estas estrategias se utilizan en las modalidades de aplicacién
de estrategias del tipo de modelizacion directa que, como muestran los resultados anteriores, son las
mas elegidas por los nifios, y se consideran informales, de hecho, estas representaciones son
informales. La representacién A2, el nimero con aspectos simbdlicos e icOnicos de nimero sin
representante de objeto, se ha utilizado sobre todo al elegir la Tabla 100 para resolver el problema.

Representacion nimero Representacion objeto | Resolucion | Solucidn Carta
A (Sin representacion) 202 8
1 Iconica B (Icbnica) 43 8
C (Simbadlica) 5
2 Con aspectos iconicos y A (S'[] r_epresentacmn) 16 L
simbélicos B (Ic_onlca_) 1
C (Simbadlica)
A (Sin representacién) 60 192 105
3 Simbdlica (con cifras) B (Icbnica) 1 3
C (Simbadlica) 2 3 80
A (Sin representacién) 8 20
4 Simbdlica (con palabras) | B (Iconica)
C (Simbdlica) 1 11

Tabla 4. Tabla de las frecuencias acumuladas de las representaciones de los problemas de suma

La representacién A3, numero con cifras sin representante de objeto, corresponde en su
mayoria, al uso del algoritmo de la suma. Para dar la solucién en la hoja de trabajo, la representacion
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mas utilizada es dar el nimero en cifras sin tipo de objeto (A3). Esta representacion también se ha
utilizado con alta frecuencia en la carta, y acompafiada también con el nombre del objeto (C3).

5.3. Evolucion de las estrategias

El estudio de la evolucién de las estrategias a lo largo de las sesiones permite describir el
desarrollo de los conocimientos informales. En la Figura 10, presentamos el porcentaje de la
frecuencia de uso de cada estrategia a lo largo de las sesiones en las que aparecen problemas de suma.
En la sesion 3, se plante6 un problema de 3 etapas de combinacion con total desconocido en la que
todos los nifios utilizaron la estrategia de modelizacion directa juntar todo sin agrupamientos de 10 y
contando de uno en uno cada unidad representada, siendo uno de los casos con Tabla 100. El siguiente
diagrama de barras recoge toda la variedad de modalidades de aplicacion de juntar todo con material
estructurado en grupos de 10, las formas de manipular estos agrupamientos de 10 y el recuento final.
En la siguiente sesion, se plantea un problema del mismo tipo y aumenta levemente el conteo con
objetos, conteo sin objetos incluso una estrategia inventada. En la sesion 10, la tercera con problemas
de suma, aparece el primer uso del algoritmo de la suma de manera espontanea. En la sesién 13, sigue
bajando el uso de estrategias de modelizacion directa y aumentando levemente estrategias mas
avanzadas con las inventadas y el uso de algoritmo. En la sesion 17 aparece de nuevo un problema de
3 etapas en el que una cantidad es una decena, baja el uso del algoritmo y aumentan las estrategias
inventadas. En la sesion 18 se igualan en frecuencia de uso los distintos tipos de estrategias. En la
Gltima sesion se ve un aumento hacia la estrategia formal del algoritmo de la suma.

Porcentaje de uso de las estrategias en problemas de suma

100 95.7

90 81.6

80 74,4 74.4

70 65.9 65.5

60

50

I 27.6

: T

o s 9.1 I 12,8

0 - H- [ | I I [ |
Sesion 3 Sesion 9 Sesion 10 Sesion 13 Sesion 17 Sesion 18 Sesion 20
W Juntar todo, conteo 1-1 Resto de modalidades de aplicacion de JT

Conteo ETI
Algoritmo

Figura 10. Porcentaje de estrategias utilizadas en las sesiones

5.4. Evolucion de las representaciones

Las representaciones utilizadas en el momento de la explicacion del procedimiento de la
resolucion, han sido Al, iconica de nimero y sin representante de tipo de objeto en su mayoria. Como
se puede ver a lo largo del taller van descendiendo, aunque manteniéndose como las més habituales
(ver Figura 11). Las representaciones iconicas de nimero y tipo de objeto (B1) se utilizan con menos
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frecuencia a lo largo del taller, presentandose en las once primeras sesiones. Més tarde son utilizadas
en problemas donde el contexto de los cuentos resulta atractivo para los nifios y sencillo de dibujar.
Tanto las representaciones A1 como B1 contienen los aspectos mas iconicos y conjuntamente, son las
mas utilizadas, descendiendo B1 en la segunda mitad del taller.

En las sesiones en las que las representaciones Al y B1 tienen una frecuencia menor, se debe al
aumento de la representacion A3, que corresponde a cifras para el niUmero sin representante de tipo de
objeto, aumentando en las sesiones cercanas al final del taller. Esta representacion es la escritura de un
numeral, siendo una representacion simbdlica. Se utiliza en estrategias como el uso de un algoritmo
que empieza a aumentar en las Gltimas sesiones del curso. La representacion A2 con aspectos
simbdlicos e iconicos del nimero sin representante del tipo de objeto, se utiliza levemente a lo largo
de todo el taller. Este tipo de representacion se utiliza con la Tabla 100 o secuencias numéricas escritas
por los nifios. El resto de representaciones han sido utilizadas de forma esporadica en la explicacion
del proceso de resolucion.

=
: 0
g - 1 A1
3 20 - ' / B1
& - C1
Lo A2
~ 1 1 _CBz
~ Ca2
10 - z
4 - B3
5 . c3
o 4 O Agq Tipode
! f : B4 representaciéon
5 9 1o 13 ‘ ' ! €
7 18 ’

. 20
Sesiones

Figura 11. Frecuencia de representaciones en el momento de la resolucion del problema

La representacidn utilizada para dar la solucién y que ha predominado a lo largo de todo el taller
es la A3, el numeral con cifras sin representante de tipo de objeto. No se ha observado gran
variabilidad en el tipo de representacidn elegida para este momento, solo que se ha utilizado la
representacién A4 que consiste en escribir el nimero con palabras sin representante del tipo de objeto.
Para dar por escrito una solucion numérica los nifios prefieren estos tipos de representacion, ya de
caracter simbdlico y por lo tanto formal.

Las representaciones utilizadas en la carta han variado desde escribir el numeral con cifras o con
palabras (14 o catorce). En las altimas sesiones del curso, aumenta la preferencia de las
representaciones C3 y C4 (14 nifias o catorce nifias). Este aumento es debido a la mejora de la
elaboracidn de la explicacion escrita en la carta.

5.5. Interpretacion en términos del proceso de formalizacion progresiva

Los alumnos de primero de primaria han preferido estrategias de modelizacion directa a lo largo
del taller para resolver problemas aritméticos verbales. Estas estrategias se consideran informales e
implican la representacion de cantidades con objetos, de forma concreta. A lo largo del taller han ido
incluyendo materiales como la Tabla 100 para representar las cantidades donde los numerales se
utilizan como contadores, que incorporan aspectos simbolicos matematicos. También han ido
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apareciendo estrategias de conteo, donde los numerales se mantienen representados mentalmente. Las
estrategias inventadas sin utilizar material también suponen una abstraccion de los numerales y
manipulacién con cada una de las cifras que muestran indicios de ese proceso de abstraccion
matematica. Por ltimo, el uso del algoritmo de la suma es el procedimiento formal matematico para la
resolucion de este tipo de problemas.

Estrategia

Estrategias informales

formal

Juntar todo Juntar todo

Contadores Base 10 o Contar a

partir del Estrategias
primero o inventadas
del mayor

Contar a
partir del
primero con

Sin grupos con cubos Tabla 100
de 10 encajables

Representaciones Representaciones
concretas simbolicas

Figura 12. Evolucion de las estrategias y representaciones hasta el conocimiento formal y simbdlico

individuales grupos de 10

Algoritmo

En la Figura 12 se puede observar como la evolucion de las estrategias a lo largo del curso
muestra una formalizacion progresiva de las representaciones de las cantidades. Los nifios utilizan
primero contadores individuales o agrupados en estructuras de 10. Después se apoyan en la secuencia
numeérica, escrita 0 mental para la resolucion del problema. Mas tarde, manipulan mentalmente los
numerales usando el valor posicional de las cifras, hasta llegar al algoritmo convencional de la suma.

6. Conclusiones

6.1. La formalizacion progresiva: evolucidn de estrategias y representaciones

Las estrategias de modelizacién directa (con diferentes modalidades de aplicacion) han sido
elegidas por los nifios mas frecuentemente, a pesar de que en el primer curso de educacion primaria se
presta mucha atencion al simbolismo aritmético y a la iniciacién en los algoritmos de las operaciones
con numeros de dos cifras. Dentro de un ambiente regido por normas que permitan la libre eleccién de
instrumentos y estrategias, los nifios han utilizado estrategias de modelizacion directa practicamente
en todas las resoluciones, y han ido incorporando en menor medida estrategias basadas en
conocimientos formales como el algoritmo, aprendidos en el resto de clases de la asignatura, siendo en
la Gltima sesion la estrategia mas usada. La propuesta de dejar a los nifios que elijan procedimientos de
resolucion, permite la utilizacion de conceptos corpéreos (Tall, 2013), que tras procesos de
abstraccién matematica se van convirtiendo en conceptos matematicos abstractos.

En la fase de resolucion del problema, donde los nifios buscan estrategias de resolucion, los
nifios han presentado una preferencia a lo largo del taller por representaciones iconicas de nimero sin
representante del tipo de objeto, para resolver el problema. En su mayoria han sido cantidades
representadas con objetos, cubos encajables, marcas y, en menor medida, dibujos. Estas
representaciones se utilizan en la mayoria de las estrategias de modelizacion directa que, como hemos
comentado antes, fueron las mas utilizadas. Estas representaciones se pueden considerar
representaciones concretas tal como lo hacen Braithwaite y Goldstone (2013). A lo largo del curso de
primero de educacion primaria, se introducen conocimientos formales como la escritura de los
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numerales y procedimientos de célculo como los algoritmos. Los nifios comienzan a utilizar
progresivamente la representacion simbdlica de numero en cifras, adaptdndose a un lenguaje
simbolico matematico, tal como se hace en los procesos de formalizacion progresiva.

Los nifios han establecido relaciones entre estrategias informales como la modelizacion directa
y los algoritmos, establecen conexiones entre los conocimientos informales que van adquiriendo en el
taller y los conocimientos formales que paralelamente trabajan en el resto de clases de matematicas
(Carpenter y Lehrer, 1999). Estas conexiones entre el conocimiento informal y formal son las referidas
por el NCTM (2003) en sus Estandares para la Educacion Matematica como las fundamentales para el
aprendizaje de las matematicas en los primeros afios de escolaridad.

6.2. Implicaciones para la ensefianza

En la metodologia seguida en el taller, los alumnos resuelven problemas inventando estrategias
propias y debatiéndolas con el resto de compafieros del aula; para cada problema, se admiten varias
estrategias como validas; y los alumnos desarrollan su competencia matematica, ya que se ven
inmersos en procesos de resolucion de problemas, razonamiento, comunicacion, establecimiento de
conexiones y representacion (De Castro y otros, 2012). Un aspecto importante de esta metodologia es
la libre eleccion del material para la construccion de estrategias. Los nifios han mostrado una clara
preferencia por las estrategias informales, antes que por las formales. Estas ultimas no corresponden a
su forma natural de pensar, pero son las que aparecen explicitamente en el curriculo.

Proponemos la inclusién de conocimientos informales en la planificacion del aula, adelantando
experiencias en las que los nifios puedan construir ideas sobre conceptos o procedimientos antes de su
ensefianza formal. La finalidad didactica de la resolucién de problemas, en este enfoque, es la
construccion de significados y no de aplicacion de contenidos. A través de la resolucién de problemas
hemos conseguido que los nifios razonen y modelicen las situaciones descritas en los enunciados,
articulen sus ideas para comunicarlas al resto de la clase, pudiendo establecer asi relaciones entre los
conocimientos propios y los de sus compaferos. Esto implicara un aprendizaje con comprension de
estos contenidos matematicos (Carpenter y Lehrer, 1999) y el desarrollo de la competencia
matematica.

A finales de curso, hemos constatado que los alumnos acaban empleando procedimientos
formales (algoritmos) y un lenguaje técnico y formal (ver Figura 10, sesién 20, en que el uso
espontaneo -y correcto- del algoritmo alcanza un 74,4%). Esto muestra, a nuestro juicio, que los
objetivos que se plantean habitualmente para el primer curso de educacién primaria en matematicas
son compatibles con alternativas metodoldgicas constructivistas que pueden mejorar a la metodologia
tradicional en comprensién y en desarrollo de capacidades matematicas fundamentales (OCDE, 2013).

Como linea de investigacién futura, se propone estudiar la articulacion de los conocimientos
informales y formales, elaborando trayectorias de ensefianza-aprendizaje para contenidos concretos
que faciliten las conexiones entre ambos tipos de conocimiento. Las trayectorias describen como es la
progresion del aprendizaje de un contenido y contienen tareas para adquirirlo (Ramirez, 2015).
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