Desarrollo del pensamiento geométrico: algunas
actividades de matematica recreativa

Resumen

n este taller se presentan actividades de Mateméatica Recreativa en el marco de tematicas

relacionadas con teoremas elementales sobre algunas propiedades de los tridngulos vy

construccion de algunos poligonos regulares y de conicas, todas ellas con base en procedimientos
que se realizan al plegar papel. En estas actividades, se evidencia la importancia de la visualizacion de
relaciones entre objetos geométricos y posterior modelacion de éstas, asi como la elaboracion y
comparacion de algunos procedimientos propios de la geometria y de otros, que posibilitan la transicion
de una representacion concreta de objetos geométricos a un analisis de propiedades de los mismos.

1. Fundamentacion tedrica

Una de las tendencias de cambio que ha surgido en la Educacion Matematica Colombiana en los
Ultimos afios, consiste en la recuperacion del estudio de la geometria en el curriculo escolar. Es asi
como en los lineamientos curriculares propuestos por el MEN (1998) se toma el pensamiento espacial
como uno de los conocimientos basicos que desarrollan el pensamiento matematico del individuo. En
esta propuesta, se concibe la geometria activa® como herramienta para que sea el estudiante quien
reconozca los sistemas geométricos como instrumento propio para representar y conceptualizar el
espacio y los objetos que se pueden encontrar en el mismo, a partir del descubrimiento de relaciones o
hechos geométricos, de la modelacion (o matematizacion) de los mismos enunciados en conjeturas, del
analisis de relaciones entre los objetos matematicos encontrados y de la aplicacion de procedimientos
geomeétricos y analiticos en la comprobacion de aquellas conjeturas. Todo este proceso, puede ser

*En la propuesta del Ministerio de Educacién, se privilegia la actividad en geometria mas que la concepcién pasiva de figuras y el
estudio de objetos geométricos que aparentemente son estaticos. Entonces, la geometria activa se refiere al estudio de la
geometria tomando como base el “saber hacer”.




enmarcado en metodologias para la ensefianza de las matematicas que no pretenden ser tradicionales
o lineales; ahora bien, esas metodologias puede ser enriquecidas con actividades que se basen en el uso
de material didactico que, a partir de su manipulacion, favorezcan el desarrollo de habilidades
procedimentales y actitudinales en las que se potencie la aplicacion o construccion de algunos topicos
del curriculo de matematicas en la educacion basica y de algunos métodos de razonamiento
matematico. Adicionalmente, este tipo de metodologia genera ambientes de clase que potencia el
trabajo como comunidad de practica, en donde el profesor es un miembro mas de la misma y en donde
solo actua como experto cuando la situacion lo amerita; un trabajo en el aula como éste, favorece la
interaccion entre los individuos, el desarrollo de habilidades comunicativas, el respeto por la diversidad
de opiniones (Ruiz de Elvira, Blanco y Corchete, 1998) y la generacion de practicas naturales en las que
el estudiante se interese por profundizar su conocimiento y cuestionar los fundamentos y procesos
desarrollados durante la clase.

En este sentido, la siguiente propuesta de actividades con papel plegado pretenden ser un ejemplo de
generacion de ambientes de practicas educativas que estén en correspondencia con diversos procesos
que constituyen la actividad matematica (MEN 1998). Algunas de las actividades que se pretenden
potencializar son:

e Conjeturar o verificar respecto a propiedades o relaciones geométricas relativas a los objetos aqui
tratados.

e Comunicar y argumentar ideas matemdticas desarrolladas a partir de la comprension,
interpretacion y evaluacion de razonamientos realizados.

e Produciry exponer argumentos que de manera convincente, persuadan a sus pares, contemplando
siempre como factor fundamental, el respeto al otro y a la diversidad de opinion.

e Abordar situaciones problema relacionadas con la matematica recreativa, identificando patrones y
argumentando matematicamente, segun el contexto en que se encuentren.

2. Metodologia

Se parte del presupuesto ensenar no es mostrar, aprender no es imitar (Segura, Canas y Reynoso, 2005).
Por eso es fundamental proponer un cambio en la manera de ensefiar: en lugar de mostrar, se debe
encontrar situaciones, en donde el alumno, con las herramientas que tiene y en lo posible haciendo uso
de material concreto, pueda construir ese conocimiento que se quiere, él aprenda. No se debe sequir
mostrando el procedimiento al resolver un problema para que los estudiantes lo imiten, se deben
proponer situaciones que generen en el estudiante interés por resolverla, representando para él un reto
asumible. El profesor debe entonces, no mostrar la forma de obtener la solucion de dicha situacion, por
el contrario, debe permitir que sea el estudiante quien plantee estrategias de solucion a partir de
conocimientos previos. En este sentido, siguiendo parcialmente un esquema sugerido por Segura,
Cafas y Reynoso, la siguiente propuesta esta planificada para desarrollarse a partir de las siguientes
fases de actuacion:

e Accion: es la exploracion por parte del estudiante (para este caso, los asistentes al taller) de la
situacion propuesta por el profesor, en la cual se pone en juego la responsabilidad individual de
cada alumno con el compromiso voluntario de la resolucion a la misma.

e Formulacion: es la explicitacion por parte de los estudiantes, de aquello que han
encontrado después de la exploracion. Alli se pone en juego la responsabilidad que
tienen los estudiantes para comunicar aquello que establece, no importando si ello
es acertado o errdneo.




e Validacion: es aqui donde se pone en juego la responsabilidad de todos los agentes educativos
(alumnos y profesor) en explicar, a partir de las normas sociomatematicas de clase, aquello que se
ha formulado.

e Institucionalizacion: esta es una tarea ineludible del profesor (para este caso, el ponente o
tallerista); es él, el que hace que los alumnos reconozcan los saberes puestos en juego en la
situacion y que van a formar parte del saber matematico. Luego, hace una sintesis de lo aprendido
utilizando un lenguaje lo mas cercano posible al formal, esto segun el nivel de los estudiantes (no
es lo mismo un “lenguaje formal” en basica primaria, que en “basica secundaria”).

Para disefiar las actividades, se tuvieron presente los siguientes principios basicos:

e sorprender al alumno, mostrando otra cara de las Matematicas,

potenciar la manipulacion de materiales, para este caso del papel para plegar,

utilizar la investigacion (o exploracidn) como herramienta metodoldgica basicay

diferenciar claramente la actividad matematica que se quiere llevar a cabo en el aula, de las clases
de Matematicas usuales (o tradicionales).

3. Actividades

Antes de describir las actividades, se considera pertinente mencionar algunas caracteristicas del origami
o papiroflexia. El origami es clasificado de acuerdo a diversos aspectos: el tipo de papel utilizado, la
finalidad y la cantidad de piezas utilizadas. De acuerdo a la finalidad, se clasifica en artistico si la
construccion de figuras es para un ornamento y educativo si es para el estudio de propiedades de los
“objetos” que se construyen. Dependiendo el tipo de papel, se clasifica en papel completo si el trozo de
papel inicial tiene forma rectangular o triangular y en papel tiras, si el trozo de papel inicial tiene forma
de tiras largas. Dependiendo la cantidad de trozos, se clasifica en tradicional si la cantidad de trozos es
una o a lo mas tres y modular si son cuatro o mas trozos de papel inicial que se pliegan para formar
unidades, las cuales seran unidas de alguna manera para conformar una Unica figura.

De otro lado, la papiroflexia tiene unas reglas de construccion que pueden llamarse axiomas y que
fundamentan las construcciones (y relaciones geométricas que de ellas se obtienen) que se pueden
realizar con pliegues. Algunas de tales reglas son:

e Linea® que pasa por un punto: Se marca un punto sobre el papel, preferiblemente por los dos
lados. Se dobla la hoja y sin apretarla, se hace resbalar sobre si misma hasta que en el borde del
insinuado doblez, aparece el punto predibujado. Entonces se marca con cuidado el doblez
manteniendo el punto en éste.

e Linea que pasa por dos puntos: Se trata de conseguir que el doblez pase simultaneamente por dos
puntos previamente marcados. Se recomienda con un lapiz unir los dos puntos, repasar la linea
con objeto agudo no cortante, y doblar por el segmento marcado.

e Linea perpendicular a una linea dada: Se dobla el papel por la linea dada y se hace un nuevo doblez
que lleve dicha linea sobre ella misma.

e Linea perpendicular que pasa por un punto: En el caso anterior, antes de marcar el Ultimo doblez se hace
resbalar la primera linea sobre ella misma hasta que aparezca el punto en el insinuado nuevo doblez.

* Entiéndase linea como la recta que se puede asociar al doblez realizado.




¢ Mediatriz y punto medio de un segmento: Se hacen coincidir en el doblez los extremos del
segmento, con lo que éste se dobla sobre si mismo teniéndose una perpendicular.

e Bisectriz de un angulo: Se dobla el papel de forma que coincidan las lineas que forman el
angulo.

e Movimiento de compas: Al doblar la hoja por un doblez que pasa por O cualquier punto A se
corresponde en la hoja con otro punto A’ de forma que OA = OA’, lo que puede ser leido
como un giro de A con centro en O.

Dichas reglas en si mismas permiten justificar argumentos que dan los estudiantes a los hechos o
relaciones geométricas que conjeturan.

Enseguida se expone la estructura que tiene la presente propuesta. (En el anexo se ilustran todas las
actividades de la misma):

e Tres secciones denominadas Tareas, en las cuales se enmarcan actividades relativas a triangulos,
construccion de poligonos regulares y construccion de cénicas, respectivamente. Las tareas Acerca
de Triangulos y Acerca de Construccion de Conicas se debe hacer uso de origami tradicional con
papel completo, en tanto que la tarea Acerca Construccion de Poligonos Regulares se debe
utilizar origami tradicional con papel tiras.

e Cada Tarea se describe de manera muy sucinta, y para cada Actividad de la Tarea se explicita su
proposito.

e Cada Actividad tiene unos pasos de instruccion que indican como el estudiante debe hacer los
dobleces. Enseguida de tales pasos, se presentan las preguntas que deben conducir al
establecimiento del hecho geométrico que se tiene como propdsito.

4. Conclusiones

e Con base en materiales concretos no muy elaborados y “al alcance de la mano” se pueden disefar
actividades diferentes a las tradicionales, que propicien un ambiente en el aula de matematicas
donde la interaccion y la recreacion de los estudiantes propician construccion de conocimiento en
la comunidad de la clase.

e La papiroflexia puede ser un gran un instrumento para favorecer el desarrollo de las actividades
matematicas (modelacidn comunicacion, etc.) propuestas por el MEN (1998) y el pensamiento
geomeétrico en los estudiantes de Educacion Basica y Media.

e En el marco del trabajo con actividades en las cuales se manipula papel plegado, los estudiantes se
familiarizan con el funcionamiento de un sistema axiomatico en tanto deben hacer uso de las
reglas de la papiroflexia (lo que aqui se ha llamado axiomas de la papiroflexia), para justificar sus
conjeturas. Se puede decir entonces que tales actividades se constituyen en un trabajo
introductorio para la formalizacion en un sistema somatico o teorico.

e Existen diversas construcciones usando papel, que pueden ser modeladas por medio de objetos
geométricos y que permiten el estudio de regularidades asi como el planteamiento y la
comprobacion de conjeturas.




5. Bibliografia

LARIOS, V., Taller Poligonos con papel., |l Congreso Regional del Noroeste de la ensefianza de las
matematicas. México. 2001.

LEDESMA, A., Estudio cénicas con papel., Revista Educacion Matematica. 1994.
RUIZ, A., BLANCO, M., CORCHETE, A., Taller de matematicas. Junta de Extremadura, Mérida. 1998.

SEGURA, S., CANAS, S. y REYNOSO, D., Aportes para la elaboracién de secuencias diddcticas egb 3 y
polimodal. Material para la reflexidn, la discusion y la toma de decisiones. Direccidon general de escuelas,
Gobierno de Mendoza. 2005

ANEXOS

1. Acerca de Triangulos

En las siguientes actividades se trabajara origami educativo con papel completo para verificar o
conjeturar al respecto de algunas propiedades de los triangulos.

Actividad 1: Comprobacién de la suma de los angulos de un tridngulo. Area del
triangulo.

Proposito: Se debe inferir que la suma de los angulos internos de un triangulo suman 180 y que el area
es el producto de la base y la altura correspondiente, dividido entre dos.

1. Se recorta un triangulo cualquiera y se 2. Doblando, se lleva B sobre T.
apoya sobre el lado mas largo. Se dobla
trazando una altura sobre ese lado.

B

3. Sellevatambién Ay C sobre T e ;Qué puede inferir acerca de la medida de los
angulos que determina el triangulo? Explique
su respuesta. Establezca su conjetura

N e Al hacer los dobleces, ;qué figura resulta?
¢Cual es el area del tridngulo original con
respecto a la de la figura que se forma
después de hacer los dobleces? Explique su
respuesta. Establezca su conjetura

T-A-B-C
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Actividad 2: Trazado del incentro. Igualdad de la distancia del incentro a los lados.

Propésito: Inferir que las bisectrices de los angulos de un triangulo son concurrentes y que el incentro

de un tridngulo equidista de cada uno de sus lados.

1. Se recorta un triangulo cualquiera, se trazan | 2. Se trazan segmentos perpendiculares
sus bisectrices uniendo de dos en dos los lados desde | a los lados. Se hace resbalar un
que forman los distintos angulos. Se marca por lado sobre él mismo doblando el papel,
las dos caras el punto | de interseccion entre aplastando sin marcar hasta ver que
las tres lineas. | recibe el nombre de incentro aparece en el doblez el punto I. Sin perder
del triangulo. la guia del lado, se marca el doblez desde

I hasta el lado. Se repite la operacion en
A los otros lados.
. .
© o T .

3. Finalmente, se doblan los segmentos IA, IBe | o ;Qué se ha verificado con la Ultima
IC en forma de colina (hacia fuera) y los construccion? ;Por qué?
segmentos 1J, IK e IL en forma de valle
(hacia dentro).

I
J-NC

Actividad 3: Trazado del circuncentro. Igualdad de la distancia a los vértices.

Proposito: Inferir que las mediatrices de los lados

de un triangulo son concurrentes y que el

circuncentro de un tridngulo equidista de cada uno de sus vértices.

Se recorta un tridngulo acutangulo
escaleno y se trazan sus mediatrices
doblando papel (hacer coincidir de dos en
dos sus vértices).

Con un lapiz se trazan los segmentos AF, BF
y CF. Doblando en forma de valle por FM,
FN y FP vy en forma de colina por AF, BFy
FC se obtendra una estrella de tres puntas
que es posible cerrar juntando los tres brazos,
comprobando que los segmentos AF, BF Y CF
son iguales.

AB-C

e ;Qué se ha verificado con la Ultima construccion? ;Por qué?




Actividad 4: Construccion del tridngulo equildtero

Proposito: Inferir los siguientes hechos geométricos:

e Untridngulo es isosceles siy sdlo si una de sus alturas coincide con una de sus bisectrices.

e Sjun triangulo tiene dos angulos con medida 60°, es equilatero.

e Siun triangulo es equiangulo es equilatero.

1. Doblando, se traza la paralela media en el

sentido largo del rectangulo.
A

2.

Con un doblez que pase por B se lleva A
sobre la paralela media.

3. Sin desdoblar la figura anterior, con un
nuevo doblez, se prolonga el lado mas corto
del tridngulo.

e ;Ddonde quedo el
punto D?

¢Qué angulo forma el rayo que contiene BA'
con el rayo que contiene EF? ¢Por qué?
¢Qué es BA' en el AEBF? ¢Qué es A’ en
EF? ¢Por qué?.

Con base en la relacién que tienen BA' 'y
AEBF, ;Coémo es AEBF?

De acuerdo al resultado que se obtuvo en el
paso 2, ;Es posible construir un triangulo
equilatero de lado congruente al menor del
rectangulo?

2. Acerca de Construccion de Poligonos Regulares?

En las siguientes actividades se trabajara origami educativo con papel de tiras largas, con la finalidad de
construir poligonos regulares e identificar patrones y argumentar matematicamente dicha

construccion.

Propdsito de las actividades: A partir de procesos Ad infinitum construir poligonos regulares como
triangulos equilateros, pentagonos y nonagonos, argumentar con base en patrones aritméticos
(sucesiones) por qué lo son y generalizar resultados a partir de ciertos casos particulares.




Actividad 1: Plegary Torcer |

1. Se toma una tira de papel y se dobla hacia | 2. Se desdobla y dobla hacia abajo siguiendo el
ARRIBA en cualquier angulo: doblez anterior:

3. Se desdobla nuevamente y vuelve a doblar | 4. En forma repetida, se continda doblando
hacia arriba siguiendo el doblez anterior: alternativamente hacia arriba y hacia abajo,
siguiendo siempre el doblez anterior:

El procedimiento que se acaba de realizar con la tira de papel se denomina A*—B”.
a. Como son los triangulos que se obtienen a medida que se realizan los dobleces? ;Por qué?
Eliminando los tridangulos que se desee y doblando por las marcas obtenidas de los pliegues anteriores.

b.¢;Qué figuras geométricas se pueden realizar? Dibujarlas y describir el procedimiento necesario
para doblar y obtener las figuras que se construyeron.

5. Serealiza un doblez secundario, para lo cual dobla hacia abajo exactamente como se muestra:

6. A intervalos regulares se realiza el mismo doblez secundario. Como se ve en la figura de abajo.

Luego, se pliega la tira siguiendo el doblez indicado por la flecha.
ey

7. Ahora, se pliega siguiendo el doblez indicado | 8. El resultado es como el que se muestra, en la
por la flecha delgada, comosi se estuviera figura:
torciendo la tira

c. Repitiendo los tres pasos anteriores a intervalos regulares (procedimiento denominado Pliega y
Tuerce), ¢qué figura geométrica se obtiene? ;Por qué?




Actividad 2: Plegary Torcer Il cuartilla

Se realizara A2 — B2, esto es:

ARRIBA en cualquier angulo:

1. Se toma una tira de papel y se dobla hacia | 2.

Se desdobla y se pliega nuevamente hacia
arriba siguiendo el doblez anterior:

el doblez anterior:

3. Se desdobla y pliega hacia abajo siguiendo | 4.

Nuevamente se desdobla y pliega hacia abajo,
siguiendo el doblez anterior

- -

s
F

I3

5. Se desdobla y continva doblando consecutivamente dos veces hacia arriba y dos veces hacia
abajo (A*—B®), siempre siguiendo el doblez anterior, te queda algo como:

6. Posteriormente, se eliminaran los primeros tridngulos (irregulares) de tal forma que se pueda
plegar la tira siguiendo diferentes dobleces, ya sea los cortos o los largos.

a. ¢Qué figura se obtiene si se pliega por los segmentos mas cortos?
b.¢;Qué figura se obtiene si se pliega por los segmentos mas largos?
c. Si se realiza el procedimiento de pliega y tuerce, ;Qué figura se obtiene?

Actividad 3: Plegar Y Torcer Il
1. Inicialmente, se debe realizar un doblez secundario en la tira anterior

(pentagono), similar al pliegue del punto 5 de la primera actividad asi:

2. Se desdoblay pliega nuevamente realizando el mismo doblez, hasta obtener:

¢Cudl es la figura que se obtiene si se realiza el procedimiento pliegue y tuerce?.

3. Con A®-B? ;Qué figura se obtendra?. Si se utiliza el pliegue auxiliar ;cual se obtiene?

4. Si se pliega una tira con el procedimiento A" — B”, ;cudl sera el nUmero de lados que tendra el
poligono realizado a partir de dicha tira?
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3. Acerca de Construccion de Conicas*

Las anteriores actividades tenian como finalidad justificar ciertas caracteristicas que se cumplen en los
triangulos a partir de ciertas construcciones en papel plegado, y construir poligonos convexos
regulares, garantizando que lo son a partir de herramientas aritméticas (sucesiones) que modelan los
pliegues realizados. A continuacion, se exponen actividades que tienen como proposito construir
conicas (parabola, elipse e hipérbola) ademas de justificar por qué lo son, a partir de los pliegues que se
realizan y las definiciones como lugar geométrico que tales figuras tienen.

Actividad 1: Construccion de una Parabola

1. Se toma una hoja rectangular y a cierta
distancia de uno de los lados menores, se
pliega de tal forma que se marque un
doblez paralelo a éste.

2. Se une los lados largos de la hoja
mediante un pliegue, de tal forma que se
construye la mediatriz  del doblez

realizado en el numeral 1. Se nombra P al P
punto de interseccion de estos dos
dobleces.

3. Se dobla la hoja de forma que un punto | 4. Se desdobla y repite el numeral 3 variando
cualquiera del lado sefialado pase por el el punto de apoyo sobre el lado de un
punto P. extremo a otro.

{,:'I:;f""g'
!
'.“‘f\"?"\'h:-.

Como se puede observar, la figura que se va delimitando es una parabola:

a. ¢Cual es su foco? ;Cual su eje? ;Cual su vértice? ;Cual su directriz?
b. Justifique por qué efectivamente se obtiene una parabola

* Actividades basadas en el articulo Estudio cénicas con papel de Antonio Ledesma publicado en Revista Educacién Matemtica.
1994-




Actividad 2: Construccion de una Elipse

1. Se toma una hoja y se dibuja dentro, una | 2. Se dobla el circulo de forma que un punto
circunferencia de la longitud que se desea. Se cualquiera de la circunferencia pase por P
recorta el circulo y se marca un punto P un y se desdobla.
poco mas cerca del borde que del centro O.
Se marca el punto y el centro por los dos
lados del circulo, para facilitar la vision al
doblar.

3. Se repite el numeral 2 variando el doblez de forma que tome varios puntos de la
circunferencia. Los dobleces que se marcan van delimitando una elipse.

a. ¢Cuales son los focos de la elipse? ¢Cual es su centro?
b. Justifique por qué efectivamente se obtiene una elipse




Actividad 3: Construccion de una Hipérbola

1. Se toma una hoja y aproximadamente en el | 2. Se dobla la circunferencia, de tal manera que
centro de la misma, se dibuja una un punto de ella, pase porP.
circunferencia. Se separa cortando el circulo
y dejando intacto el resto de la hoja; en este
punto se recomienda que se doble el papel
pasando por el centro de la circunferencia y
se recorte por la linea de semicircunferencia.
Se marca un punto de la hoja agujereada a
cierta distancia de la circunferencia y de tal
forma que queden equidistantes de los lados
largos de la hoja.

.O

3. Se desdobla (tener presente el doblez) y se repite el numeral
2 variando el doblez de forma que tome varios puntos de la
circunferencia. Los dobleces que se marcan van delimitando
una hipérbola.

a. ¢Cuales son los focos de la hipérbola? ;Cual es su centro?
b. Justifique que efectivamente se obtiene una hipérbola.




