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Algunos
trabajos
recientes
sobre
integracion

1. Introduccién

En este articulo hablaremos del cdlcu-
lo de primitivas y de su ensefianza, sobre
todo en el nivel medio superior. Nos ba-
saremos principalmente en observaciones
y resultados obtenidos en varias tesis, al-
gunas concluidas y otras en desarrollo {[1]
a [4]). Destacaremos dos cuestiones: en
primer lugar, respecto al desempefio en
dicho calculo, se sefialaré el papel funda-
mental que juega la eleccién de estrate-
gias cuya efectividad, en principio, es in-
cierta. En sequndo lugar, se discute la
ausencia de control en las operaciones,
un factor que consideramos una de las
principales causas de los errores cometi-
de los “prerrequisitos” durante la ensefian-
za y aprendizaje de este célculo, habria
que revisar la importancia dada al domi-
nio de los “prerrequisitos”, y posiblemen-
te, buscar determinarlos con mayor pre-
cision. Finalmente se mencionan algunas
relaciones con los “sistemas expertos” en
Inteligencia Artificial [5].

2. El Cdlculo de primitivas

Entre los algoritmos matemdticos estu-
diados antes del nivel superior, el célcu-
lo de primitivas es el mds avanzado, pues
reune en un mismo sistema, algoritmos al-
gebraicos y de derivacién, y también el
hecho fundamental de que calcular una
primitiva es una operacién inversa funda-
mental a la derivacién. Intervienen el al-
gebra y las reglas de derivacién, ya que
con frecuencia es necesario efectuar trans-
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formaciones algebraicas: sustituciones,
factorizaciones, etcétera. También es muy
frecuente tener que derivar funciones, y
en ciertos casos, se deben resolver siste-
mas de ecuaciones. Puede ser necesario
identificar las funciones que intervienen
en una composicién, y también efectuar
la composicién de funciones al derivar.

Aparte de los elementos anteriores, hay
una serie de habilidades algoritmicas
especificas, usualmente poco explicitas.
Veamos un par de ejemplos:

En primer lugar hay una serie de fér-
mulas de integracién bésicas, en las que
se da la primitiva de una funcién algebrai-
ca de u, y donde aparece alguna de las
expresiones *u?+a? (con a constante), ya
sea como denominador de una funcién ra-
cional, o bien en un radical. Es usual ha-
cer una serie de ejercicios en los cuales
a algun polinomio de segundo grado, con
una sustitucién adecuada, se le da dicha
forma genérica. Por ejemplo:

—dx
x2+ 4

etc.

—ax
'[Vx2+6x+5

Es decir, al ejercitarse para llevar ciertas
integrales a dichas férmulas de integra-
cién, se ensefia un tipo de transformacién
algebraica que no se usa en otros temas.

En sequndo lugar, al efectuar ciertos
cambios de variables, hay formas mas eco-
némicas de llevarlos a cabo, que por su
brevedad eliminan riesgos de error. No es
usual que estos desarrollos sean explici-
tamente sefialados, sino que se van cono-
ciendo y dominando con la préctica, qui-
z4s imitados del texto o del profesor. (Asf
por ejemplo, al simplificar

dx
1 +vVx + 1

mediante la sustitucién u = Vx + 1, en
vez de calcular du y luego modificar el in-

N

tegrando, es més sencillo derivar implici-
tamente u? = x + 1 y sustituir tanto u
como la expresién obtenida por dx.)

Hay la impresién de que el célculo de
primitivas es rutinario, y que frecuente-
mente no hay una comprensién de lo que
se estd haciendo. Aunque en principio
pueda ser vdlida esta ultima observacién
(como sucede al olvidar los dominios de
las funciones o también en los errores cau-
sados por un conocimiento casi nulo de las
funciones trigonométricas o logaritmicas)
hay caracteristicas en este célculo que lo
hacen un célculo “inteligente”, puesto que
no hay térmulas ni algoritmos mecénicos:
hay estrategias o métodos que ensayar. Se
debe seleccionar un método y quizé tam-
bién sustituciones, cuya probabilidad de
éxito depende en buena medida de una
experiencia adquirida con la practica.
Ademés, aungue esto sea raro en los ejer-
cicios planteados en el bachillerato, en
ocasiones ni siquiera puede haber primi-
tiva elemental [3].

3. Estrategias de resolucién

Veamos ahora en mayor detalle uno de
los aspectos clave de este cdlculo: conje-
turar la hipétesis mds razonable a nuestro
alcance sobre el método, o bien sobre la
sustitucién més adecuada a seguir, y lue-
go, ponerla en préctica. Finalmente, eva-
luar el resultado obtenido con dicho mé-
todo de integracién o con la sustitucién
escogida.

Algunas observaciones en esta seccién
provienen de entrevistas a algunos profe-
sores de matemaéticas en el nivel superior,
gue aungue no se sentian “fuertes” en el
tema al realizarse la entrevista, segura-
mente tuvieron cierto dominio del mismo
en algun momento. A ellos se les propuso

integrar .
J‘l VT +x
1 -vx

un problema tomado del texto de Gour-
sat ([6] p. 246), que no es inmediato, y por
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lo tanto, permite observar los pasos dados
al iniciar la resolucién. Otras observacio-
neg provienen de alumnos de bachillera-
to, al ser interrogados sobre errores come-
tidos en un cuestionario, y que fueron
incluidas en la tesis de Roberto Ramirez
[1] y en la de Lourdes Quezada [2]. Des-

- taquemos primeramente una toma de de-
cisiones: la proposicién de alguna sus-
titucién; en segundo lugar, ensayar di-
cha sustitucién, y en tercer lugar, valorar
—yva sea en el desarrollo, o al obtener una
nueva integral— si hubo avance o no con
dicha sustitucién. En el problema antes
mencionado, propuesto a los profesores,
hay una decisién de importancia: al ele-
gir la primera sustitucién, ¢qué hay que
intentar inicialmente? Las opciones prin-
cipales fueron tres:

En un caso intentar eliminar ambos ra-
dicales simultdneamente; en otro, prime-
ro eliminar uno, o bien, separar directa-
mente en suma de integrales. Respecto a
la ltima opcidn se nos hizo la observacién
siguiente:

[Entrevistador] (al final del cédlculo):
“¢Por qué nadie hasta ahora habré sepa-
rado en suma de integrales?”

[Entrevistado] *. . .no le veo caso, de
cualquier manera me siguen quedando los
dos radicales, mejor primero trato de eli-
minarlos. .."”

En cambio, preferir la segunda opcién
a la primera parece basarse en que pare-
ce poco razonable esperar eliminar ambos
radicales simultdneamente, prefiriendo el
ensayo mds simple de eliminar un radical
y examinar las funciones que resulten.

En algunos cuestionarios aplicados en
el nivel medio superior, encontramos evi-
dencias de alumnos que imaginan vélida
alguna “transformacién” falsa que resol-
veria de inmediato el problema. Nos refe-
rimos a transformar, por ejempIO'

x2+4x f

o bien

V2 +4enx + 2

En estos casos no es claro si el proble-
ma es algebraico o bien de otro tipo. En
una entrevista, al preguntar la maestra so-
bre la validez de una transformacién
de este tipo, el alumno respondié: “. . .no,
pero si no lo hago, no puedo resolver la
integral”. ¢Es esto una carencia de con-
trol légico en los pasos? o bien, ¢serd un
intento por llegar a una solucién? (por lle-
gar a una “solucién” cualquiera que esta
sea, o bien esperando que se la tomen por
“buena” al calificar?).

Si distinguimos dos niveles en la eje-
cucién del célculo:

1. El de planeacién, es decir, la elec-
cién de la estrategia, decidir qué seria til
para resolver el problema, y ademds, va-
lorar tanto esta decisién como el progre-
so que se esté alcanzando al implemen-
tarla.

2. El de ejecucién y control de las
transformaciones especificas que conlle-
va la estrategia seleccionada.

Nuestra afirmacién es que hay interfe-
rencia entre estos niveles, el de planeacién
y el de ejecucién y control de las opera-
ciones.

Por ejemplo, en expresiones del tipo

_dx

Vx? + 4
“sacar la raiz cuadrada” x + 2 (es fre-
cuente, ver [1] p. 102 que el error alge-
braico sea reconocido por el estudiante al
pedirsele elevar al cuadradox + 2). Sin
embargo, la intencién de eliminar la raiz
cuadrada es correcta. En efecto, tanto una
sustitucién trigonométricax = 2tan 8 co-
mo otros métodos, digamos la llamada sus-
titucién de Euler: vx2 + 4 = x + 2tie-
nen exactamente la misma finalidad,
poder eliminar la rafz cuadrada, con la
gran diferencia de que en estos casos di-
cha eliminacién es correcta, y que la in-
tegral se transforma, respectivamente, en
la integral de una funcién trigonométrica
o en la de una funcién racional.

un error frecuente consiste en
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4. Control operatorio: la atencién
y la experiencia

Por el término “‘control”, usado en la
seccién precedente, nos referimos al cui-
dado puesto en los desarrollos operativos
de un problema. Aqui tocaremos dos fac-
tores que participan en dicho control: la
atencién puesta en los cdlculos y la expe-
riencia efectiva de que se dispone. Aun-
que nos importa sobre todo la situacién de
llevar a cabo una estrategia seleccionada
en particular, para efectuar una integra-
cién también es aplicable en otros tipos de
problemas, por ejemplo: “Desarrolla y
simplifica: 5(x2 + 3)?" descritos en [1]
p. 92.

En cuanto a la experiencia, hay proce-
dimientos que en formas inmaduras tien-
den a aplicarse en contextos excesivamen-

te amplios, pues las limitaciones de su -

aplicabilidad no han sido atn asociadas
a los procedimientos [7] p. 276. En este
sentido, errores como el llamado “lineal”
pueden indicar una experiencia pobre en
las limitaciones de ciertos esquemas. Qui-
z4s el término “experiencia mateméti-
ca” de un alumno, frase f4cil que emplea-
mos en ocasiones, no s6lo pueda aplicar-
se a una capacidad para asimilar temas
relativamente avanzados en “contextos
abstractos”, sino también en cuanto a te-
ner sefiales de advertencia de pasos que
necesitan justificarse.

Es notable que los profesores entrevis-
tados mostraran una alta capacidad para
reconocer los “puntos neurdlgicos” al de-
cidir una estrategia, y también un exce-
lente “control”; al parecer lo que perdie-
ron con el tiempo fue principalmente la
gama de integrales inmediatas que recor-
daban, y quizé cierta soltura operatoria
gue ya no se tiene automatizada.

En las entrevistas de las tesis mencio-
nadas, [1] y [2], se vio que no aparecian
cierto tipo de errores que se habian come-
tido en el cuestionario escrito, ya sea por-
que el alumno tenfa para s{ una mayor exi-
gencia de exactitud en sus operaciones en
la entrevista, o bien, porque ya habia su-
perado la deficiencia. Por otra parte (da-
to de F. Oseguera), el estudiante propo-

ne mds facilmente alguna sustitucién, o en
general, alguna transformacién al estar in-
corporado a su grupo, que al trabajar fren-
te al pizarrén.

5. “Representacién del
conocimiento”

En el aula, ¢cémo se ensefia a inte-
grar?, ¢cémo se presentan los métodos
de integracién?, y finalmente, ¢cémo se
ensefia en qué casos se aplican? En gene-
ral, se dan indicaciones de cémo proce-
der; son reglas probabilisticas que en
ocasiones son inoperantes. Por ejemplo,
al aplicarse a funciones elementales cuya
primitiva no es elemental [3]. Estas indi-
caciones no deben ser muy numerosas ni
especificas, puesto que serian una pesa-
da carga para la memoria por su cantidad
o por sus detalles particulares. Hay tam-
bién, como ya hemos indicado en la Sec-
cién 2, maneras de efectuar sustituciones
que son mdas adecuadas que otras, y que
se aprenden por imitacién. Estos son ejem-
plos de un conocimiento que se busca ad-
quieran los estudiantes, pero que nunca
se tratard de evaluar directamente, sino a
través de su puesta en préctica en ejerci-
cios especificos. En tal sentido, es un co-
nocimiento no teérico en el sentido usual
del término, son orientaciones metodolé-
gicas que es \til poner en prdctica, pero
gue es indtil memorizarlas.

Veamos, como ejemplo de estas orien-
taciones, las “instrucciones de empleo” del
método de integracién por partes, que he-
mos tomado del capitulo sobre andlisis de
textos incluido en [2]. Se trata de indica-
ciones dadas en los textos de célculo de
Leithold, Spivak y Granville, las cuales,
como se verd, forman una progresién ca-
da vez més explicita:

1. "Por medio de una seleccién ade-
cuada de u y v puede ser mds f4cil inte-
grar la sequnda ( f vdu) que la primera
(Judy)."”



-

B » 14 ® EDUCACION MATEMATICA M Vol. 1 - No. 1 ® Abril 1989 m ©GEl B

"'...un par de selecciones para u y dv
puede servir mientras que otro par no."”
(Leithold, pp. 512, 518).

2. "La integracién por partes es ttil
cuando la funcién a integrar puede con-
siderarse como productc de una funcién
f, cuya derivada es més sencilla que f, por
otra funcién que se vea claramente que es
de la forma g’.” (Spivak, p. 459).

3. "Entre las aplicaciones mas impor-
tantes de] método de integracién por par-
tes se encuentra la integracién de:

a. diferenciales que contienen pro-
ductos

b. diferenciales que contienen loga-
ritmos

¢. diferenciales que contienen funcio-
nes trigonométricas inversas”. (Granville,

p. 269).

En ocasiones, hay indicaciones més es-
pecificas para la aplicacién de la integra-
cién por partes:

“Hay dos artificios especiales que a me-
nudo dan buen resultado en la integracién
por partes. El primero consiste en consi-
derar la funcién g’ como igual a 1, lo cual
siempre es posible. . . El sequndo artificio
consiste en utilizar la integracién por par-

tes para halla | h en términos otra vez de
f h y después despejar f h en la ecua-

cién resultante ..."” (Spivak, p. 459).

El establecimiento de una estructura je-
rérquica de reglas de tipo probabilistico
se conoce como una '‘representacién de
conocimiento” (un tema importante en el
drea de sistemas expertos en Inteligencia
Artificial [5]). Consideramos de gran uti-
lidad conocer en forma més clara esta es-
tructuracién de reglas, puesto que la ca-
pacidad para aplicarlas es la habilidad
principal que se busca transmitir a los es-
tudiantes.

A pesar de la referencia a la informati-
ca en el pédrrafo precedente, no nos inte-
resan modelos o situaciones ideales, sino
principalmente los estudiantes promedio
de nuestras escuelas, en cuya actuacién
coexisten diferentes niveles de desempe-
fio en algoritmos de cdlculo; en quienes
varia la soltura con que manejan dichos
algoritmos, y en quienes también hay un
mayor o menor grado de olvido. En este
sentido, cualquier modelo o imagen de es-
te sistema de cdlculos que no tome en
cuenta estas caracteristicas, serd totalmen-
te inadecuado, pues aun con estas defi-
ciencias e imperfecciones se organiza en
los estudiantes un sistema operatorio, en
el cual en ocasiones hay una recuperacién
(cuyas causas quisiéramos determinar) de
las ineficiencias en los “prerrequisitos”,
que quizd sea causada por la rectificacién
de equivocos, 0 por una comprension mas
completa, o en fin, por avances cuya na-
turaleza deberiamos conocer mejor.
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