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El porque de la

induccion

ARTICULOS

“Muchos pocos hacen muchc

Chaucer

Sabemos que existe una "terrible” pro-
blemética al tratar de comunicar nuestras
ideas, ya sea por falta de informacidn o por
un exceso de la misma (tratamos de ser op-
timistas).

Por lo que a nosotros respecta concen-
traremos nuestra atencién en una rama del
conocimiento cientifico: LA MATEMATICA.

Generalmente (en dreas como ingenie-
ria, quimica, biologia, psicologia, etc.) al
presentar las ideas fundamentales de la
matemética se omite la profundidad de al-
gunos conceptos por considerarse irrele-
vantes para el "nivel académico”. Por otra
parte existe una marcada tendencia a me-
nospreciar la teoria (pretendiendo ser
précticos) aludiendo que tales personajes
en preparacioén no “necesitardn en el fu-
turo” de un vasto y sélido campo de co-
nocimientos.

Nuestro interés se centra en un tema
particular de la matemdtica: LA IN-
DUCCION.

Creemos que es conveniente mencio-
nar algunos aspectos relevantes de los
conceptos “préctico-mecénico” en el tra-
bajo de todo estudiante del 4rea de cien-
cias (ingenieria, matemdticas, fisica, etc.)
antes de abordar nuestro tema a tratar.

Comunmente al iniciar un tema se pre-
sentan algunas definiciones que entrete-
jen o forman el desarrollo de la teoria en
cuestién, desgraciadamente no se enfati-
za en la importancia de la formalidad de
los conceptos que ellas involucran, que-
dando relegadas como ideas confusas, po-
co accesibles y carentes de toda “apli-
cacién”.

No tratamos de decir con esto que la
mecanizacién sea daflina, lo que si lo es,
es la forma como llega al estudiante. Si
después de que éste ha asimilado el con-

cepto en abstracto (y con esto nos referi-
mos a que no memorice una definicién,
axioma o teorema, sino que lo haya cap-
tado a fondo, que todos aquellos casos que
aparentemente no menciona los descubra,
que todas sus excepciones que tampoco se
encuentran en forma explicita, las evite),
mecaniza, no existe ningun problema,
pues posee ya las herramientas necesarias
para ser creativo y disefiar por su cuenta,
de otra forma aunque parezca exagerado
un simple cambio de unidad o una varia-
ble diferente de lo usual le acarreara si-
tuaciones desesperadas. Mds aun, si solo
mecanizd, jjamds! podra comparar (hacer
analogias) diferentes ramas del conoci-
miento para aplicarlas a la solucién de un
problema y notemos que esto “es muy
préctico”.

Ser practico (bajo nuestro peculiar
punto de vista) no sélo significa resolver
problemas o recopilar una serie de datos
(sisteméticamente). Significa aplicar la
teoria, pero ¢como aplicarla si se desco-
noce? Tal vez se hayan resuelto muchos
problemas, pero ¢no eran casos particu-
lares de la teoria?, ¢qué hacer cuando no
se satisfacen todas las hipétesis para apli-
car la mecanizacién?, ¢cambiamos el pro-
blema o extendemos la teoria?, ¢como ex-
tender una teoria si se desconocen sus
cimientos? y ¢cémo conocer sus cimien-
tos si se desecha la idea formal?. ..

Como es de todos conocido, la génesis
del concepto de induccién se manifiesta
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a partir de la idea de conjunto inductivo
quedando plasmada en el desarrollo de
una clase especial: los naturales, lo cual
nos sugiere iniciar nuestro trabajo con la
construccién de éstos y posteriormente
abordaremos la idea central.

La construccion de los niimeros
naturales a partir de conjuntos

Se dice que la interseccién de todas las
ramas de la matemética son los conjuntos,
pero al trabajar con los nimeros natura-
les parece ser que esta afirmacién es fal-
sa y por supuesto cualquiera dudaria de
su veracidad al observar expresiones del
tipo:

3+5=8
2+B+3)=2+5 +3
(B)X2) = (2)(3)

¢En dénde estén los conjuntos?

Si alguien nos interrogara con pregun-
tas tales como: ¢el nimero 1 es elemento
del numero 2? 6 ¢el niimero | es subcon-
junto del numero 2? tal vez nos descon-
trolemos de pronto, pero al reponernos
con toda sequridad desecharemos las pre-
guntas, catalogando de demente al inter-
locutor. . . Mas aun, si un adulto {porque
a un nifio lo disculpariamos) nos pregun-
tara ¢cudnto es 1 + 1? Sequramente nos
asombraria tanto que pedirfamos que lo
repitiera y después de convencernos de
qgue hablamos escuchado bien, un poco
molestos contestariamos: jes obvio que 2!
.. .pero permitanos asegurarles que no
hay obviedad en la respuesta.

¢Y qué diriamos con respecto a 2 +
9 =2

Pues bien todas estas preguntas y afir-
maciones que nos parecen tan descabella-
das son teorias bien fundamentadas, rigu-
rosamente demostradas y aplicadas (sin
siquiera darnos cuenta) por nosotros mis-
mos diariamente.

A continuacioén trataremos de esclare-
cer algunas de ellas.

Consideremos la siguiente definicién:

Definicién 1

Sea A un conjunto. El conjunto suce- .
sor de A lo representamos por A’ y estd
dado por: A" = A U {A}.

Ejemplo 1
Sea A = {3, 5}. Encontrar A"

Solucién

El conjunto A tiene dos elementos, pa-
ra formar el conjunto sucesor de A debe-
mos agregar un nuevo elemento, el mis-
mo conjunto A.

Es decir

L

(3.5 *) (35
obteniendo el conjunto {3, 5, {3, 5}} el

cual es A" (A sucesor). Ahora sigamos pa-
5o a paso la definicién:

A =AU {4}
Sustituyendo obtenemos

A’ = (3,5} U {{3, 5}}

= {3.5.{3 5}
Ejemplo 2
Sead = ¢
a) Encontrar A’
A" = AU{A} por definicién
= ¢ U{¢} A = ¢ (sustitu-
yendo A)
= {¢} uniendo
LA = {9} o
¢ = {¢}

b) Encontrar el sucesor de ¢’

() = ¢ Uid'} por definicién
= {o} U{{e}} ¢ = {¢}
= {¢, {¢}} uniendo
- (') = {9 {¢}}
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c) Encontrar el sucesor de (¢')’

(¢ U{e"}
{8, {6}, {0, {0}}}
(oY) = {o. {8} {¢. (s}

La notacién cada vez se complica més.
iSimplifiquémoslal

Definamos (y esto significa que no se
aceptan sugerencias y de ahora en ade-
lante se llamar4 asi).

((¢"))

Definicién 2

¢=0 donde "0" se llama
cero

¢ =0 =1 donde "1” se llama
\\unoll

"' =1 =2 donde "2" se llama
“dos” ...

Regresemos a las preguntas.

a) ¢1 es elemento de 2?  Analicemos:
tenemos que 1 = {¢} Y que
2 = {s, {}}

1 es elemento de 2
b) ¢l € 2?

Observando el andlisis del inciso (a) nos
damos cuenta que 1 € 2.

Definicién 3

Sea A un conjunto. Si 0 es elemento de
A y siempre que x es elemento de A, te-
nemos que x es elemento de A, entonces
A es conjunto inductivo.

¢Existe un conjunto inductivo? Recor-
demos que no hemos definido ain ningin
tipo de mimero, lo que significa “formal-
mente” que lo desconocemos. Esos gara-
batos {entes) arriba mencionados, “uno”,
“dos”, “tres”, ... son simbolos represen-
tativos de una notacién engorrosa, pero
nadie nos ha dicho que sean nimeros, mu-
cho menos que formen un conjunto e in-
ductivo ademds.

Supongamos, entonces, la existencia
de al menos un conjunto inductivo, por-
que no es posible demostrarla con la teo-
ria considerada hasta ahora. Matemdtica-
mente esto significa crear un axioma.

Axioma de Infinito: Existe un conjunto
inductivo.

Notemos que el axioma no nos indica
cudl es el conjunto ni cémo encontrarlo.
iBusquémoslo!

Supongamos que A es un conjunto in-
ductivo (ese precisamente que dice el
axioma). Consideremos todos los subcon-
juntos de A que son inductivos y forme-
mos un conjunto Q con ellos. Es decir: Q
contiene a todos los subconjuntos de A que
son inductivos.

Simbélicamente Q = {E: E € Ay E
es inductivo}. Observemos que como Q
tiene como elementos conjuntos pedemos
encontrar la interseccién de todos ellos.

Definamos ahora un nuevo conjunto lla-
mado “ene de A" representado por Nj.

Definicién 4
N A = nQ

Aclarando dicha definicién tenemos:
NQ significa la interseccién de todos los
elementos de Q, es decir el conjunto de
todos los elementos comunes a todos los
conjuntos que pertenecen a Q.

Pero no olvidemos que para pertene-
cer al conjunto Q se necesitan dos requi-
sitos: :

a) Ser subconjunto de 4, y
b) Ser conjunto inductivo.

Simbélicamente: X €e Q> (X € A y
X es conjunto inductivo).

La pregunta inmediata seria: ¢N, es
conjunto inductivo? O sea: ¢el conjunto
formado por los elementos comunes a to-
dos aquellos subconjuntos de A que son
inductivos, es inductivo?. La respuesta es:
jclaro que si!

Formalicemos la intuicién:

Teorema 1
N, es conjunto inductivo.
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Demostracién

a) ¢0 es elemento de N,? Sabemos
que E € A y E es inductivo, luego 0 es
elemento de E, para todo E elemento de
Q. Pero si 0 es un elemento comin a to-
dos los subconjuntos inductivos de A, en-
tonces 0 es un elemento de la interseccion
de todos ellos.

0enQ
ycomo NQ = N; entonces 0€N,
b) ¢SiX €N, entonces
X' €N,?

Si X € N, entonces X € NQO.

Entonces X € E para todo E € Q.

Como E es conjunto inductivo, si X € E
entonces X' € E, para todo E € Q. Enton-
ces X' € NQ, entonces X' € N,.
SiXeN,, entoncesX' €Ny yen

consecuencia por (a) y (b) N, es conjun-
to inductivo.

Con esta idea es facil demostrar que si
A y B son conjuntos inductives, A N B
también lo es. Se sugiere que se intente
la demostracién antes de seguir adelante,
por ser ésta la unica forma que el lector
tiene para descubrir si ha captado el con-
cepto o no. ..

En sequida damos otra propiedad im-
portante a nuestras necesidades.

Teorema 2

Si. A y B son inductivos, entonces
N, € B.

Demostracién
A y B son inductivos por hipétesis.

A N B esinductivo (ejercicio)
AdemdsA N B ¢ A, entoncesA N B
cumple con los requisitos para pertenecer
aQ.. ANBeselemento de Q.
Tenemos entonces que por lo menos A
y A N B son elementos de Q. No olvide-

mos que N significa la interseccién de
todos los elementos de Q:

SiO={4,ANB,X 7Y, 2 ..}
NR=ANANBNXNYNZN...

Generalizando la propiedad de conjun-
tos H NI € H, obtenemos

xnxn---nXx,n--ckX
m=12,...,n, ...

Mas ain, sea M una familia de con-
juntos (no necesariamente enumerable).
NM <€ X para todo X elemento de M.

Con lenguaje ordinario podemos decir:
la interseccién de una familia siempre es
subconjunto de cada uno de sus ele-
mentos.

Regresando a la demostracién, Q es
una familia, pues sus elementos son con-
juntos, ademds A N B es un elemento de

NQ € ANB (la interseccién
de la familia es un subconjunto de cada
uno de sus elementos).

N, € ANB pues NQ = N,,

y como AN B € B (una propiedad de con-
juntos), tenemos Ny € B por transiti-
vidad,
se cumple el teorema.
Una propiedad maés fuerte es la si-
guiente:

Teorema 3

Sean A y B conjuntos, entonces
N A= N B*

Antes de pasar a la demostracion, re-
flexionemos sobre el alcance de este nue-
vo teorema: no importa quién sea A ni
guién sea B hasta que sean inductivos pa-
ra que su N, y Nj (respectivamente) sean
iguales.

Demostracién

A y B son inductivos por hipétesis,
entonces N, y N son inductivos (Teo-
rema 1). Escogemos A y Ny para aplicar
el Teorema 2; obtenemos entonces que
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N, € Ng. ¢Por qué? El Teorema 2 dice:
si A y B son conjuntos inductivos, enton-
ces N; € B, es decir se toma "N" del pri-
mero y el segundo conjunto queda igual.

Similarmente si tomamos ahora 8 y Ny
y aplicamos el Teorema 2 (lo cual pode-
mos hacer porque B y N, son inductivos)
obtenemos Ny € N,. .. tenemos que
NA gNByNB _C.NA ‘.‘NA = NB'

Bien, pasemos ahora a nuestro objeti-
vo: los naturales a partir de conjuntos.

Definicién 5

Nuimeros Naturales.

Sea A un conjunto inductivo. El con-
junto de los nimeros naturales represen-
tado por N, se define como Nj.

Es decir, considere cualquier conjun-
to inductivo A, forme un conjunto Q que
contenga a todos aquellos subconjuntos de
A que sean inductivos, ahora encuentre
la interseccién de todos ellos (NQ). ..

Independientemente del conjunto A
que usted seleccione inicialmente, basta
que sea inductivo, para que siempre ob-
tenga la misma. respuesta: EL CONJUNTO
DE LOS NUMEROS NATURALES.

Una definicién fascinante, sofisticada
y formal.

El principio de induccién

Empezaremos enunciando los cinco
postulados de Peano, pero nos concreta-
remos a analizar a fondo el tercero que es
precisamente el principio de induccién.

Teorema 6

Postulados de Peano:

i) 0 es elemento de N.

ii) Sin es elemento de N entonces n’
eselementode N. (n’ es el sucesor den).

iii) SiA € N yOeselementode Ay
siempre que n sea elemento de A, enton-
cesn’ eselementode 4, entonces A = IN.

iv) n"#0 paratodon elementode N
{0 no es sucesor).

v) Sin' = m' entoncesn = m.

Antes de entrar de lleno a la demostra-
cién, asimilemos el postulado (iii). Tene-
mos por hipétesis:

A € N A subconjunto de los nime-
ros naturales.
0eA. Sine A, entoncesn’ € A.

Y por conclusién, si es que se satisfa-
cen las tres condiciones anteriores enton-
ces nuestro conjunto A es el conjunto de
los nimeros naturales.

La idea de la induccidn, sobre todo la
tercera hipdtesis, es hasta cierto punto an-
gustiante. Nos referimos a:

neA—-n €A,

pues esto significa que si tenemos seguri-
dad sobre algun elemento x de A, su su-
cesor x' también estd en A y como x’ es
elemento de A, su sucesor x”* también lo
es de A y entonces su sucesor x'"’ también
y en consecuencia xV, xV, ...

Con un solo elemento de A del cual
tengamos plena sequridad de su pertenen-
cia se inicia una cadena de sucesores in-
finita, todos ellos elementos de A. Pero no
restemos importancia a la primera y se-
gunda parte de la hipétesis. Para aquellos
qgue ya manejan la induccién y se jactan
de hacerlo con destreza y ademés consi-
deran que es suficiente la idea de: "Sin
es elemento de A, entonces n’ es elemen-
to de A" y que las condiciones restantes
A € N y 0 € A son meras formalidades
y sofisticaciones de la matemdtica, tene-
mos una pregunta. ¢Qué pasaria si se omi-
te una sola de las dos primeras condicio-
nes del principio de induccién?

Invitamos también al resto de los lec-
tores que afortunadamente no cayeron en
la categoria anterior, a que lo mediten; co-
mo sugerencia sélo deben tener presente
que la conclusién es A = IN.

Pasemos a la demostracién de (iii).

Demostracién (iii)
0 € A por hipétesisyn€ A >n' €A
por hipdtesis.

A esun conjunto inductivo. Enton-
ces podemos formar el conjunto N, (re-
cordemos que N; = NQ, donde Q es el
conjunto que contiene a todos los conjun-
tos inductivos de A).



® EDUCACION MATEMATICA B Vol. 1 - No. 3 e Diciembre 1980 W © GE! B vig 13 m

Ademés N, = NyNsc AN g
A. Pero por hipétesis A € N, concluimos
que A = N.

Hasta aqui hemos sido formales y por
ello podriamos decir que-por todo el ri-
gor anterior, la induccién funciona, y que
desde el punto de vista matematico es ob-
vio que, después de aplicar el principio
de induccion, sea licito concluir que la
propiedad se satisface para toda n elemen-
to de los naturales; pero no nos conforma-
remos con esto, sino que trataremos de ser
explicitos para aquellos que no estén ha-
bituados a manejar conceptos en abstrac-
to. Para ello nos valdremos de algunos
ejemplos.

Ejemplo 3
Imaginemos un conjunto S con tres pro-
piedades:

i)0esS
i)Sec N
iii) Si x € S, entonces x' € S.

¢Quién es S? Hagamos el andlisis de
5,0 €S, entonces | € S (prop. (iii)), en-
tonces 2 € S (prop. (iii)), 3€ S ...

Concluimos que por lo menos todos los
naturales estdn en S. jAh! pero como S ©
[N, entonces S no puede tener elementos
gue no sean nimeros naturales. En con-
secuencia como S contiene a todos los nu-
meros naturales y no puede tener elemen-
tos diferentes a éstos, entonces S es
precisamente el conjunto de los numeros
naturales.

Notemos que este ejemplo es el princi-
pio de induccién manejado informalmen-
te, y aunque fue repetitivo con respecto
a la demostracién, lo consideramos por ser
mucho mas aclaratorio.

Ejemplo 4

Cuando nos topamos con problemas
del tipo: Demuestre que 0 + 1 + 2 +
nn + 1) I
- (D
mos por induccién porgue nos lo dice una
sugerencia o porque tiene “enes” o por ser
un ejercicio que pertenece a la seccién de
induccién o porque se parece a un pro-

4+ n = no lo resolva-

blema que vimos resuelto por este méto-
do, {NO!, razonemos, analicemos, pre-
guntémonos: ¢Para qué tipo de nimeros
se desea que se cumpla el problema? ¢ Ex-
clusivamente numeros naturales? ¢Qué
cantidad de numeros naturales, unos
cuantos, muchos, todos. . .? Si el proble-
ma requiere para satisfacerse exclusiva-
mente numeros naturales y la cantidad de
éstos es el conjunto completo o por lo me-
nos el conjunto completo excepto “los m”
primeros, estamos frente a un problema ti-
pico cuya solucién es por el principio de
induccién. Bien, pero ahora ¢Por qué
cuando se aplica este conocido método en
la resolucién de un problema, indepen-
dientemente de la rama en que se traba-
ja, el proceso siempre es el mismo? La de-
mostracion del problema (I) nos aclararé
y complementard el proceso.
Demostraremos que: 0 + 1 + 2 +

nin + 1)

> por induccion so-

“+n =

bre n.

Parte I. Se considera el minimo valor
que pueda tomar la variable y se verifica
si cumple la propiedad o no.

En este caso tenemos que el minimo va-
loresn = 0.

a) Si se suma hasta cero, el resultado
es cero.

b) ¢Si se sustituyen = 0 en la sequn-
da parte de la igualdad el resultado es €l
mismo?

nin + 1) 0@+ 1) _od) _
2 - 2 2
0. Como los dos resultados coinciden, de-
cimos: Se cumple paran = Q.

Parte II. Se supone que la igualdad se
cumple paran = k. Es decir, si sumamos
desde cero hasta k podemos aplicar la se-
gunda parte de la igualdad con plena se-
guridad, o sea:

kk + 1)
2

Esto se conoce como Hipétesis de induc-
cién.

Y después, apoydndonos en esta supo-
sicién, probamos que si sumamos hasta
k + 1 también es posible aplicar
wnin + 1),

2

O+1+2+ - +k-=

, es decir, al tomar n el va-
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lordek + 1, el resultado es exactamente
igualaldelasuma0 + 1 + 2 + -+ +
k + (k + 1). Los pasos usuales son:

0+1+2+ - +k+k+D=

¢Esta suma a qué es igual?. Si logramos

probar que esta suma tiene como resulta-

do k + D& + 2)
2

den=k+ len

, que es la sustitucion

nin + 1)
2
ma queda demostrado. jHagémoslo!
Consideremos 0 + 1 + -+ + k +

(k+1)=““‘—2+i+(k+1).

el proble-

Por Hipétesis de induccidn ya sabemos
cudl es el resultado al sumar hasta k.

(k+l)(—§-+l)

(k+1)("—;2

_ ke + Dk + 2)
- 2

&Y esto qué es?
iEs exactamente la sustitucién deseada!
por I y II tenemos que:

O+l+2+~-+n=—’m’—2i—l—)
para todo n elemento de N.

Los pasos que seguimos son vélidos,
pero ahora razonémoslos. ¢Cémo se estd
aplicando el principio de induccién en el
proceso?

Propongamos un conjunto S, el cual
contendrd s6lo aquellos numeros natura-
les que satisfacen el problema (en este ca-
so la igualdad).

Analizando, tenemos: En I probamos
que0 €S yenll, quesik €5, entonces
k+1 =k"€S. Y comoS contiene tni-
camente nimeros naturales, S € N. En
consecuencia S = IN. Es decir, todos los
nuimeros naturales satisfacen el problema.
De aqui que se concluya que el problema
se cumple para todon € N.

Son muchos los problemas que a pesar
de que no satisfacen la primera hipétesis

del principio de induccién, es decir “0"
no es elemento del conjunto S, conciernen
a la induccién. Tales problemas son por
ejemplo:

Problema 1. "Un plano -se descompone
mediante n rectas en recintos que se pue-
den colorear en blanco y negro, de tal for-
ma que a lo largo de un segmento, recin-
tos colindantes estdn coloreados por
diferentes colores”.

Problema 2. “La suma de los d4ngulos in-

ternos de un poligono de 'n’ lados est4 da-
da por (n — 2)180°",

Con respecto al Problema 1 al intentar
la demostracién por induccién sobre el nu-
mero de rectas, podemos observar que
nuestro primer caso significativo es cuan-
do tenemos una recta, lo cual equivale a
sefialar que el primer elemento del con-
junto S es el mimero 1 y no el niimero 0.
En otras palabras 0 no es elemento de S.

Analizando el Problema 2 la alteracién
de la primera hipétesis del principio de in-
duccién es mucho més notable, ya que si
intentamos la induccién sobre el nimero
de lados el primer elemento significativo
de S es el nimero 3, con lo que tenemos
que 0, 1 y 2 no son elementos del conjun-
to S.

En ninguno de los casos anteriores po-
demos aplicar el principio de induccidn,
debido a que no se satisfacen todas las hi-
potesis requeridas. Sin embargo detengé-
monos un momento. . . observemos. . . ra-
zonemos. . . y entonces:

Podemos notar que para el Problema
1 si se satislace para n = 1, es decir 1
es elemento del conjunto S, y si a par-
tir de que se cumple paran = k se sa-
?sfage para n=%k+ 1, entonces S =

1

Sxmllarmente para el Problema 2, ob-
tenemos que S = {3, 4, ..., n, ...}.

Pero, no podemos ni debemos confor-
marnos con la sola intuicién, demos un se-
gundo paso; ;GENERALICEMOS!

Sea S el conjunto que contiene a todos
los nimeros naturales que satisfacen cierta
propiedad P. Si dicha propiedad se satis-
face de un niimero natural m en adelante
entonces S = {x € N : x = m} es decir
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la propiedad se cumple para todo nime-
ro natural mayor o igual que m.

Notemos que sim = 0, se trata preci-
samente del principio de induccién enun-
ciado informalmente. Por esta razén nues-
tro siguiente paso consiste en la FORMA-
LIZACION.

Dejaremos al margen de nuestro enun-
ciado formal la idea de “propiedad”, es
decir, olvidémonos, por lo pronto, de cé-
mo fue formado el conjunto S y concen-
tremos nuestra atencién en el analisis del
conjunto con sus caracteristicas y propie-
dades.

Al formalizar nuestro enunciado y de-
mostrar su veracidad, lo que en realidad
estamos “creando” es un feorema.

Teorema I

SeaS & N tal que si m es elemento de
Sy si k es elemento de S, entonces k' es
elemento de S, entonces S contiene a to-
dos los niimeros naturales mayores o'igua-
les que m.

Demostracién
Seal = {xe N:x < m}
Casol. Sim = Oentonces T = ¢ y el
teorema se cumple por el principio de in-
duccidn.

Caso II. Sim # 0 entonces 0 es elemento
de T.

Sea W = SU T. Como 0 es elemento
de T, entonces 0 es elemento de W.
Sea k elemento de W. Entonces

keS~k eSS~k eW

]

reT— fe<m—~keT~k'eW
€ I =m~keS~keW

~ W= N por el principio de in-
duccién. EntoncesS U T = N.

(SUT)-T=N-T

pero,

(SUT)-T=(SUT)NT’
=(SNTHIVITNT)
=(SNT")HU¢
=SNT’
=5-T

o N-T=8S~-TycomoS-TC¢cS,
S ~ T puede ser diferente de S porque S N
T no necesariamente es ¢.

N-TgcSs.

Es decir, S contiene a todos los numeros
naturales mayores o iguales que m.

Después de haber formalizado nuestras
ideas y demostrado su validez, estamos en
posibilidad de resolver problemas del
tipo 1 y 2. Notemos también que el teore-
ma I sigue el mismo método de demostra-
cién utilizado en el principio de induc:
cién, (Sik €5, entoncesk' €8S...). La
diferencia estriba unicamente en la pri-
mera hipétesis, permitiendo dicha simili-
tud utilizar indistintamente la frase “induc-
cién sobre n” para indicar cudl es la
variable que tomar4 valores enteros con-
secutivos para demostrar la veracidad de
la propiedad deseada.

A continuacién el desarrollo de la de-
mostracién del Problema 1 aparece como
el Ejemplo 5.

Ejemplo 5

Un plano se descompone mediante n
rectas en recintos que se pueden colorear
en blanco y negro de tal modo que a lo
largo de un segmento; que los recintos co-
lindantes estén coloreados por diferentes
colores.

Primero aclararemos la idea de recin-
tos colindantes. Observemos la Figura 1.

Figura 1
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Los recintos colindantes son las regiones
formadas por los semiplanos

Consideremos la recta 1 y el semipla-
no [ formado por ella, los recintos colin-
dantes son las regiones numeradas por 1,
2, 3, 4, 5. Similarmente los recintos colin-
dantes del semiplano II son las regiones
6,7, 89 10.

Demostracién

Notemos que el nimero de rectas es la
idea central, pues debemos demostrar
que:

Sin = 1, es decir, con una recta se sa-
tistace el teorema.

Sin = 2, es decir, con dos rectas se
satisface el teorema.

Sin = k, es decir con k rectas, se sa-
tisface el teorema.

la induccién se hace sobre el nu-
mero de rectas.

Partel n = 1.

Una recta divide al plano en dos semi-
planos, los cuales se pueden colorear uno
blanco y otro negro, entonces paran =
1, el teorema se cumple.

Parte II Supongamos que se cumple
paran = k, entonces con k rectas es po-
sible colorear los recintos colindantes al-
ternadamente. Figura 2.

Para demostrar el cason = k + 1, trace-
mos una recta g diferente a las k rectas
existentes de la Figura 2, observe Figu-
ra 3.

Notemos que en la Figura 3 aparecen
recintos colindantes del mismo color, lo
cual evitaremos si tomamos uno de los se-
miplanos I o Il formados por la rectag y
cambiamos los colores. Asi pues queda
demostrado que si se cumple la propiedad
paran = k rectas, entonces se cumple pa-
ran =k + 1.

En consecuencia por [ y Il (partes de
la induccidn) el teorema se cumple para
todone N (n = 1).

Notemos que este ejemplo es valido pa-
ra naturales mayores o iguales que 1, por
lo que se aplicé el teorema 1. La hipétesis
de que 0 € A, no se satisface (aparente-
mente). Sin embargo “el método de induc-
cién” no se alterd, sélo debemos tener cui-
dado al dar la conclusién, que siempre
sera a partir del minimo valor de la varia-
ble, en adelante (primer valor signifi-
cativo).

Y sélo para complementar una obser-
vacion adicional: sin = 0, es decir, si el
nuimero de rectas fuera cero, el teorema
también se cumple, pues de no hacerlo se
aseguraria la existencia de recintos que no
satisfagan la propiedad y esto es una con-
tradiccion, pues no existen tales recintos

Figura 2

Figura 3
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colindantes puesto que no existe el seg-
mento de recta que hace que colinden.
Cuando esto sucede se dice que la propie-
dad se cumple vaciamente.

Ejemplo 6
Demuestre que
m!
(m — n)!
0 sin > m

X™" sin €< m
D‘(‘n)xm =

donde m es natural.

Queremos demostrar que al derivar n
veces x™ se obtienen ciertos resultados
que dependen de la relacién de m con n.
Notemos que el niimero de veces que que-
remos derivar es siempre un niimero na-
tural.

Haremos la induccién sobre el niime-
ro de derivadas, es decir, sobre n. Cuan-
do en un mismo problema aparecen dos
o mds variables que toman sus valores de
los mimeros naturales, vale la pena acla-
rar sobre cudl de ellas se aplicaré la in-
duccién.

Insistimos de nuevo en el razonamien-
to de la prueba por induccién (en el por
qué de la induccién). Sea A el conjunto
que contiene a los grados de la derivada:

Dip) xm (es decir valores de n)

para los cuales se satisface la igualdad:

m!

D xm = —(-n;-:-r;)—'-xm—'-' sin s m
0 sin > m

donde meN
Parte]l. Analicemossi0€ A4 lo cual es

equivalente a prequntarnos: ¢sin = 0 (la
derivada cero), se satisface la igualdad?
Veamos: D x™ = x™ (la derivada cero
significa derivar cero veces).

Ahora ¢Con qué parte del sequndo
miembro de la igualdad vamos a traba-
jar? para tomar la parte adecuada tene-
mos que fijar nuestra atenciénen A . Si
n < m es la primera parte, sin > mes
la segunda, comon = 0 y m es un nime-

ro natural, entoncesn < m, pues0 < m,
.. nuestro resultado de D) x™» = x™ debe
m!

(m - n)!
n = 0, obtenemos sustituyendo
——Lx""o esto es igual a -@—Lx"‘
m-on* Y 9 m!
gue a su vez es x™, lo cual nos conduce
al resultado deseado.-.. sin =0 la
igualdad se cumple y ¢qué sucede con
nuestro conjunto A ? Nuestro conjuntc A
tiene por lo menos un primer elemento, el
cero. A = {0, ?} ¢Por qué? Porque cuan-
do el grado de la derivada es cero se sa-
tisface la igualdad.

Partell. Supongamos que se cumple
paran = k, es decir:

coincidir con: x™" y como

m!
m-k i <
D,(‘k) xm = mx sik <m
0 sik>m

¢Secumpleparan =k + 1?. Siempre
decimos lo mismo (supongamos para
n = k), siempre hacemos lo mismo (bo-
rramos nn y escribimos k), siempre nos pre-
guntamos lo mismo (¢Se cumple paran =
k + 1?). Lo que verdaderamente estamos
aplicando es la tercera hipétesis del ter-
cer postulado de Peano: Si x € A enton-
ces x' € A, entonces. ..

Six € A con toda seguridad y si en ba-
se a esto probamos que su sucesor x’ tam-
bién es elemento de A, entonces. ..

Por eso suponemos que se cumple pa-
ran = k, ya que al pasar a nuestro con-
junto A, esto significa, k € A y por eso
nos preguntamos ¢se cumple paran =
k + 1?7, lo cual es equivalente a decirk’ €
A, ¢para qué? Ya que sabemos que A con-
tiene unicamente naturales y 0 € A y i
k €A, entoncesk’ € A, por PEANO (prin-
cipio de induccién) obtenemos A = N. Y
traduciendo a nuestro ejercicio en parti-
cular A = N significa que la igualdad se
cumple para todo n € N, donde n es el
grado de la derivada. Bien, terminemos la
demostracién, ya que entre el andlisis de
los por qués y para qués, casi la olvi-
damos.

Ahora ya podemos trabajar en la for-
ma usual. Supongamos que se cumple pa-
ra n = k y consideremos el caso n =
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k + 1. Noolvidemos que "m" es entero ar-
bitrario, pero fijo, entonces pueden pasar
3 cosas:

a) Sik = m, entonces (k + 1) > m
b) Sik < m, entonces (k + 1) < m
¢) Sik > m, entonces (k + 1) > m.

Caso (a). Andlisisden = k + 1. Co-
mo k = m, entonces

Dg+vxm = D,(D®'xm) =

- Dx(’gl' x°) = D(m!) = 0

prran=k+1lyk+1)>mla

igualdad se cumple.
Caso (b). Andlisisden = k + 1.Co-
mok < m, entoncesm —k > 0, entonces

D}ki—l)xm = DX(D)Ek)Xm) =

m! ] _
= D"((m_—ﬁx k) =
mim =k} a1 _
=“w-0 X
) m! (m — k) xm*+D
m-kYm-Gk + 1m-k +2))...1
m! xm+D
“m- &+ )

] m!

sustituyendon = k +

en ————x™" obtenemos
(m - n)!

igual resultado.
L paran=k+1yk+1=smse
cumple la igualdad.

Caso (c). Andlisisden = k + 1. Co-
mo k > m, entonces D¢+D (x™) =
D, (D®xm) = D,(0) = 0.

L pran=k+1yk+1>mse
cumple la igualdad.

Concentrando la informacién de los ca-
sos &, b y ¢ obtenemos

Di+hgm =
= -Zm_:(lz_!--+_l_))_|_xm-(k+l)31k + 1 Sm
0 sik+1>m

para m natural.

-

como A CIN,0e€A ysi k€A,
entoncesk’ € A concluimos: La igualdad
se cumple para todo n.

Ejemplo 7

Sean x,, X3, ..., X, € R™, no todos
nulos y tales que ||x; + x; + - x,|| =
Izl + Izl + -+ + lix, |l. Muestre que
dimgen{x,, x5, ..., X,} =

Demostracion: Induccién sobre n.

Partel. n = 1 (sdlo un vector con di-
chas propiedades).

Por hipétesisx, € R” y ||x, |} = lIx, ||

Probaremos: dimgen {x;} = 1

Sabemos que el espacio generado por
{x,}, esdecir: gen{x;} = {y : ¥ = ax,,
o es escalar}.

tenemos que x, genera a gen{x,}
ademds como x, es Unico es linealmente
independiente, en consecuencia la base
para gen{x;} es {x,} .. dimgen{x,} =
1 .. se cumple paran = 1

Aungque no es necesario, para este ejer-
cicio haremos el caso particularden = 2.

Para el lector que se ha desconectado
del 4lgebra lineal, sugerimos demuestre
la siguiente propiedad:

Si x;, ;€ R® v |Ix; + x|l =
Iz 0l + ||xz|l, entonces x, y x; son lineal-
mente dependientes.

Esta propiedad serd aplicada a conti-
nuacién. Continuemos con la demostra-
cién. Analicemos el caso paran = 2.

Entonces tenemos dos vectores x, , x, en
R~ tales que ||x, || + llxz] = llx; + x|
Probaremos que dimgen {x,, x,} = 1

Por el ejercicio sabemos que si
lx, + x| = Ilx, |l + llx;)} entoncesx; y
x, son linealmente dependientes, es decir
X, = ax, «aes escalar, a # 0, (hipétesis
no todos nulos).

Probaremos ahora que gen {x,, X;} =
gen{x,} ¢ gen{x,}. Tomemos
gen{x, x,} = gen{x,}.

Seay € gen{x,, x;} entonces y es una
combinacién lineal de x; vy x,. ¥y =
alx 1 + azxz.

= oyx; + axfasx;)

1
pues x;, = ax; ~> ‘Exl =X,
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1
ax; = x, donde az = = = Bx,

Yy € gen {x;}

gen{x,, x,} € gen{x;}.

Ahora sea y € gen{x,} entonces y =
a,x; = a;x, + Ox, entonces
y € gen{x,, x;}.

gen{x,} € gen{x,, x,}.
En consecuencia x, genera gen {x,, X,}
y como {x,} es linealmente independien-
te, tenemos que {x,} es una base para

gen {x,, x;}.

~ dimgen{x,, x;} = 1... secum-
ple paran = 2

ParteIl. Supongamos que se cumple
paran = k.

parax,, x,, ..., X € R"y

lx; + 2z + -+ xell = lxll + llxy
| + -+ + lx| tenemos que
dimgen{x,, x5, ..., x;} =

Probaremos que se cumple paran =
k+ 1.
Consideremos k + 1 vectoresen R™,

seany,, ¥z, ---: Ye. Ye+1. con la propie-
dad de que
hy, + 2+ " + v + el =
Fzal + o+ Uyl + Uyl

probaremos que
dimgen{Yl'Yzl e Yo Yk+l} = 1
Consideremos ahora:
lyi+y2+ vy + ¥l =l +
Yo+ vyt +tynal=
= |yl + lr2ll + + |yl +
lye + 7eill

Considerando y, + y;,, como un s6-
lo vector, tenemos k vectores que satista-
cen la hipétesis de induccién, en conse-
cuencia podemos decir que
dimgen{y,, ..., Yi-1s Y& + Yier} = 1.

Ademés tenemos que:

il # ly2ll + -0+ Byeall +
il + vl = Al + Nyl +
“ + llyeml + Iy + yis1ll entonces

Wyell + Uyieill = Uy + Vel 7 Y

Yi+: son linealmente dependientes.

gen{yy, ¥a, - i Yi1s Yes Yiw1} =

= gen{Yll v Yies BYk}
(pues y,,; = BYi)
= gen{y;, ... vi}

Probaremos que

gen{y,, ... Yi-1: ¥ + Yer} =
= gen{y;, .... %}

Seazegen{y,, ..., Yi-1.¥x *+ Yeu1}

entonces
z =y + oy toaly, +¥e)
=ay + - +aly +B8y)
=ay t+ " +tay
zegen{y,, ..., ¥}
Entonces .
gen{y,, ... Y1 ¥x + Yiu1} €
gen{yy, ..., ¥}
Ahora sea z€geni{y,, .... v}
zZ=y v oy
=ay + 0+
% /3 _
P\ T8N BFL()

ot 3 o -
puesl+B+l+6B o

=ay + v+ —I%B-yk +
+ ‘i“B B
=y + o+ oy + o (By)
=y + 0 gt @Y

pues y;.1 = BYi

% = 1?3
zegen{y,, .... ¥i + Yis1}

pues z = ay; + oy, + v+

(¥ + Yis1)
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gen{y,, ..., ¥} €
gen{y,, ..., ¥ + ¥in1}

gen{Yll et Yk} =
gen{y,, ..., ¥i + Yis1} Y sabemos que
dimgen{y,, ..., v} = 1, porque
dimgen{y,, ..., ¥ + Yis1} = 1 ycomo
gen{y\, Y2, -, Yi: Yia} =
gen{y,, ..., y:} concluimos que
dl'm.gen{er Yao -0 Yieu Yk+l} = 1.

se cumple el teorema para todo n
elementode Nyn = 1.

Ejemplo 8

Si G es una gréfica topolégica, planar,
conectada, no pivotante, con t mallas in-
ternas, 4 aristas y n nodos, entoncest =
a-n+ 1l

Notemos en este caso que tantot, n y
a toman valores de nimeros naturales. La
induccién se podria intentar sobre cual-
quiera de ellas, el éxito depende de la des-
treza del lector. Lo que pretendemos de-
jar en claro es que no podemos decir que
una u otra forma sea mas fécil pues esto
depende de la opinién de cada sujeto.

Ademas una gratica G* con una sola
malla no posee aristas internas.

Notemos en la gréfica que n = b (Fi-
gura 4).

S t=1=0+1=b-n+1.
Se cumple para t = 1.

Parte II. Supongamos que para toda
grafica G* con t mallas internas, satisfa-
cet=b-n+ 1.

Consideremos una gréficacont + 1 la-
dos (aristas).

Notemos que para incrementar el ni-
mero de mallas en 1, podemos aumentar
una arista entre dos de los nodos existen-
tes (recordemos que la nueva grafica de-
be ser una grafica G*) o bien agregar m
aristas en serie las cuales son conectadas
a la grafica ya existente por mediodem —
1 nuevos nodos. Figura 5.

M: gréfica con t mallas (contenida en
la regién con contorno punteado).

NNEY,

Nosotros haremos la induccién sobre ¢

m — 1 nodos
(nimero de mallas internas).

m aristas
una sola malla

Demostracién: Parte I.

Nota: una gréafica G topoldgica, planar,
conectada, no pivotante serd representa-
da por G”.

Comot = 1 es nuestro primer caso, to-
maremos una gréfica modelo para desa-
rrollarlo. Figura 4.

Figura 4

AN
\\
~

Se?

Figura 5

Contemos las mallas: (f mallas de M) +
1 malla =t + 1.

Niimero de nodos: sabemos que la gra-
fica M tiene n nodos y b aristas, por lo tan-
to el nimero de nodos de G* = n +
(m - 1).

Numero de aristas de G* = b + m.

Resolvamos

b+rm-@h+m-1))+1=
b-n+l1l+1=¢t+1

& t = b=n + | es verdadera para
todo t natural, t = 1.

Ejemplo 9
Seau,(t) = ttparak = 0,1, 2, ...,
t € R . Entonces el conjunto

cey Upy oel)

es linealmente independiente.

S = {Uo, u;, Uy, .
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Analicemos el siguiente desarrollo: In-
duccidn sobre el niimero de elementos de
S.

Partel. StieneunsoloelementoS =
{ug}. ~ SesL.lL -

Parte II. Supongamos que S tiene k
elementos, entonces

S < {ug, ug, ..., u} yesL.L

Consideremos S conk + 1 elementos,
entonces S = {ug, ..., Uy, Wy} ¥ 8U-
pongamos que es linealmente depen-
diente.

Sabemos por hipétesis de induccién
que si a® + at + - + gttt =
OVte R, entonces g = ¢, = *** =
ap; = 0.

Como estamos suponiendo que S =
{ug, ..., U1, u;} es linealmente
dependiente, al menos existe un u; € S
tal que u; = Boug + " + Biupy +
B, Ui, + 0+ + Beu,, entoncest! =
BO 4+ o+ B'—lti-l + Bl+lt‘+l +
-+ + B, t* V¥t € R. En especial, para
t = 0, sustituyendo tenemos 8, = 0.
St o= Blt 4+ v+ ﬂi—lti_l +
Bttt + o + B VEIER.
Entonces t = (B, + *** + B,t"7% +
Bt + -+ Bt Vi€ R, en
especial para t # 0, entonces t™! =
Bit® + cor + Bt 4 Bt +

© + B,t-LV t € R, entonces §,1° +
e 4 ﬂi_]ti—2 + Bj+‘ti 4+ o 4+
Bitx1 = 0.

Es decir, obtuvimos una combinacién
lineal de los elementos del conjunto S de
la hipétesis de induccién, la cual estd
igualada a cero y un escalar (el de t!)
es diferente de cero, esto contradice que
S (de H.I) es linealmente independiente.

Si S tiene k + 1 elementos enton-
ces es L.]. (tomando en cuenta las otras
condiciones del problema).

¢Es correcto concluir que si u,(t) =
t, k=0,1,...,n,...;cont € R, en-
tonces S = {ug, uy, ..., u,, ...} es li-
r.calmente independiente?

La respuesta es {NO!, basta recordar
que el principio de induccién es exclusi-
vo para niimeros naturales. Algunos de
nuestros ejemplos han mostrado que por
medio de induccién se puede asegurar

A

que alguna propiedad se cumple para un
subconjunto de los nimeros naturaies, pe-
ro lo que se pretendia probar en este ejem-
plo, por medio de la induccién, es que se
cumple el teorema para un conjunto que
contiene a los naturales y que no es el mis-
mo, y esto no es posible.

Retrocedamos para analizar un
poco. . .

Nosotros hicimos induccién sobre el
numero de elementos del conjunto S. Y S
estd dado de la siguiente forma:

S ={ug, uy, ..., U, -..}estos pun-
tos son los culpables de que la induccién
no demuestre por completo el teorema.

Después de nuestra demostracién lo
mds que podemos asegurar es: Siu, () =
ts,conk =0,1,...,n y t € R enton-
cesS = {ug, u;, ..., u,} es linealmente
independiente.

Si formamos un conjunto S con las ca-
racteristicas mencionadas con un nime-
ro finito de elementos, no importa que sea
“muy” grande, la induccién respalda
nuestra conclusién, pero si el conjunto S
tiene un numero infinito de elementos la
induccién ya no es responsable de tan ex-
tensa propiedad y aunque es verdadera
omitimos su demostracién por estar fuera

~* de los intereses del presente trabajo.

A continuacién damos las respuestas a
algunas de las preguntas formuladas a lo
largo del desarrollo.

Alteracién de las Hipétesis en el prin-
cipio de induccién

1. Supongamos que el principio fuera el
siguiente:

Si0eAysine A, entoncesn’ € A, en-
tonces N = A.

Esto seria falso pues el conjunto A po-
dria ser un conjunto con muchos elemen-
tos mds, independientemente de los nime-
ros naturales.

Sea A =

Ejemplo.
{0,x,1,x",2, ...,n,x®+b, }
x€N
El conjunto A satisface las hipétesis

0eAy meAd-medA
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sequn el principio de induccién ALTERA-
DOA = N, lo cual podemos observar es
falso.

2. Consideremos ahora: A
SiAc N ysin€A, entoncesn’ € 4,
entonces N = A.

También este nuevo principio serfa fal-
so, basta considerar el conjunto 4 =
{10, 11,12, ..., n, ...}, notemos que
satisface la hipétesis: A € N y n€ 4,
entonces n’ € A, sin embargo A # N.

3. En el desarrollo del Ejemplo 7 apare-
ce un asterisco que intencionalmente no
es mencionado antes que ahora, nos inte-
resamos mucho en que el lector profun-
dice paso por paso por iniciativa propia,
no consideramos conveniente dejar “lagu-
nas” en un desarrollo, justificando la po-
ca formalidad diciendo: “el autor lo dice,
debe ser cierto”, tratemos de convencer-
nos (licitamente, sin trampas) por nosotros
mismos y la mucha ayuda de la teoria. El
asterisco aparece para dar una explicacion
posterior al por qué de la igualdad, aun-
gue claro estamos concientes que algunos
lectores la encuentran “obvia” por poseer
la informacién y destreza necesaria para
tal desarrollo, pero esperamos que aun és-
tos tengan viva su curiosidad y al menos

se hayan preguntado ¢ Y este asterisco por
qué? Ahora para aquellos que notaron el
asterisco y trataron de explicarse la igual-
dad sin éxito, tenemos la aclaracién:

Si

la, + a; + asll = flall + lazl +
llasll,
k4
entonces
la,ll + llaz + asll = lla, + a; + as].
Demostracién.

lla, + a; + a3l < llay]l + lla; + a5l <

< Ja;ll + Jlaz|l + llas|| igualando los
extremos obtenemos que

llall + lla; + asll = lla, + a; + a,l.
4. Sea

7.7 €{y,:p =1 ...,k + 1}. Sida-
d) ¥; no existierauny, (i # j) tal que y; #
~¥,» 1#j,entoncesy;, = -y, i, ytam-
bién se cumple el teorema. Para nosotros
¥, = ¥ Y Yi+1 = ¥; € hicimos el caso pa-
ra cuando existe tal § # —1. El resto le co-
rresponde.
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