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RESUMEN

Esta investigacion se asume como una intervencién didactica en el aula, que se ubica dentro
del contexto del aprendizaje de las conicas vistas como lugares geométricos, con la mediacion del
Ambiente de Geometria Dindmica (en adelante, AGD) el software Cabri Géometre Il Plus. En la
misma, se estudia una secuencia de dos situaciones didacticas, donde se plantean problemas de
construccion geométrica de estas curvas desde el enfoque puntual hacia el global.

La secuencia se disefio con el proposito que los estudiantes realizaran en primera instancia,
construcciones punto por punto de cada una de las cénicas y luego construcciones geométricas
donde se utilizara la figura desde un punto de vista global, para caracterizar geométricamente
cada una de las ellas.

La metodologia de la investigacion se sustenta en una micro-ingenieria didactica. En el disefio
de las situaciones, se efectud un analisis preliminar, fundado en tres dimensiones: la didactica, la
cognitiva y la histérico — epistemoldgica.

La pregunta que orientd esta investigacion fue: ;Qué fendmenos didacticos genera la
mediacion del AGD Cabri Géometre Il Plus, en la actividad matematica de los estudiantes que se
inician en un curso de geometria analitica, en el marco de construcciones geométricas de las
conicas como lugares geométricos desde lo puntual y lo global?

Para dar respuesta a esta cuestion se propusieron los siguientes objetivos: 1. Disefiar desde los
referentes de la TSD y de la micro-ingenieria didactica una secuencia de situaciones didacticas
para el estudio de las conicas como lugares geométricos en el AGD Cabri Géomeétre Il Plus. 2.
Analizar la actividad matemética de los estudiantes de un curso universitario de geometria
analitica cuando se aborda la construccion geométrica de las cdnicas en el enfoque puntual y
global mediado por el AGD Cabri Géomeétre Il Plus.

Esta investigacion se realizd en el contexto de las actividades de un curso de geometria
analitica con 25 estudiantes del programa de la Licenciatura en Matematicas, en una Universidad
del suroccidente Colombiano. La informacion recolectada y su analisis, evidencié que las
situaciones didacticas planteadas desde las construcciones geométricas puntuales permitieron
emerger construcciones geométricas globales en el AGD Cabri y que a su vez este ambiente
permitié retroalimentaciones que permitieron a los estudiantes caracterizar algunas de las
propiedades geométricas de las coénicas. El disefio de las situaciones restituye el sentido
geomeétrico de las Codnicas sin desligarse del enfoque usual, el algebraico, trayendo consigo una
complementariedad en los enfoques usuales para que los estudiantes comprendan las propiedades
geomeétricas.

PALABRAS CLAVES: conicas, lugar geométrico, construcciones geométricas, ambiente de
geometria dindmica, Cabri, enfoque puntual, enfoque global, situaciones didacticas,
visualizacion, representaciones matematicas, micro-ingenieria didactica.
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INTRODUCCION

Investigaciones en Didactica de las Matematicas han permitido reconocer la
estrecha relacion entre el proceso de integracién de las Tecnologias de la Informacion
y la Comunicacion (en adelante, TIC) con las corrientes de pensamiento socio-
constructivista. De manera general, las investigaciones dan cuenta de que las TIC
permiten poner en practica principios pedagdgicos en virtud de los cuales el
estudiante es el principal actor en la construccién de sus conocimientos, y que puede
aprender mejor en el marco de una accién concreta y significante y, al mismo tiempo,
colectiva (Moreno & Waldegg, 2002).

Como una primera aproximacion al proceso de integracién de las TIC y de
manera particular en cuanto se refiere a su potencial de aplicacion para la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas, se suele argumentar que las TIC permiten recapturar
el sentido experimental de las matematicas y reabrirlo al estudiante en el interior del
aula, ampliando las posibilidades de interaccion y manipulacion de su parte.

Esta aproximacion experimental se asocia a la posibilidad de representaciones
ejecutables que permiten al estudiante modificar condiciones, controlar variables y
manipular situaciones matematicas concretas. Otros hechos asociados a la integracion
de tecnologia contemplan la posibilidad de presentar materiales y recursos
pedagogicos a través de maltiples medios y canales, de motivar e involucrar a los
estudiantes en actividades de aprendizaje significativas, de proporcionar
representaciones graficas de conceptos y modelos abstractos, de mejorar el
pensamiento critico y otras habilidades y procesos cognitivos superiores, de
posibilitar el uso de la informacion adquirida para resolver problemas y para explicar
los fendbmenos del entorno, permitir el acceso a la investigacion cientifica y el
contacto con cientificos y bases de datos reales, de ofrecer a profesores y estudiantes
una plataforma a través de la cual pueden comunicarse con compafieros y colegas de
lugares distantes, intercambiar trabajo, desarrollar investigaciones y funcionar como
si no hubiera fronteras geogréaficas (Moreno & Waldegg, 2002).

Ahora bien, segun aunque la mayoria de los investigadores y profesores de
matematicas reconocen la necesidad de integrar las TIC en el ambiente escolar, para
lo cual se requiere disponer de instrumentos tecnoldgicos en buen en numero y
variedad, son pocas las instituciones educativas que los tienen y sélo algunas estan
equipadas adecuadamente. En otros casos, las instituciones no estan dispuestas a
enfrentar los riesgos que implica la integracion de tecnologia, tales como la
preparacion y actualizacion de los docentes y la reestructuracion de sus propuestas
curriculares (Lagrange, Artigue, Laborde & Trouche, 2003).
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De otra parte, se reconoce gque una de las mayores riquezas de las TIC usadas para
la ensefianza de las matematicas y de las ciencias, reside en el hecho de que actlan
como catalizadores del cambio. Las TIC constituyen un medio excelente para
cuestionar ciertas précticas pedagdgicas que suceden en el aula.

En efecto, cuando las TIC son usadas Unicamente como herramientas que se
agregan a una practica de ensefianza tradicional —centrada en la transmision de
conocimientos— muestran muy débilmente sus potencialidades y pueden, incluso,
agudizar ciertas practicas indeseables en el salon de clase, como el excesivo
protagonismo del maestro. Sin embargo, cuando son usadas con modelos
pedagdgicos no tradicionales, pueden incrementar notablemente la participacion y la
interaccion de los estudiantes, logrando su integracion e involucramiento en
situaciones de aprendizaje.

Este potencial se ve incrementado cuando existe la posibilidad de conectarse a
redes de aprendizaje, ricas en informacion. Se reconoce asi que las TIC no son
solamente un mecanismo para manejo de informacion sino ante todo un mecanismo
para comunicar e intercambiar, particularmente cuando se considera que la enorme
accesibilidad a informacion diversificada favorece la apertura de los campos
disciplinarios.

Estos cambios a su vez aparecen asociados a una nueva vision del trabajo de los
docentes, pues se considera que para que la informacién que circula a través de las
TIC a traves de las redes de aprendizaje, pueda enriquecerse y transformarse en saber,
se debe acompaiiar de un cambio en el papel del maestro: de ser proveedor de saber
en el aula, a ser mediador y facilitador del aprendizaje dentro de un contexto
interdisciplinario.

En consonancia con este nuevo panorama se reconoce la importancia de realizar
una revision detallada y cuidadosa de los marcos tedricos y empiricos que
fundamentan el proceso de integracién de las TIC en el &mbito escolar, que en este
caso se refiere al campo de la Educacion Matematica.

El presente informe investigacion es de intervencion didactica en el aula, pues se
coloc6 en acto una secuencia de dos situaciones didacticas, donde se planteaban
problemas de construccion geométrica desde el enfoque puntual hacia lo global de
estas curvas. Se ubica dentro del contexto del aprendizaje de las conicas (parabola,
elipse e hipérbola) vistas como lugares geométricos, con la mediacion del Ambiente
de Geometria Dinamica (en adelante, AGD) Cabri Géométre Il Plus.

El documento se estructura en seis capitulos que se fueron consolidando en el
desarrollo de la investigacion.
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En el primer capitulo se presentan el problema de investigacion, los desarrollos en
el campo de la Didactica de las Matemaéticas que lo fundamentan e igualmente los
objetivos y las hipotesis de investigacion. Estos se constituyeron en elementos
fundamentales del proyecto de investigacion. Es de sefialar que el documento de
anteproyecto de esta investigacion, contuvo las ideas centrales presentadas en este
capitulo y fue avalado por el claustro de profesores de esta Maestria en Educacion
Matematica.

En el segundo capitulo se presentan los fundamentos tedricos del estudio
organizados en las dimensiones historica — epistemolodgica, cognitiva y didactica, los
cuales giraron alrededor de aspectos que incidieron en el disefio didactico para el
aprendizaje de las conicas vistas como lugares geométricas en el AGD Cabri
Géometre 11 Plus.

El tercer capitulo se construyd béasicamente con los analisis preliminares
proporcionados en el segundo, para llegar a configurar el dispositivo experimental, en
donde se muestran y se sustenta la organizacién que se desarrolld en la
experimentacién. También se presentan los aspectos relativos a la metodologia de
micro-ingenieria didactica que fundamentan el estudio propuesto y las unidades de
analisis.

En el cuarto capitulo se pone de manifiesto el disefio de las situaciones didacticas
y sus analisis a priori. Nuevamente los analisis preliminares dan los insumos para
constituirlas, de alli que las situaciones didacticas retomen diferentes aspectos de
cada una de las dimensiones y se conviertan en un disefio que se ajusta a las pautas de
la Teoria de las Situaciones Didacticas.

En el quinto capitulo se presenta la experimentacion y analisis a posteriori de la
puesta en acto de las situaciones disefiadas. En este penultimo capitulo se describen y
analizan los resultados de la experimentacion de acuerdo con los datos tomados de
diferentes instrumentos. Es en este capitulo donde se da la validacion de la micro-
ingenieria didactica, al confrontarse los analisis a priori con los a posteriori.

En el sexto capitulo se presentan las conclusiones que corresponden basicamente
al andlisis de los resultados obtenidos en la puesta en acto de las situaciones
disefiadas y sus respectivas interpretaciones. En donde ademés se confrontan las
hipotesis, la pregunta y los objetivos de investigacion en relacion a lo obtenido y
realizado.

Finalmente es importante mencionar que este trabajo ha sido el fruto de la
persistencia y gusto del investigador por los intereses en estudiar las cdnicas en un
AGD desde sus primeros inicios en la investigacion en Educacién Matematica cuando
elabord su Trabajo de Grado de pregrado en el programa de la Licenciatura en
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Matematicas y Fisica. Sin embargo, ahora la literatura e investigaciones lo llevaron a
considerar otros aspectos a indagar como el papel e influencia de lo puntual y lo
global en el aprendizaje de las coénicas, dando origen al desarrollo de esta

investigacion.
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CAPITULO 1.
ASPECTOS GENERALES DE LA INVESTIGACION

Esta investigacion problematizd algunos fendmenos relativos al aprendizaje de las
conicas (pardbola, elipse e hipérbola) vistas como lugares geometricos, con la
mediacion del Ambiente de Geometria Dinamica Cabri Géometre Il Plus. Para este
propdsito, se disefio y estudié una secuencia de situaciones didacticas, donde se
plantearon problemas de construccion geométrica de estas curvas desde el enfoque
puntual hacia lo global.

La metodologia que orientd la investigacion fue la denominada micro-ingenieria
didéctica', a partir de la cual fue posible disefiar una secuencia que problematizé
fundamentalmente las construcciones geométricas de las cdnicas desde las
perspectivas global y puntual. El escenario de experimentacion fue un curso de
geometria analitica’ de un programa de Licenciatura en Matematicas, de una
universidad oficial®, el cual conté con la participacién de 25 estudiantes.

Para efectos de la presentacion de los aspectos generales de la investigacion se
recurre a una organizacion en tres apartados, que se soportan en esquemas® para
sintetizar los aspectos mas relevantes de los mismos.

En este orden de ideas se presentan algunos aspectos relativos a la problematica’
de las conicas en tanto objeto de conocimiento matematico desde perspectivas como
historica, cognitiva, tecnoldgica y didactica.

! En esta investigacion se asumi6 la micro ingenieria didactica desde la perspectiva propuesta por Artigue (1995).

2 LLa geometria analitica se entendié como una rama de las matematicas que se encarga del estudio de las figuras
geométricas a partir de un sistema de coordenadas, donde se pretende obtener la ecuacion dado un lugar
geométrico o dada la ecuacion, determinar la grafica o el lugar geométrico. Pero no se tomo en este trabajo a la
geometria analitica en la perspectiva de la matematica moderna, que segin Dieudonné (1987), se empez6 a
estudiarla, a la luz de la teoria de las funciones analiticas de variables complejas y espacios analiticos.

® Se decidi6 eliminar los datos de la Institucion de Educacién Superior para proteger el anonimato de los
estudiantes participantes.

# Se asumieron los esquemas como una manera de organizar y sintetizar la informacion presentada, esto para
efectos expositivos de algunas tematicas abordadas.
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1.1. Presentacion de la Problematica de Investigacion

En el contexto de investigaciones en Didéactica de las Geometria, se problematiza
el estudio de las conicas y de esta manera, se reconocié varias categorias tales como:

Concepciones e ideas previas erréneas sobre las conicas.

Complementariedad entre los enfoques Sintético y Analitico.

Fomento de las Construcciones Geomeétricas.

Tendencia a marginar curricularmente las conicas como contenido geomeétrico.
Escasez de estudios sobre lugares geométricos.

Enfoque dinamico para el estudio de los lugares geométricos y las cénicas en un
AGD; y finalmente,

7. Lanocion de lugar geométrico desde un tratamiento puntual y global.

ogakrwdE

En el Esquema 1, se ilustra las categorias anteriores a la luz de los autores
tomados en consideracidn, y que circundan la problematica.

Tratamiento
Puntual y Global

Enfoque dindmico -Jahn (2000, 2002) [ )
-Cha y Noss (2001) Concepciones e ideas erréneas

-Valencia (1990)

-Hansen (1998) Rio (1989, 1996)
-Cuoco y Goldenberg (2000) Complementariedad entre
-Schumann (2000, 2004) lo Sintético y lo Analitico
-Laborde (1998, 2002) —

-Tahir (2008) Problematica

de la
Investigacion

-Contreras et al. (2002)
4——— _Bartolini Bussi (2005)
-Velasquez el al. (2007)

-Rio (1996) -Rico (1995)
-Jahn (2002) -Contreras et al. (2002)
Escasez de estudios sobre -Hansen (1998) Fomento de las
Lugares Geométricos -Vasco (1994) Construcciones Geométricas

T

Tendencia a marginar curricularmente
las cénicas como contenido geométrico

Esquema 1: Organizacion del estudio.

En adelante, se exponen cada una de las categorias sefialadas anteriormente.

% En este documento, se entiende por problematica a un conjunto de problemas relacionados con alguna disciplina,
actividad o situacion que en este caso, se refiere al campo de la Educacion Matematica. Y por problema, de
acuerdo con el Diccionario de la Real Academia Espafiola a, un planteamiento que se hace sobre una cuestion,
asunto o situacion cuya respuesta desconocida o solucion debe obtenerse a través de métodos cientificos.
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1.1.1. Concepciones e ideas previas erroneas sobre las conicas.

Segun Ruiz (2003), el conocer las concepciones e ideas que los estudiantes tengan
acerca de los conceptos matematicos, le permite al profesor explicar los
procedimientos, definiciones, ejemplos y errores que realizan, luego, a partir de un
disefio de situaciones de ensefianza, se busca que los estudiantes superen aquellas
concepciones o ideas que les provocan errores.

Desde esta perspectiva, algunas investigaciones han puesto en evidencia que
existen algunas ideas o concepciones previas erréneas de la gran mayoria de los
estudiantes de la educacion media en relacion con las conicas:

El conocimiento que se tiene de las cénicas son de tipo fisico y social pero no
de tipo légico—matematico. Fisico en el sentido que no solamente se le ha
asignado una abstraccion empirica; y social en el sentido que se le ha asignado
los nombres convencionalmente aceptados a esas curvas en el entorno socio—
cultural (Rio-Sanchez, 1989. p. 109).

Segun Rio-Sanchez (1996), entre las ideas errbneas mas recurrentes que se
observaron en un estudio de 305 estudiantes espafioles sobre las cénicas con un
promedio de edad de 17 afios se encuentran:

e Las propiedades intrinsecas de las coOnicas que se obtienen perceptualmente
dandole una forma pero la adquieren de manera equivocada, por ejemplo:
afirmando que un 6valo es una elipse, 6 que un arco y dos semirrectas tangentes
en sus extremos son una parabola,

e Que todas las conicas se pueden dibujar perfectamente empleando sélo regla y
compas,

e Que los tres tipos de cénicas no guardan ninguna relacion estructural entre si, ni
directa ni indirectamente,

e Que una parabola (o cualquier curva) no es un objeto geométrico independiente
del sistema de referencia, llevando a considerar que una curva no tiene infinitas
ecuaciones dependiendo del sistema escogido sino una sola ecuacion,

¢ Que los alumnos perciben que las conicas estan poco conectadas con la realidad.
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1.1.2. Complementariedad entre los enfoques Sintético y Analitico.

Una de las estrategias que se reconocen como potencialmente Utiles para superar
algunos de los obstaculos y dificultades que generan algunas de las concepciones
erroneas sefialadas en el anterior item, son aquellas que reivindican la importancia de
establecer una complementariedad entre el enfoque sintético y el analitico en el
estudio de las conicas. En general, (Bartolini Bussi, 2005; Contreras, Contreras &
Garcia, 2002; Velasquez, Apreza, Lluck, Moreno & Valdez, 2007), estos autores se
muestran de acuerdo en que esta complementariedad juega un papel importante en la
adquisicién y desarrollo de habilidades conceptuales y procedimentales por parte de
los estudiantes en relacion con el aprendizaje de las conicas.

Asi por ejemplo, Bartolini Bussi (2005), sefiala que:

No es posible construir el significado de las conicas a través de un Unico
enfoque, como por ejemplo, el mas difundido, el algebraico. Esto debido a que
no es suficiente con estudiar los aspectos analiticos dado que una gran
cantidad de significados se pierde con solo este enfoque. (p. 39)

De otra parte, como sefiala Contreras et al. (2002), el estudio de las conicas ha
sido relegado en el curriculo de la educacion secundaria en Espafia, y la consecuencia
es que los estudiantes de primer afio de universidad desconocen por completo esta
tematica. Asi mismo, subrayan el tratamiento excesivamente analitico de las conicas,
en tanto resultado de desligar lo sintético de lo analitico en la mayoria de cursos y
libros de texto escolares de geometria analitica. De esta manera, se reconoce la
necesidad de conectar los dos enfoques, lo cual da lugar a una propuesta integradora
de la vision sintética y analitica para el estudio de la elipse. Para establecer este
puente entre lo sintético y lo analitico, recomiendan que el profesor que oriente este
tipo de cursos, integre un “universo de construcciones, tanto sintéticas como
analiticas, extenso y rico en significados, incorporando elementos visuales como
parte de su actividad matematica al enfrentar problemas” (Contreras et al. 2002, p.
115).

En este mismo sentido, Velasquez et al. (2007), establecieron que la forma clésica
de presentar la geometria analitica ha afectado negativamente su aprendizaje. Para
estos autores, se entiende que en la presentacion clasica de este tipo de geometria,
predominan los contenidos tematicos desde un punto de vista algebraico y formalista
sin tener en cuenta la formacion de procesos, estrategias y actitudes en los
estudiantes. Los efectos de abordar la forma clésica de esta rama de las matematicas
incluyen entre otros:
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Los alumnos no pueden realizar la representacion coordinada de un contenido.
En un estudio de Arcos (como se cita en Velasquez et al., 2007)
particularmente se dan dificultades en los estudiantes para mirar las figuras
geomeétricas como objetos algebraicos y viceversa.

Hay limitaciones en la formacion de los conceptos principales de la geometria
analitica, en su lugar, se tiene una memorizacion de las definiciones carentes
de sentidos y significados.

No contribuye a desarrollar las habilidades matematicas como comprender,
visualizar y comunicar las actividades matematicas universales que Bishop
(1999) enuncia como son: contar, localizar, medir, disefiar, jugar y explicar.
Presenta limitaciones en el abordaje de problemas en contextos auténticos que
aseguren el interés de los alumnos por resolverlos y, por ende no se contribuye
en la formacion de recursos intelectuales para trabajar este campo (Velasquez
et al. 2007, p. 264).

De lo anterior, se reconoce la necesidad de coordinar los enfoques analiticos y
sintéticos como una estrategia para superar la falsa division curricular entre las dos
geometrias: una, la sintética, presente en la geometria escolar y primeros cursos
universitarios; y la otra, la analitica, propia de la Educacién Media y de cursos
universitarios mas avanzados.

1.1.3. Fomento de las Construcciones Geomeétricas.

Las investigaciones en Didactica de la geometria analitica, suelen sefialar la
importancia de no subestimar ni dejar de lado todo el sistema ldgico deductivo de
axiomas, postulados, definiciones, teoremas, demostraciones que emergieron en una
época anterior a Descartes y también recomiendan tener en cuenta, las construcciones
geometricas de las curvas conicas como otra competencia basica, y como un proceso
importante en la actividad matematica asociada al razonamiento y comunicacién de
saberes matematicos. Por lo tanto, se recomienda poner en acto procedimientos de
tipo geométrico. Estos son descritos por Rico (1995) como:

Los procedimientos de tipo geométrico son las rutinas para construir un
modelo de un concepto geomeétrico, ya sea para manipularlo o para hacer una
representacion del mismo en el plano. También se incluye el dominio y
empleo correcto de determinados convenios para expresar relaciones entre
conceptos geométricos. También describe unos procedimientos relacionados
con graficas y representacion que se desarrollan en los distintos campos de las
matematicas. Cuando se hace una representacion lineal de los ndmeros,
cuando se emplea una grafica para expresar una relacion entre dos variables, o
cuando se simboliza una fraccion sobre una “figura” se estdn aplicando
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procedimientos de tipo grafico que suponen el empleo de determinados
convenios para dar una imagen visual de un concepto o una relacion. (p. 20)

En este sentido, Contreras et al. (2002) sostienen que para lograr una ruptura con
algunas de las ideas previas de los alumnos, respecto a la comprension de las curvas,
se debe facilitar el paso fluido entre los métodos sintéticos y analiticos, donde la via
para efectuar este recorrido es por las distintas construcciones de éstas. Finalmente,
sefialan, refiriéndose a aspectos de la ensefianza, que es necesario hacer convivir las
técnicas® sintéticas y analiticas. En este sentido, afirman:

Pueden conseguirse efectos positivos para los estudiantes, ya que por una
parte, estos pueden tener una participacion mas activa y reflexiva en la
elaboracion del objeto matematico las conicas; por otra, se coloca al estudiante
en disposicion de afrontar los estudios universitarios con amplios
conocimientos geométricos sobre las conicas que, de otro modo, quedarian
focalizados en aspectos puramente analiticos. (p. 129)

1.1.4. Tendencia a marginar curricularmente las conicas como
contenido geométrico.

Aunque se reconoce que los métodos de la geometria analitica son, aspectos
claves en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas en distintos niveles de
escolaridad, desafortunadamente, en el curriculo colombiano su ensefianza sigue
siendo marginal como consecuencia del poco espacio que se brinda a la ensefianza de
la geometria y al exagerado tratamiento algebraico de las ecuaciones de segundo
grado que representan las conicas. Estas circunstancias se traducen en la pérdida
gradual del conocimiento de las propiedades intrinsecas de las cénicas. Al referirse a
esta situacion en estudiantes que ingresan a la Educacion Superior Vasco (1994)
sefiala:

Las reformas a las matematicas escolares de los afios cincuenta y sesenta
eliminaron la geometria como curso paralelo al algebra; relegaron los temas
geomeétricos para el final de los programas, en donde corrieron el riesgo de
quedar sepultados por no llegarse nunca hasta alla en el desarrollo real de los
programas en la mayoria de los establecimientos, y trataron de remplazar las
pruebas de tipo sintético por elegantes pruebas de tipo algebraico que
utilizaban poderosos teoremas del algebra lineal, o de tipo analitico que

® Las “técnicas” en los términos de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (Chevallard, 1999), se definen como
las maneras de llevar a cabo o de saber hacer una tarea matematica. En la nocion de técnica se incluyen desde
formas o maneras consideradas como algoritmicas hasta las que no lo son.
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aprovechaban propiedades de las funciones utilizadas para describir los
lugares geomeétricos. (p. 187)

Asi mismo, Hansen (1998) opina que la ensefianza de las secciones conicas vistas
como lugares geométricos, deberia enfatizar el estudio de estos objetos como
secciones planas en superficies conicas, o - para la elipse - en cilindros. También
reitera que “al principio esta aproximacion puede parecer muy dificil pero hay
muchas ventajas valiosas. En particular, esto ayuda a desarrollar el entendimiento
espacial” (p. 13). En esta misma perspectiva, Hansen (1998) subraya que “los
métodos de la geometria analitica son, por supuesto, de importancia fundamental y
en la mayoria de los paises pertenecen al curriculo del nivel medio”. (p. 13).

De otra parte, se considera que el enfoque tradicional basado en las descripciones
algebraicas de las conicas, ha hecho que su tratamiento sea artificial y muy remoto en
aplicaciones, llevandolas a un estado cercano a la desaparicién del curriculo, lo que se
considera como un grave error desde un punto de vista curricular.

1.1.5. Escasez de estudios sobre lugares geométricos.

A partir de la revision de los curriculos escolares de Espafia, Rio-Sanchez (1996)
determind la ausencia del concepto de lugar geométrico cuando se estudian las
conicas, que si aparece cuando se estudian las mediatrices, bisectrices vy
circunferencias. Este concepto solo logra extenderse a las conicas en los curriculos
para estudiantes en la modalidad de bachillerato cientifico donde los contenidos
matematicos son estudiados con mayor profundidad y rigor.

Esta problematica también es abordada por Jahn (2000, 2002) quien sefiala que la
nocion de lugar geometrico es introducida naturalmente en el estudio de las
transformaciones, una vez que ellas son definidas como una aplicacién que mapea
puntos del plano sobre el mismo plano y que no son facilmente entendidas por los
estudiantes. En efecto, a partir del andlisis de libros de texto escolares franceses
determiné que:

Esta nocion aparece, generalmente, en el contexto de las transformaciones,
desde una interpretacion funcional o puntual, mostrando que aquellas
transformaciones son herramientas muy eficientes para solucionar problemas
de lugares geométricos pero muy poco trabajadas en la escuela. Por otra parte,
el término ‘lugar geométrico’ puede ser utilizado en el contexto de la
geometria sintética o perspectiva global cuyo significado no es el mismo que
el puntual (Jahn, 2002, p. 78).
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En sus investigaciones a nivel de la escuela secundaria, Jahn también encontro
que el término lugar geométrico se presenta como una trayectoria (punto movil sobre
una curva) de manera dindmica y que esta interpretacion aludiendo al movimiento
correspondia a una necesidad didactica: evitar el uso de cuantificadores y del lenguaje
de la teoria de conjuntos como una fase intermedia, con la intencionalidad de que los
estudiantes puedan comprender la concepcion de punto orientado de una
transformacion.

En cuanto concierne a la integracion de las TIC en los procesos de ensefianza y
aprendizaje de la geometria, los topicos geométricos estudiados por investigadores a
nivel internacional han sido muy heterogéneos y se han basado en marcos tedricos
dirigidos a abordar la complejidad de los procesos de aprendizaje en la geometria,
pues asi lo sefial6 el estudio de Laborde, Kynigos, Hollebrands y Strasser (2006). La
mayoria de tematicas investigadas por estos autores, resaltan que son transversales y
son abordadas como actividades de construccion geométrica y por supuesto de
demostracién, y que son recurrentes en los temas de investigacién en lo Ultima
década.

Por ejemplo, Laborde et al. (2006) afirman que los conceptos tradicionales de la
geometria euclidiana han recibido mas atencion por parte de los investigadores que
otros conceptos tales como las transformaciones geométricas y los lugares
geométricos. Dicha insuficiencia a nivel de la investigacion relativa a la utilizacion de
tecnologia en la ensefianza sobre el estudio de los lugares geométricos es recurrente
(Laborde et al. 2006; Jahn, 2002).

En general, la nocion de lugar geométrico en el estudio de la geometria escolar y
universitaria pasa desapercibida o subsumida en otros conceptos y procesos
matematicos. Esta circunstancia da lugar a que muchos estudiantes no se apropien de
una definicidn clara de esta nocion.

1.1.6. Enfoque dinamico para el estudio de los lugares geométricos y las
conicas en un AGD.

La conjugacion de los AGD con las construcciones geométricas, asi como la
complementariedad de los enfoques sintético y analitico, es posible que se pongan en
armonia en un disefio didactico relativo a la ensefianza y aprendizaje de la geometria
escolar.

En este sentido, Valencia (1990) recomienda que se desarrolle la imaginacion

geométrica, impulsando una concepcion geométrica dindmica y ejercitando la
imaginacion espacial. Para este autor, lo dinamico lo asemeja con una pelicula en
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movimiento y recomienda ademas el uso del computador para propiciar el dinamismo
de los objetos geométricos. Al comenzar con los temas de la geometria analitica,
propone plantear primero problemas geométricos que permitan hacer el transito de la
geometria al algebra. Por ejemplo, introduciendo ideas geométricas sin coordenadas,
después construir las curvas, para luego hablar de las aplicaciones y finalmente,
terminar el estudio con coordenadas, formalizando la resolucion y mostrando algunas
de las aplicaciones resolviendo algunos problemas practicos. Dicho de otra manera,
este autor destaca que se debe iniciar desde la geometria sintética para arribar a la
geometria analitica cuando se resuelven problemas de geometria.

De manera paralela, en un enfoque complementario al uso de computadores,
Hansen (1998) opina que en la ensefianza de la geometria analitica, las graficas
hechas en computador pueden resultar Gtiles para familiarizar a los alumnos con las
secciones conicas, pero también es importante mostrar modelos reales de las formas
geométricas que se puedan tocar y sentir.

En la misma perspectiva sobre la ensefianza de las conicas, Cuoco y Goldenberg
(2000), declaran que los AGD pueden estimular a los estudiantes para desarrollar
imagenes mentales de las funciones que se adaptan especialmente para el andlisis. En
los experimentos mentales realizados por estos investigadores sobre las secciones
conicas vistas como lugares geométricos, encontraban que el comportamiento de
fendmenos geométricos de cambio continuo y los aparatos mecanicos (articulaciones,
mecanos, construcciones con chinchetas y cuerdas asi como otros artefactos por el
estilo) pueden proporcionar a los estudiantes experiencias de “puntos méviles” y sus
huellas como caminos que se recorren.

También enfatizan que han existido ideas sobre la continuidad (con respecto a la
topologia de las lineas reales) que han estado implicadas en los trabajos de muchos
gedmetras clasicos como por ejemplo, en las cavilaciones y respuestas sobre las
paradojas de Zenon, que muestran que la idea de movimiento ha estado presente en
las mentes de los matematicos desde la antigiiedad. Pero como la continuidad vy el
movimiento no eran conceptos evidentes en los Elementos de Euclides, entonces estas
tematicas no fueron explicitamente incluidas en la mayoria de los cursos de
geometria en la Europa Occidental y en los Estados Unidos. Tales ideas, sin embargo,
han sido parte de la pedagogia y la tradicion en muchos profesores de secundaria en
estos paises.

De esta manera, sefialan que un AGD les permite a los estudiantes dibujar la traza
de un punto sujeto a algunas restricciones. Este “punto traza” se mueve como
resultado de la manipulacion directa de uno o méas puntos de la construccion; en otras
palabras, es una funcion de esos puntos. Cuando los estudiantes realizan esas
construcciones, estan construyendo modelos computacionales de las funciones, y el
comportamiento de tales objetos matematicos puede ser experimentado de manera
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kinestésica cuando los estudiantes manipulan sus creaciones. Ademas, algunos AGD
permiten a los estudiantes tomar muestras de esas funciones en un conjunto que
puede ser manipulado por otra funcion.

Por otra parte, con respecto a los fendmenos sobre visualizar la traza de puntos
cuyo movimiento depende del movimiento de otros puntos, es decir, como un lugar
geométrico de puntos que se generan en una pantalla de computador, Schumann
(2000) ha promulgado directrices para seguir investigando sobre los alcances y
limitaciones al emplear los AGD y determina que estos ambientes interactivos pueden
ser aplicados para ensefiar y aprender geometria, en particular, para la generacion de
curvas y lugares geométricos con los siguientes tratamientos:

Para investigaciones en la posicion y tipo de conjuntos de iméagenes en las
funciones,

Para la construccion de curvas algebraicas (por ejemplo para preparar su
descripcion analitica) y

Para la investigacion de funciones en figuras geométricas (un nuevo enlace
entre la geometria y las funciones reales) (Schumann, 2000, p. 12).

Posteriormente, Schumann (2004) propone en esta linea de trabajo sobre lugares
geométricos, que se aborde también de manera sistematica el estudio de las curvas
algebraicas’ “simples™®, tales como las cénicas’, en el marco de proyectos de cursos,
usando tanto un AGD como un Software de Algebra Computacional® en la
geometria escolar y primeros cursos de geometria universitaria. Al trabajar las

7 Segin Schumann (2004) y en términos generales, en el campo de la geometria algebraica y geometria analitica,
las curvas algebraicas son representadas de la siguiente manera: una curva algebraica es el conjunto de ceros de un

polinomio en x e y tal que:
k 1
{(x,y):ZZaijxiyj=0}, R X R

i=0 j=0
en el cual a;; € R; max(i + j) con a;; # 0 es el grado de la curva algebraica. Esta ecuacion algebraica es un
objeto del algebra mientras que el grafico correspondiente es un objeto de la geometria sintética.
8 Schumann (2004) define una curva algebraica como “simple” en el contexto del uso de un AGD para ensefianza
de esta tematica, si los parametros de construccion global son inducidos como coeficientes enteros en la
correspondiente ecuacion algebraica con respecto a un sistema apropiado de coordenadas cartesianas. Para este
investigador, casi todas las curvas algebraicas clasicas pueden ser tratadas como curvas simples.
® Generalmente las cénicas se definen en la geometria analitica, como curvas que al representarlas
algebraicamente su ecuacidn es un tipo de ecuacion general de segundo grado en forma de polinomio P(x,y) =0
con la siguiente estructura: Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 con sus respectivos parametros dependiendo
del tipo de conica.
0 De acuerdo con Garcia et al. (1995) los Software de Algebra Computacional (o de Calculo Simbélico),
comunmente denominados en la literatura investigativa en el campo de la integracion de TIC en la Educacion
Matematica, por sus siglas en inglés, como CAS (Computer Algebra System (o Software)), se define como
tecnologias especializadas en la manipulacion de expresiones algebraicas sobre formulas matematicas con
elementos numéricos y/o simboélicos para efectuar calculos matematicos. Este tipo de software trabaja con
algoritmos algebraicos y permite utilizar expresiones con simbolos sin que estos tengan ningtn valor asignado.
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curvas algebraicas desde este tratamiento computarizado, sefiala varios puntos que se
favorecen, entre ellos se citan:

Las curvas algebraicas cierran la brecha entre la geometria sintética y la
algebraica.

Ofrecen una variedad de problemas, de estrategias de solucién y de relaciones
de interés matematico.

Son de una naturaleza que generaliza.

Apoyan actividades de modelacion matematica.

Mejoran el pensamiento funcional y operativo.

Juegan un papel importante en la historia de matematicas.

Estéticamente son curvas bellas y agradables (Schumann, 2004, p. 2).

Asi mismo, propone un método para el tratamiento de las curvas algebraicas, en
primera instancia, construyéndolas solo con regla y compas; usando no mas que dos
parametros que definen la forma y la posicion de la curva. En este sentido, Schumann
(2004) afirma que los AGD pueden ilustrar la generacion punto por punto usando el
modo de traza, el cual apoya la interpretacién de conjunto de puntos de las curvas.

Con respecto a las variaciones dindmicas de los valores de los parametros (por
ejemplo, para investigar varios casos y para generar familias de curvas), continGa
afirmando que el usuario requiere que sea capaz de generarlas como objetos graficos
referenciables y no solo como estados en la pantalla. La grafica correspondiente en un
AGD es generada por la interpolacion dindmica de puntos de apoyo (con coordenadas
redondeadas dependiendo del sistema aritmético).

De la misma manera, Schumann (2004) asegura que obtener las ecuaciones
algebraicas P(x,y) = 0 a partir de la construccion sintética de una curva es una
actividad interesante y fructifera desde un punto de vista matematico debido a que
esta obtencidn proporciona, independiente del método experimental e inductivo de
conocimiento encontrado, la comprensién matematica y la argumentacion para las
ecuaciones algebraicas producidas por el AGD Cabri Géometre.

En el caso de las conicas, una elaboracion analitica-geomeétrica de la ecuacion
algebraica puede ser obtenida a partir de una construccién geométrica adecuada.
Esto no es posible en general en el caso de las curvas algebraicas de grado superior,
debido a que se requiere una representacion paramétrica 0 una representacion en
coordenadas polares y una eliminacion o substitucion de los parametros de esas
representaciones, los cuales pueden inducir dificultades en los problemas de calculo.

En este sentido, argumenta que su método para el tratamiento de las curvas
algebraicas “simples”, a partir de su construccion desde la geometria sintética, busca
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combinar el algebra con métodos inductivos y deductivos requiriendo solo
conocimientos algebraicos bésicos, y de esta manera propuso un método para el
tratamiento combinado de AGD y CAS, el cual contempla siete pasos:

1. Construccion. 2. Variacion de los parametros de la construccién. 3.
Incrustar la curva algebraica construida en un apropiado sistema de
coordenadas cartesianas. 4. Determinacion automatica de la ecuacion
algebraica P(x,y) = 0 de la curva algebraica con respecto al sistema de
coordenadas seleccionado y evaluar la ecuacion. 5. Articulacion de los
parametros de la construccion con los puntos de coordenadas enteras y con la
cuadricula instantanea para la restriccion de los parametros enteros de la
construccion. 6. Identificacion experimental-inductiva de los coeficientes en
P(x,y) = 0 y el control de dichos coeficientes como una funcion de los
parametros de la construccion. (La verificacion grafica inductiva de P(x,y) =
0 para parametros no enteros al utilizar un CAS, por ejemplo, DERIVE). 7.
Verificacion Matemética de P(x,y) = 0. La obtencion directa analitica-
geomeétrica de P(x,y) = 0 a partir de una descripcién de la construccién de la
curva o, si no es posible: la obtencién de la representacion paramétrica o en
coordenadas polares a partir de la descripcion de la construccion; la
generacion dindmica de la curva algebraica de acuerdo con dichas
representaciones para el control; la eliminacion o substitucion de las variables
0 parametros que estan en juego, también usando un Software de Algebra
Computacional (Schumann, 2004, pp. 3-4).

Laborde (1998b y 2002) por su parte, cuestiona que las transformaciones que
habitualmente se trabajan en ambiente de papel y lapiz, “en realidad no transforman
nada”. Es decir, las transformaciones que se estudiaban normalmente en papel como
la traslacion, la rotacién o la simetria, transforman una recta en una recta, un tridngulo
en un tridngulo, un circulo en un circulo, sin cambiar la forma ni el tamafio. Esto se
ha convertido en algo muy banal para los estudiantes ya que no logran ver una
transformacion de una recta en otra cosa. Con los AGD se puede confrontar a los
estudiantes con otros tipos de transformaciones en las que no necesariamente se
conserva la forma, el tamafio o la orientacion. Por esta via las transformaciones
clasicas recobrarian interés. Este tipo de situaciones didacticas en los AGD son
interesantes segun Laborde, porque generan una motivacion que obliga a encontrar la
prueba.

Laborde (1998b y 2002) sugiere que en lugar de plantear un ejercicio formal, el
profesor propone un ejercicio que responde a una exigencia intelectual y utiliza una
TIC como medio para crear una curiosidad intelectual. Esta investigadora resume que
las nuevas tareas que posibilitan la construccién de la nocion de objeto variable
potenciada por los AGD son:
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Construccion de diagramas dinamicos con una trayectoria impuesta;
reproduccion de diagramas dinamicos; formulacion de teoremas, expresando
el resultado como un cambio de condiciones; explicacion del comportamiento
de las figuras dinamicas y predecir un fendmeno visual tal como los problemas
involucrados en la determinacién de lugares geométricos (Laborde, 1998b, p.
115).

Por ultimo, en la misma perspectiva de Schumann (2004), Tahir (2008) propuso
un enfoque para el estudio de las conicas usando un AGD para explorar sus
propiedades a través de las graficas. Ademas, recomienda empezar a graficar las
conicas y eshozar sus propiedades basados en sus construcciones geométricas y
afirma que una experiencia presentada de esta manera, permitiria formar y desarrollar
el concepto de lugar geométrico de estas curvas.

1.1.7. La nocion de lugar geométrico desde un tratamiento puntual y
global.

De acuerdo con Jahn (2000), tradicionalmente, la nocién de lugar geométrico en
el contexto de la geometria sintética y estatica, es percibida como un conjunto de
puntos que satisfacen una cierta propiedad, y este conjunto puede ser visto o bien de
manera global o bien puntual (punto por punto). De esta manera, Jahn (2000) define
el lugar geométrico tal como aparece cominmente, en muchos libros de texto, de la
siguiente manera:

Son todos los puntos de una figura que satisfacen una misma propiedad, y que
todo punto que satisface tal propiedad entonces pertenecen a la figura,
decimos en consecuencia que la figura es un lugar geométrico, o el conjunto
de puntos que satisfacen los dos mencionados aspectos. (p. 92)

Por esta razon, un lugar geométrico es un conjunto de puntos que poseen una
cierta propiedad: una condicion caracteristica que determina si un punto pertenece al
conjunto o no.

En consecuencia, desde un punto de vista curricular, Jahn (2002) encontré que los
lugares geométricos aparecen en escena en la escolaridad francesa, en dos periodos
de tiempo: en los primeros afios lectivos, en el marco de la resolucién de problemas
de lugares geométricos que involucran el estudio de las transformaciones
geométricas vistas como objetos matematicos que se estudian de manera explicita; y
luego vuelve a manifestarse en los ultimos afios lectivos, una vez que es definido el
lugar geométrico pero en dos marcos, cuando se estudian funciones y cuando se

34



estudian las transformaciones geométricas pero esta vez desde una perspectiva
funcional.

En su estudio Jahn (2002) afirmé que cuando se estudian las transformaciones
geométricas por primera vez, los lugares geométricos no operan desde una
perspectiva funcional, pero en cambio sirven como medio de transicion entre: la
definicion de una figura en el sentido euclidiano, operando de manera Global en ella
(Jahn le denomina nivel 1) y la definicion de la figura como un conjuntos de puntos
(Jahn le denomina nivel 2). Con esta transicion entonces existe un desplazamiento en
el significado usando la nocién de lugar geométrico, y por lo tanto se cambia a una
definicién que utiliza un conjunto de puntos que opera sobre puntos del plano sobre el
mismo plano, es decir, se convierte en una definicién Puntual, o bien sobre figuras
como partes constitutivas del plano.

De ahi que, Jahn (2000, 2002), propuso analizar las posibilidades que tuvieron los
estudiantes para establecer relaciones entre esos dos aspectos, que denominé Global
(en la geometria sintética) y Puntual (en una interpretacion funcional). Es en este
contexto donde destacd la intervencion de la nocién de lugar geométrico y el empleo
mediador del AGD Cabri Géometre para la comprension de las transformaciones
geométricas. De la misma manera, Jahn (2002) recalc6 que el lugar geométrico tiene
un doble significado: éste legitima el cambio de una figura sintética (un punto de
vista global) a una figura como un conjunto de puntos, y éste permite recomponer la
figura.

De otra parte, Cha y Noss (2001) muestran en su estudio que la comprension
global es la tendencia dominante en los estudiantes cuando ven la figura completa, en
contraste a la comprension local o puntual que no es muy bien recibida, y que aparece
cuando se estudian las propiedades de puntos individuales del lugar geométrico.

En este punto se considera central la posibilidad de traducir la idea de lugar
geomeétrico desde un punto de vista euclidiano a un punto de vista analitico,
reconociéndose igualmente la importancia de disponer de diferentes sistemas de
representacion como los que provee el AGD Cabri Géométre para el tratamiento de
las construcciones geométricas incluso antes de que los estudiantes utilicen las
representaciones algebraicas y simbdlicas.
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1.2. Presentacion y Contextualizacion del Problema

Las categorias presentadas y sus descripciones correspondientes permitieron
reconocer la existencia de una problematica compleja alrededor de los procesos de
ensefianza y aprendizaje de las cdnicas en distintos niveles de escolaridad.

No obstante a nivel nacional recién empiezan a realizarse investigaciones
alrededor de estos procesos. A partir de este reconocimiento se disefio un dispositivo
dirigido a analizar la correspondencia entre algunas de las caracterizaciones del
ambito internacional y el ambito local.

Este dispositivo se apoy6 fundamentalmente en una serie de encuestas™ dirigidas
a identificar y caracterizar algunas de las ideas previas de los estudiantes participantes
de esta investigacion antes de que se pusiera en acto la secuencia de situaciones las
conicas en el curso de geometria analitica. (Ver Anexo No. 1).

Las encuestas ofrecieron un panorama de las concepciones e ideas previas de los
estudiantes que se correspondieron en buena medida con la caracterizacion de las
concepciones e ideas erroneas sefialadas por Rio-Sanchez (1989). Se destaca el hecho
que la mayoria de los estudiantes no conciben las conicas como lugares geométricos
y aun esta definicion les resultd vaga y ambigua. También se hizo evidente que ellos
asociaron la realizacion de las representaciones graficas de las cénicas usando
procedimientos de construccion geométrica utilizando regla y compas de manera
analoga a como se efectlan las representaciones graficas de objetos geométricos
usuales en la geometria euclidea tales como triangulos, rectas, circunferencias,
rectangulos, entre otros.

Estos hallazgos preliminares revelaron la pertinencia e importancia de estudiar
aspectos relativos a las conicas, en particular aquellos que apelan a la nocién de lugar
geométrico. Este asunto se torna todavia mas complejo cuando se lo analiza en el
marco de la integracion de los AGD en el ambito educativo. En este punto se
reconoce la posibilidad que ofrecen tales ambientes de estudiar las conicas
enfatizando en las propiedades geométricas intrinsecas de cada una de ellas desde una
perspectiva de la construccion geométrica, como un complemento al enfoque
algebraico tradicional que comdnmente se privilegia en su ensefianza.

Como antecedentes de este tipo de estudios se encuentran los trabajos de Jahn
(2000, 2002) que problematizan el uso de las construcciones puntuales y globales en

11 Es preciso sefialar que las encuestas de esta investigacién se hicieron con la herramienta consultas de la
plataforma de aprendizaje virtual Moodle. La consulta como herramienta es una actividad sencilla en el ambiente
virtual, la cual consiste en que el Profesor hace una pregunta y especifica una serie de respuestas entre las cuales
el estudiante debe elegir una. Esta herramienta organiza los datos en diagramas de barras.
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un AGD para favorecer el aprendizaje de la geometria transformacional.
La extension de este modelo al trabajo con las cénicas se hace en el marco del estudio
de la ensefianza de las conicas como lugar geométrico integrando Cabri Géometre Il
Plus a partir de lo puntual y lo global.

De igual importancia para contextualizar la investigacion fueron los trabajos de
Laborde (1998b, 2002, 2006) y en particular sobre una tipologia de tareas disefiadas
para este AGD, que fueron utilizadas en el estudio de las construcciones geométricas
globales y puntuales de las conicas por los estudiantes participantes del estudio.

Los estudios e investigaciones relativos a la integracion de los AGD en la
ensefianza de la geometria transformacional realizados por Jahn (2000, 2002)
revelaron gque se empieza con el trabajo global de las figuras. En este caso los AGD
son considerados como herramientas que pueden hacer revolucionar las concepciones
de los estudiantes hacia la nocion de transformacion puntual, propicidndose un
avance en el estudio de las funciones matematicas. Este antecedente sirvi6 como
referente para examinar con cierta profundidad la nocién de lugar geométrico en las
conicas y para estudiar el papel mediador del Cabri Géomeétre a partir de la
ejecutabilidad de las representaciones que este AGD proporciona.

Las investigaciones de Jahn buscaron analizar las condiciones y posibilidades de
la integracion de los AGD en la ensefianza de la geometria transformacional y de esta
manera ofrecid evidencia de que el cambio de una figura sintética (un punto de vista
global) a una figura como un conjunto de puntos (un punto de vista puntual) puede
aportar al proceso de recomposicion y a un aprendizaje mas eficiente de las
propiedades geométricas vinculadas a situaciones didacticas relativas a la geometria
transformacional.

En esta investigacion se estudié como a partir de la mediacién de un AGD, se
puede articular el enfoque de construccion geométrica de los lugares geométricos
punto por punto de las conicas con el proceso de construccion de las conicas de
manera global y el impacto de este proceso en el aprendizaje de la nocion de lugar
geométrico por parte de estudiantes universitarios.

A partir de las consideraciones sefialadas se formul6 el siguiente problema de
investigacion:

¢Qué fendmenos didacticos genera la mediacion del AGD Cabri Géometre 11
Plus, en la actividad matematica de los estudiantes que se inician en un curso de
geometria analitica, en el marco de construcciones geométricas de las conicas como
lugares geométricos desde lo puntual y lo global?
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Como hipdtesis de investigacion (en adelante, HI) asociadas a este problema de
investigacion se plantearon las siguientes:

HI 1:

e La transicion de lo puntual a lo global y viceversa en las construcciones
geométricas estaticas de las conicas como lugares geométricos puede dar
lugar a través de la mediacion del AGD Cabri Géometre Il Plus a la
emergencia de construcciones geométricas globales dinamicas'® de las
conicas como lugares geometricos.

HI 2:

e El aprendizaje de las propiedades matematicas de las conicas puede iniciarse
desde el enfoque sintético, gracias a la puesta en acto de situaciones didacticas
relativas a las construcciones de lugares geométricos en AGD y a partir de
éstas abordarse el analisis algebraico de sus propiedades.

12 Se entiende que una construccién geométrica es dindmica, en la medida que se puede realizar en un AGD, y por
el hecho de que existen puntos moviles que van a estar sobre un dominio y que pueden arrastrarse sobre éste y que
ademas estan conectados con algin otro punto que va generando el lugar geométrico. Esta conexion se hace a
través de una construccién geométrica que hace invariante las propiedades de este Ultimo punto a medida que se
mueve un primer punto dado en el dominio.
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1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General.

e ldentificar y analizar algunos fendmenos didacticos que emergen por la
mediacion del AGD Cabri Géometre Il Plus en estudiantes de un curso de
geometria analitica cuando realizan construcciones geométricas de las
conicas como lugares geométricos desde lo puntual y lo global.

1.3.2. Objetivos Especificos.

e Disefiar desde los referentes de la Teoria de las Situaciones Didacticas y
desde la micro-ingenieria didactica una secuencia de situaciones
didacticas para el estudio de las conicas como lugares geométricos en el
AGD Cabri Géometre Il Plus.

e Analizar la actividad matematica de los estudiantes de un curso
universitario de geometria analitica cuando se aborda la construccion
geométrica de las conicas a partir de una caracterizacion puntual y global
mediado por el AGD Cabri Géometre Il Plus.
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CAPITULO 2.
ANALISIS PRELIMINARES: FUNDAMENTACION TEORICA
DEL DISENO DIDACTICO

Este capitulo recoge los andlisis preliminares realizados en el marco de la
metodologia de micro-ingenieria didactica (Artigue, 1995; Douady, 1995). Dentro de
los rasgos caracteristicos de esta metodologia, se distinguen cuatro fases bien
diferenciadas:

Analisis preliminares.

Disefio y analisis a priori de las situaciones disefiadas.
Experimentacion.

Andlisis a posteriori y evaluacion.

el NS

En cuanto se refiere a los andlisis preliminares es preciso sefialar que éstos se
basan en unos analisis previos, que segun Artigue (1995) son:

El analisis epistemoldgico de los contenidos de la ensefianza,

El andlisis de la ensefianza tradicional y sus efectos,

El analisis de las concepciones de los estudiantes y las dificultades y
obstaculos que caracterizan su desarrollo,

El anélisis del campo de las restricciones en las que tendra lugar la produccién
didactica,

La toma en cuenta de los objetivos especificos de la investigacion. (p. 38)

Estos analisis previos sirven de base para el disefio de la micro ingenieria
didactica que posteriormente serd depurada y estructurada durante las distintas fases
del trabajo. En esta investigacion esta tarea se complementa con la definicion de los
registros que van a ser estudiados y que van emergiendo a partir del trabajo de los
estudiantes participantes. Los analisis preliminares se centran en tres dimensiones,
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que son el resultado de la perspectiva sistémica adoptada (Ver Esquema 2). Estas
incluyen entre otras:

La dimension histdrico - epistemoldgica: que proporciona una historicidad de los
conceptos matematicos (Artigue, 1989) que la ensefianza usual tiende a presentar
como objetos universales tanto en el espacio como en el tiempo. También
suministra inspiracion para el disefio de actividades didacticas que amplian sus
efectos pedago6gicos con un buen uso de las nuevas tecnologias. (Philippe,
Meavilla, & Fortuny, 2010). Y segun Higueras (1998), de la evolucion de una
nocién matematica a través de su génesis histdrica, sirve para dar una vision
profunda sobre la diversidad de concepciones que se le han sido asociadas a lo
largo de su desarrollo.
La dimension cognitiva que pone en evidencia la pluralidad de puntos de vista
posibles sobre un mismo objeto matematico, diferenciando las diversas
representaciones y modos de tratamiento que le son asociados y como sefiala
Artigue (1995), esta dimension sirve para interpretar los errores y
comportamientos de los estudiantes observados, y
La dimension didactica que permite reconocer el estado de la ensefianza de los
objetos en cuestion, el disefio, la intervencién y gestion didactica del profesor, y
que segun Artigue (1995), se puede analizar el funcionamiento del sistema
didactico y el campo de restricciones en donde se situa la investigacion.

(

<
Dimensién
Cognitiva
4 \ 7 N
\. y
pimension Dimensién
Historico - S
Epistemoldgica Didactica
\, y \ )

Analisis

Preliminares

Esquema 2: Las dimensiones de los andlisis preliminares.
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2.1. Dimension Historica — Epistemologica

A continuacion se resefia el desarrollo de una aproximacion histérica —
epistemoldgica, como parte fundamental en la construccion de los andlisis
preliminares en relacion con la concepcion de la secuencia didactica que se pretendid
movilizar. Para ello, la atencion se va a centrar en las conicas como lugar geométrico,
asi como para comprender su naturaleza, significados, y sentido que ha tenido estas
curvas a partir desde lo puntual y lo global. Para ello, se presenta algunos problemas
y soluciones que dan cuenta de las relaciones complejas que se han configurado a lo
largo de la historia.

Para cumplir con lo mencionado anteriormente, se hara referencia a la evolucién
historica del estudio de las conicas mediante tres momentos histéricos relacionados
con el desarrollo de la nocidon matematica en cuestion:

e EIl periodo desde el 350 a.C. a 500 d.C., donde se dieron los origenes de estas
curvas a partir de hacer cortes a un cono fisico, privilegiando los trabajos de
Menecmo (fl. 350 a.C.), quien fue el primero en publicar un trabajo acerca de las
secciones conicas, y Apolonio (262-190 a.C.), quien constituyd la primera
estructura matematica conocida alrededor de estas curvas, con su obra titulada
Las Conicas.

e Los siglos XV y XVI, con los aportes de los gedmetras y pintores alemanes
Johannes Werner (1468-1528) y Alberto Durero (1471-1528). Al primero por
reconocérsele un metodo para construir puntos de una parabola de pardmetro
p con regla y compas, con el objeto de resolver el problema de la duplicacién del
cubo. Y al segundo, por haber forjado una influencia en el arte con base en las
construcciones geomeétricas. En particular, se sefiala el interés de Durero por
resolver el mismo problema geométrico punto por punto de las coOnicas para
plasmarlas en sus obras artisticas.

e Elsiglo XVII, periodo donde se reconoce el surgimiento del tratamiento moderno
de las conicas, analizando la obra matematica de Descartes (1596-1650) desde lo
puntual y lo global.

Cabe enfatizar que, a pesar de que se reconocen otros momentos histdricos y
fundamentales que permitieron dar una evolucion a los diversos significados de las
conicas, se priorizaron los anteriores tres momentos por dos razones: primero, dado
que estas curvas se han llegado a cristalizar en los curriculos actuales a partir del
estudio de la geometria analitica y, segundo, que en este andlisis interesaba dar
cuenta del tratamiento métrico y constructivo de las conicas partiendo de la geometria
sintética, y por supuesto de las definiciones usuales de lugar geométrico, que a la
postre, fueron elementos que incidieron en el disefio de las situaciones.
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Por lo tanto, se descarto los momentos donde las conicas se estudiaron a partir de
la geometria proyectiva, la geometria descriptiva, y la teoria de las formas cuédricas
desde un punto de vista del algebra abstracta (Bourbaki, 1972), ya que ya que desde
estas perspectivas, se llegé a una independencia entre la geometria analitica y el
algebra a partir de los trabajos de sistemas de transformaciones geométricas (Piaget
& Garcia, 1982). A modo de resumen, se presenta en el Esquema 10, los anteriores
momentos histdricos:

DIMENSION HISTORICO - EPISTEMOLOGICA

Periodos Hlstorlcos

[350 a.C. a 500 d.C.J [Slglos XVy N
v

Enfoque Enfoque Enfoque
Sintético Puntual Algebraico

/ \ / \ !

Menecmo| |Apolonio |Werner| |Durero| Descartes

Esquema 3: La dimension Histérico — Epistemoldgica.

2.1.1. Periodo 350 a.C. a 500 d.C.

Como se sefial6 anteriormente, solo se tuvo en cuenta el trabajo de Menecmo vy la
obra de Apolonio, desde la perspectiva del tratamiento global y puntual de las
conicas vistas como lugar geométrico.
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2.1.1.1. Menecmo: Las Secciones Conicas y la duplicacion del Cubo.

Los griegos se plantearon tres problemas clésicos de construccion geométrica: la
triseccion del angulo; la duplicacion del cubo y la cuadratura del circulo, los cuales
debian resolverse con el uso Unicamente de la regla no graduada y el compas
colapsable. En su intento de dar solucion a estos problemas en un namero finito de
pasos de construccion, los griegos propusieron varias soluciones, no siempre exitosas.
En efecto, al experimentar y ensayar con varios intentos, se dieron cuenta de que la
solucion era imposible utilizando Unicamente estos instrumentos en un nimero finito
de etapas. Entonces, algunos gedmetras decidieron resolver estos problemas sin la
mencionada restriccion, y de esta manera dieron lugar al descubrimiento de algunos
lugares geométricos (la trisectriz, la espiral, la cisoide, concoide de Nicomedes, la
cicloide, las conicas, entre otros) que contribuyeron categéricamente al desarrollo de
las matematicas y en particular, de la geometria (Rio-Sanchez, 1996).

Los investigadores que han abordado las génesis de estas curvas (Boyer, 1996;
Bongiovanni, 2007; Campos, 1994; De Guzmén, 2005; Rio-S&nchez, 1996),
concuerdan en afirmar que Eratostenes (276 a.C. - 194 a.C.) y Proclo le atribuyen el
nacimiento de las conicas a Menecmo, gedmetra griego. Dichos objetos matematicos
jugaron un papel utilitarista y auxiliar en la solucion del problema de la duplicacién
del cubo. En lo que sigue, se explicara este caracter.

En efecto, Menecmo, discipulo de Platon (427 a.C. - 347 a.C.), hermano de
Dinostrato® (390 a.C.-320 a.C.), descubrié primero la parabola y luego la hipérbola.
La elipse fue un subproducto de su investigacion cuando él trataba de resolver el
Problema de Delos (también denominado el problema de la duplicacion del cubo). En
particular, este problema consiste en construir geométricamente, mediante el uso de
regla y compaés, el lado de un cubo tal que su volumen sea el doble del volumen de
otro cubo de lado dado (Ver Figura 1).

V=2a*

V=a*

Figura 1: Cubo de lado a y el cubo de volumen duplicado.

Por ejemplo, si un cubo tiene como lado la unidad, su volumen serd V; = 1; se
pide entonces construir un cubo de lado x tal que V, = x3 = 2V, = 2, por lo tanto,

13 Dinostrato también fue gedmetra y resolvié la cuadratura del circulo usando la curva denominada trisectriz o
cuadratriz.
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habria que resolver la ecuacion x3 = 2, que equivale a construir con regla y compas
el segmento de longitud** x = 3/2. Sin embargo, no se puede construir con estos
instrumentos un segmento cuya medida sea ¥/2 (Ver Figura 2).

3fa
A=

Figura 2: Cubos con vol(imenes 1y ¥/2 respectivamente.

De acuerdo a la tradicion, Eratostenes y Proclo reconocen en Hipdcrates de Quios
(470 - 400 a.C.), haber sido el primer matematico entre los que se interesaron por la
duplicacion del cubo. El logré obtener resultados aceptables para resolver dicho
problema, en términos de encontrar dos medias proporcionales entre dos segmentos
dados (Cardona, 2006; Boyer, 1996; Rio-Sanchez, 1996).

En efecto, Hipdcrates habia procedido a resolver el problema de la duplicacion del
cubo recurriendo a la teoria de las proporciones. Intento interpolar dos medias x,
entre dos magnitudes dadas a y b. Antes de Euclides, no habia problema en construir
un segmento de recta que fuera media proporcional entre dos segmentos dados. Esto
fue un resultado conocido en la época (exactamente, en la obra Euclidiana, aparece en
el libro VI, proposicion 13) y se puede sintetizar en que es posible construir un
segmento de magnitud x que es media proporcional entre los segmentos de magnitud
ay b (Ver Figura 3).

X

A M C B

Figura 3: Construccion de la media geométrica.

% Tal como se afirma en Rice y Walter (2005), hasta 1837, este problema fue demostrado por primera vez y de
manera rigurosa gracias a los trabajos del gedmetra francés Pierre Wantzel (1814-1848), y a la algebrizacion del
problema de duplicar el cubo. Se concluy6 que dicha tarea no se puede adelantar con éxito si se limita al uso de la
regla y el compés. Este gedmetra también se hizo famoso por demostrar en su mismo articulo de 1837, la
imposibilidad de trisecar el angulo con solo la ayuda de la regla y el compas.
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Hipdcrates intentd generalizar este problema, y se planted el asunto de encontrar
dos medias proporcionales a dos segmentos dados. En otras palabras, dados dos
segmentos a y b, se debe construir otros dos segmentos x e y tales que:

A este problema de construccion se le denomind la interpolacion de dos medias
proporcionales entre dos magnitudes dadas. Se sefiala que Hipdcrates fue el primero
en reconocer o demostrar que la anterior proporcion llevaba a la solucion del
problema de la duplicacién del cubo cuando b = 2a. Este resultado conduce a:
x? =ay ; y? = 2ax. Es decir, cuando se elimina y, se llega a la conclusion de que
x3 = 2a3. Por lo tanto, x seria la longitud de la arista del cubo cuyo volumen es el
doble del lado (Boyer, 1996; Campos, 1994; Cardona, 2006; Rio-Sanchez ,1996).

Posteriormente, Menecmo traté de resolver este problema hallando curvas cuyos
puntos verificasen las dos ecuaciones, que en términos modernos se expresa asi:

2:

x ay e y? = 2ax.

No obstante, para encontrar estas nuevas curvas, los matematicos griegos de la
época, solo tenian dos metodos:

1. Se realizaba a partir de composiciones de lo que hoy llamamos
movimiento uniforme, y
2. Como interseccion de superficies geométricas conocidas: planos,

esferas, cilindros, conos, poliedros, entre otros.

Menecmo utilizd el segundo método y establecié que las curvas que se formaban
al seccionar un cono con un plano, servian para resolver la duplicacion del cubo.
Igualmente, consiguié las cénicas seccionando un cono rectangulo™ con un plano
perpendicular a una de sus generatrices. La elipse y la hipérbola, surgen al seccionar
conos acutangulos'® y obtusangulos'’ con planos perpendiculares a una de las
generatrices™. En la Figura 4 puede observarse la parabola de Menecmo.

1% Un cono rectangulo es aquel cuerpo o s6lido geométrico generado por la revolucién de un triangulo rectangulo
isosceles al girar alrededor de uno de sus catetos. La hipotenusa del triangulo es la generatriz, g, del cono. El
cateto sobre el cual se gira es la altura, h. El otro cateto es el radio, r, de la base.

16 Un cono acutangulo es aquel cuerpo o sélido geométrico generado por la revolucién de un triangulo rectangulo
al girar alrededor de un cateto mayor.

17 Un cono obtuséngulo es aquel cuerpo o sélido geométrico generado por la revolucién de un triangulo rectangulo
al girar alrededor de un cateto menor.

18 para ver imagenes en movimiento de los diferentes tipos de conos véase el trabajo de Yarnoz (s.f.), en:
http://www.revista.dominicas.org/conicas.htm
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Figura 4: Cono rectangulo en el vértice O y plano perpendicular a la generatriz OB, para formar la parabola
como seccidn cdnica, segin Menecmo. (Rio-Sanchez, 1996, p. 14)

Aunque no se han conservado los escritos de Menecmo, su demostracion pudo
haber sido como la siguiente (Boyer, 1996; Rio-Sanchez, 1996):

Considerese un cono rectdngulo OAB con el vértice en O (Ver Figura 4) y al
seccionarlo por un plano perpendicular a la generatriz OB en el punto C situado a una
distancia a de 0. Por un punto cualquiera P de la curva-seccion, pasa un plano
paralelo a la base del cono que lo corta en la circunferencia de didmetro RQ. Sea M el
pie de la perpendicular desde P a este didmetro. Por el teorema de la altura®® se

verifica: PM? = RM - MQ. Ademas, RM=DC, Ig—g = %M (por ser los triangulos CMQ
y 0DC semejantes) y DC?= 2a?. De estas igualdades se deduce PM ? = 2a-CM. Si
en el plano de la seccion se toma un sistema de referencia con origen en C, eje de

abscisas la recta que contiene al segmento CM Yy eje de ordenadas su perpendicular en
C, la expresion anterior se escribiria y?> = 2ax, que es la ecuacion de una parabola.

La interseccion de dos parabolas (y? = 2ax; x? = ay) resuelve, como ya se
indico, el problema de la duplicacion del cubo, prescindiendo de la condicion
restrictiva de emplear sélo la regla y el compas.

18 E| Teorema de la Altura, establece que en cualquier triangulo rectangulo, la altura relativa a la hipotenusa es la
media proporcional entre las proyecciones ortogonales de los catetos sobre la hipotenusa. En efecto, sea h la altura
del triangulo rectangulo ABC. (Ver Figura abajo), n la proyeccion ortogonal del cateto ¢ y m del cateto b:

entonces h divide en dos tridngulos rectdngulos semejantes, de forma que: ~= % entonces por la propiedad de las
proporciones, se tiene: h? = nm, por lo que se obtiene: h = vnm.
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Las curvas de Menecmo se generaban de acuerdo al tipo de cono y fueron
denominadas con el nombre de oxitoma (seccion del cono agudo), amblitoma
(seccion del cono obtuso) y ortotoma (seccion del cono recto).

Por lo tanto, Menecmo habia dado con las conicas como resultado de su
afortunada busqueda de curvas que tuvieran las propiedades requeridas para resolver
el problema de la duplicacion del cubo. Sus resultados pueden expresarse, usando una
notacion moderna en términos algebraicos, cuya solucién se da al resolver
simultaneamente las dos ecuaciones:

x?= ay e y? = 2ax

Esta solucion se complementa, situando las dos parabolas con sus Vértices en el
origen de coordenadas O y con sus ejes en los ejes Oy y Ox, respectivamente, el otro
punto de interseccion de las dos parabolas tendra coordenadas (x, y) que satisfacen la

proporcién continua: = = § = . Es decir, x = 32, y = a¥/4; asf pues, la abscisa x es
la arista del cubo buscado (Ver Figura 5).

¥

y -2x=0

Duplicacién del cubo segin Menecmo. Cuahgdo a=1 entonces AB=1,26 es |a arista del cubo buscado. Y cumple con x3=2a3

Figura 5: Duplicacion del cubo que cumple con la proporcion continta.

Algunos historiadores, desde una interpretacion moderna, han llegado a sefialar a
Menecmo como el precursor de la geometria analitica, tal como se afirma en el libro
A history of Geometrical Methods de Coolidge (como se cita en Boyer, 1996). Es
decir, se puede inferir la presencia de rastros de orden analitico, particularmente por
el recurso de un sistema de referencia y de ecuaciones que surgian de la teoria de las
proporciones. Sin embargo, otros investigadores sefialan que Menecmo nunca fue
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consciente del hecho de que una ecuacidon arbitraria en dos indeterminadas
representaba una curva. Mas aln, se descarta este nivel de complejidad analitica a la
luz de la pobreza en las representaciones algebraicas de la época, al respecto, esta
idea se puede apoyar en:

La idea general de una ecuacion en cantidades indeterminadas [las cantidades
indeterminadas se pueden inferir como las variables x e y] fue ajena al
pensamiento griego, y precisamente fueron las limitaciones en la notacion
algebraica las que obstaculizaron, mas que ninguna otra causa, el que los
griegos llegardn a conseguir una geometria analitica propiamente dicha.
(Boyer, 1996, p. 134)

Para concluir, Menecmo pudo encontrar toda una familia de curvas (las parabolas)
que satisfacian la propiedad descubierta por Hipdcrates. Ahora bien, cabe destacar
dos aspectos, en primer lugar, que se pudo llegar a esta solucion a través de cortes
con el cono, de manera global. Es decir, considerando que los cortes con el cono eran
realizados de manera continua y no punto por punto. Y en segundo lugar, la curva que
resolvia este problema era de naturaleza holistica, es decir, la concepcion de los
objetos matematicos en la geometria griega correspondencia a caracteristicas de la
geometria sintética, no de la analitica. Al respecto, Hegedus y Moreno (2011),
aclaran lo anterior con un ejemplo, al afirmar que la naturaleza de un punto en la
geometria euclidiana es producido por la interseccién entre dos rectas sin que
implique que las rectas “sean hechas” de puntos. Una recta, un segmento, o una
conica para este caso, son objetos holisticos — tienen puntos pero no son construidos a
partir de puntos —. En consecuencia, Menecmo y los demés griegos de la época,
habian considerado la conica misma, pero no precisamente constituida como una
coleccion de puntos.

2.1.1.2. Apolonio y su tratado: Las Conicas.

Aunque se suele asociar las secciones cénicas, con el trabajo del matematico
griego Apolonio, estas fueron estudiadas mucho antes (entre 1l a.C. y I a.C.), por
Aristeo (fl. 565 a.C.) y Euclides (fl. 300 a.C.), quienes habian escrito tratados sobre
ellas pero que en la actualidad ninguna se conserva. También Arquimedes, presentd
algunos resultados sobre este tema. Sin embargo, fue Apolonio, quien lo refino,
despojandolo de irrelevancias (Kline, 1992) y le dio forma sistematica en su obra Las
Conicas. Ademas de sus méritos por sistematizar los conocimientos hallados hasta
ese momento de estas curvas, Las Conicas contienen material altamente original,
ingenioso, extremadamente habil, y estan bien organizadas hasta su época (Kline,
1992; Boyer, 1996; Rio-Sanchez, 1997). Se trata de una obra que cerro practicamente
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el tema para los pensadores posteriores, al menos desde el punto de vista puramente
geométrico, tal como declara Kline (1992).

Las Conicas consta de ocho libros que contienen 487 proposiciones en total. De
ellos se conservan los cuatro primeros reproducidos en manuscritos griegos de los
siglos XI1'y XIII, y los tres siguientes en una traduccién al arabe escrita en 1290. El
octavo se ha perdido, aunque en el siglo XV1I el astronomo Halley (1656-1742) llevd
a cabo una reconstruccion de esta obra, basdndose en las indicaciones de Pappus
(290-350 d.C.).

Tal y como concluyen Campos (1994); Boyer (1996); Rio-Sanchez (1996); De
Guzmén (2005) y Bongiovanni (2007), el mérito a las primeras generalizaciones
sobre las conicas se lo lleva Apolonio, al haberlas escrito en su obra, algunas de la
cuales son:

e No es necesario considerar exclusivamente secciones perpendiculares a una
generatriz del cono, y que de un cono Unico pueden obtenerse los tres tipos de
secciones cénicas sin mas que variar la inclinacion del plano que corta al cono.
Este es un paso muy importante en el proceso de unificar los tres tipos de curvas
en cuestion.

e Demostrd que el cono no necesita ser un cono recto, es decir, tal que su eje sea
perpendicular al plano de su base circular, sino que puede igualmente tomarse de
entrada un cono circular oblicuo o escaleno y ademéas demostré que las
propiedades de las curvas son las mismas, sea que se obtengan como secciones de
un cono cualquiera.

e Llevo el estudio de las antiguas curvas a un punto de vista moderno, al sustituir el
cono de una sola hoja por un cono de dos hojas (o0 un par de conos orientados en
sentidos opuestos, por el mismo eje y vértice). Este cambio en el punto de vista,
convierte a la hipérbola en la curva de dos ramas tal como se conoce hoy.

En este orden de ideas, también es importante subrayar que en todas las
demostraciones, Apolonio recurre a un lenguaje sintético, que desde una
interpretacion moderna permite seguir cada una de las demostraciones traduciéndolas
a un lenguaje analitico. No obstante, algunos investigadores consideran que debido a
esto, es dificil de comprenderlas por el tratamiento cuantitativo entre las magnitudes
geométricas que se trabajan y por el estudio de la geometria del espacio (Rice &
Walter, 2005).

Es preciso reiterar que Apolonio no fue el primero en estudiar detalladamente las
conicas ni los lugares geométricos. De hecho, aunque en los Elementos de Euclides,
no aparece el tema de los lugares geométricos, por considerarlos un tema de la
matematica superior, se puede encontrar en esta obra, la mayoria de las propiedades
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que caracterizan algunas figuras elementales como lugares geométricos: la
circunferencia, la mediatriz, la bisectriz, el arco capaz, etc. Debe recordarse que los
griegos clasificaban los lugares geomeétricos en tres categorias:

e Los lugares planos, que abarcaban las lineas rectas y las circunferencias;

e Los lugares sélidos, que incluian a las conicas; y

e Los lugares lineales, que contenian las demas curvas (cuadratriz, espiral, cicloide,
etc.).

Esta clasificacion estd en concordancia con los tres tipos de problemas
geométricos que planteaban los griegos en esa época:

e Los problemas planos son aquellos que son resolubles mediante rectas y
circunferencias (regla y compas). Por ejemplo, la determinacion del lugar de los
puntos que equidistan de dos rectas fijas o de dos puntos fijos es un problema
plano.

e Los problemas solidos que se resuelven mediante secciones conicas. Por ejemplo,
la duplicacién del cubo es uno de ellos, pues, como ya se ha indicado, puede ser
resuelto mediante la interseccion de dos parabolas, y

e Los problemas lineales que necesitan de otras curvas distintas. Por ejemplo, la
triseccion del angulo fue considerada, en principio, como un problema lineal ya
que se resolvia usando la curva trisectriz. Aunque, méas tarde Pappus lo redujo a
un problema solido, al encontrar una solucién empleando una circunferencia y
una hipérbola.

Con la clasificacion anterior, se puede afirmar que Apolonio se concentrd en los
problemas soélidos, llegando a caracterizar las conicas como lugares geométricos,
pero no como se conocen actualmente (por medio de focos y directrices y sus
relaciones métricas entre si), sino en tanto propiedades o “sintomas”. Con relacion a
lo anterior, se afirma lo siguiente:

El nombre dado a la segunda clase [de problemas] venia sugerido sin duda por
el hecho de que las cdnicas no se definian como lugares geométricos de puntos
del plano que satisfacen una condicion determinada, tal como se suele hacer
hoy, sino que se describian de una manera estereométrica como secciones de
una figura tridimensional por un plano. Apolonio, al igual que sus
predecesores, obtenia sus curvas a partir de un cono en el espacio
tridimensional, pero intenté (y consigui6) prescindir del cono lo mas
rapidamente posible. A partir del cono dedujo una propiedad plana
fundamental o “sintoma” de la seccién, que viene a dar una condicion
necesaria y suficiente para que un punto esté situado sobre la curva, y desde
ese momento abandond ya el cono y procedié a estudiar dicha curva por
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métodos planimétricos exclusivamente, basados en esta propiedad. (Boyer,
1996, p. 197)

De este modo, la naturaleza de las secciones conicas en Apolonio, empez0 a ser
asociada con figuras en el plano y no como el “sintoma” (ecuacion, en términos
modernos) mismo. Al respecto, Rice y Walter (2005) afirman: “el sintoma no es una
seccion coénica; solo expresa una propiedad de una seccidén existente, cuya
generalizacion es posible solo si se corta un cono con un plano” (p. 482).

A pesar de que en Las Conicas no aparece el concepto de directriz, y el hecho de
que una conica es el lugar geométrico de los puntos cuyas distancias a un punto dado
(foco) y una recta dada (directriz) mantienen una razén constante, esto ya era
conocido por Euclides y Pappus (Kline, 1992).

Actualmente las conicas se definen en términos de focos y directrices, pero
Apolonio omitid algunas propiedades referentes a estos objetos. Los historiadores de
igual manera reconocen otra definicién de conica, que se puede dar en términos
métricos usando la nocion de excentricidad con relacion a los focos y las directrices:

Tal como se definen las conicas hoy en dia en los libros de texto, los focos
juegan un papel de primera importancia, sin embargo, Apolonio ni siquiera le
da nombres especiales a estos puntos, y se refiere a ellos solo de una manera
indirecta. Se supone que él mismo, y quiza incluso ya Aristeo y Euclides,
estaban bien familiarizados con las propiedades de estas curvas referidas al
foco y a la directriz, pero el caso es que nada de esto se menciona ni siquiera
en Las Conicas. No hay, obviamente, en los tratamientos antiguos de las
conicas ninguna idea numérica que corresponda a lo que ahora Ilamamos la
excentricidad de una conica con centro y, aunque el foco de una parabola
aparece de manera implicita en muchos teoremas de Apolonio, no estad nada
claro que fuera consciente del papel de la directriz, tan familiar ahora para
nosotros. (Boyer, 1996, pp. 206-207)

Sin embargo, para Apolonio, la condicidn necesaria y suficiente para que un punto
. ., P A’ .
P pertenezca a una elipse o a una hipérbola es que ﬁzg—Q = k, siendo kuna

cantidad positiva constante (Ver Figura 6).
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Figura 6: Se observa que el punto P esta en la elipse y en la hipérbola y Q esta sobre el eje principal de cada
cénica.

Esta demostracion presentada por Apolonio en el Libro I, recurre al algebra
retorica, teoria de las proporciones y fundamentos de la geometria euclidiana.

Cuando presenta la condicion necesaria y suficiente para caracterizar la parabola,

llega a que Po_Lk (Ver Figura 7).

AQ ~ PQ
%
Ak

Figura 7: Se observa que el punto P esta en la pardbola y Q esta sobre su eje.

Para demostrar que la curva es una elipse, 6 una parabola ¢ una hipérbola,
Apolonio demuestra que debe cumplir tal “sintoma”, dependiendo de cual curva sea.
De estas condiciones necesarias y suficientes, se desprende que Apolonio le otorgue
los nombres a las conicas tal como se conoce actualmente: elipse viene del término
griego elleipsis que significa insuficiencia, hipérbola viene de hipérbole que significa
exceso y parabola viene de parabole que significa equiparacion. Aungue es preciso
sefialar que el nombre de “pardbola” ya lo habia establecido Arquimedes en su tratado
denominado La Cuadratura de la Parébola.

En cuanto concierne al tratamiento puntual o local de las cénicas en Apolonio
puede reconocerse lo siguiente:

eEn el Libro Il de Las Conicas, describe la elipse y la hipérbola tal como se define
modernamente, en términos métricos de distancias de puntos de la cénica a los
focos. No obstante, no hace de esta propiedad, una condicion necesaria y
suficiente que sea la encargada de definir el lugar geométrico como una conica.

¢ De la misma manera, se puede afirmar que Apolonio parece haber sido consciente
de como determinar una conica que pase por cinco puntos, pero este problema,
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que tuvo mas tarde un lugar tan importante en Los Principia Mathematica de
Newton, esta totalmente ausente en Las Conicas (Boyer, 1996).

e¢Otro hallazgo meritorio en Apolonio, que resaltan los historiadores, es que
desarroll6 su teoria con la deficiencia de una notacidn algebraica tal como se
conoce actualmente, sin impedirle apreciar la generalidad de lo que habia
descubierto, gracias a que considerara relaciones cuantitativas entre magnitudes
geométricas. De esta manera, Las Conicas fueron construidas sobre técnicas
(teoria de las proporciones y el algebra geomeétrica) equivalentes, en esencia, a lo
que es el algebra en estos momentos:

Los métodos que utiliza Apolonio en Las Conicas son tan semejantes en
muchos aspectos al planteamiento analitico moderno que su obra se ha
considerado a menudo como una anticipacion de la geometria analitica de
Descartes en unos 1800 afios. (Boyer, 1996, p. 207)

e Ademas, los lugares geométricos de las conicas tal como se definen en Apolonio
no son declaradas con tal nivel de abstraccion como se hace actualmente, sino que
primero se establecia su existencia a partir de la experiencia sensible, con el cono
0 con un método cinematico, para después caracterizarla desde el punto de vista
“algebraico”. En este sentido, se expresa lo siguiente:

Podemos decir de la geometria griega que las ecuaciones vienen determinadas
por las curvas, pero no que las curvas vengan determinadas por las
ecuaciones. Las coordenadas, variables y ecuaciones fueron, pues, conceptos
subsidiarios derivados de una situacion geométrica concreta, y se puede
asegurar que desde el punto de vista griego no era suficiente en absoluto para
definir curvas el darlas de manera abstracta como lugares geomeétricos de los
puntos que satisfagan condiciones dadas sobre sus dos coordenadas. Para
garantizar que un lugar geométrico era realmente una curva, los antiguos
griegos consideraron necesario o bien producirla de una manera estereométrica
como una seccion de un sélido o describir su construccion de una manera
cinematica. (Boyer, 1996, p. 207)

2.1.2. Siglos XV y XVI.

Es este el periodo del Renacimiento, caracterizado por un renovado interés por
recobrar los valores y el aprendizaje de la antigliedad clasica, en especial por la
cultura griega y romana, surgieron muchos cientificos y pensadores después de un
largo periodo de decadencia cultural y estancamiento, los cuales buscaron
comprender los fenomenos reales con explicaciones méas racionales que las viejas

54



creencias heredadas del Medioevo o rescatadas de los textos clasicos que poco a poco
se iban traduciendo e imprimiendo. En uno u otro caso, la geometria jugd un papel
cada vez mas importante como lenguaje idoneo para expresar l0s nuevos
conocimientos. En este sentido Cardona (2006) afirma:

Para los pintores, en este periodo adquirieron técnicas que les permitid
representar en forma mas convincente los espacios que exigian la presencia de
la tercera dimension. En tanto que, los cientificos se vieron motivados a
discutir matematicamente los fenémenos asociados con la percepcion, y los
matematicos se abrieron a la posibilidad de construir y desarrollar una nueva
rama adscrita a sus disciplinas, la Geometria Proyectiva. (p. 7)

El vinculo estrecho entre ciencia y arte produjo beneficios que se pueden ver
reflejados en la realizacién de construcciones geométricas de las conicas presentadas
en las obras de Werner y Durero.

2.1.2.1. Werner y su construccion puntual de la parabola.

Desde Pappus, no se habia dado de nuevo un interés por las cénicas. Con Werner,
geografo y gedmetra aleméan, se renovo el tema y el tratamiento de estas curvas
cuando escribid su obra Elementos de las Conicas. Alli se puede ver una vez mas que
surgieron otras opciones para resolver el problema de la duplicacion del cubo.

Tal y como lo describen investigadores sobre las construcciones de las conicas en
el Renacimiento (Boyer, 1996; Rio-Sanchez, 1996; Cardona, 2006), se puede apreciar
que Werner estudio sélo la parabola y la hipérbola centrandose en la resolucion de la
duplicacion del cubo vy, entre las pocas novedades que presenta con respecto al
tratado de Apolonio, se destaca el siguiente método original para construir puntos de
una parabola de pardmetro p con regla y compas, asi por ejemplo, en Rio-Sanchez
(1996) aparece el siguiente proceso de construccién geométrica y la traza de la
parabola hecha punto por punto (Ver Figura 8):

Se dibujan dos rectas perpendiculares r y s que se cortan en un punto V. Sobre
r se sefiala un punto O a una distancia 2p de V. Se trazan circunferencias con
el centro en la recta r y que pasan por O; éstas cortan a la recta s en puntos 4,
B,C,..yalarectarenA’, B’, C" ... Se trasladan paralelamente los segmentos
VA, VB, VC,... a los puntos respectivos A", B’, C’, ... obteniéndose los puntos
A”, B”, C”,... los cuales pertenecen ya a la parabola de vértice V y parametro
p (junto con sus simétricos respecto de r). La justificacion es sencilla puesto
que la "ordenada" de cada punto, A’A”", por ejemplo, es igual aVA4, y VA =
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2p - VA’. (por el teorema de la altura aplicado al tridngulo rectangulo OAA").

(pp. 31-32)

[

p D
C D”
B C
" > B

/,\,\ A
........ of«2 [ A
Vv A B’ C D

Figura 8.Trazado de la parabola de Werner punto por punto.

Estos mismos investigadores ven en la obra de Werner una clara evidencia de la
influencia de los estudios antiguos sobre las conicas y su esfuerzo por representar
fielmente puntos sobre el plano de manera sintética.

Por Gltimo, es de sefialar que esta misma construccion geométrica se adaptd y se
modificd, en el disefio didactico de esta investigacion, particularmente en la Situacion
Problema No. 1b (Ver Anexo No. 4) proporcionando a los estudiantes, el
procedimiento de construccion punto por punto pero brindandoles la oportunidad de
que encontraran una construccién geométrica dinamica de manera global, de tal
forma que contuviese la nube de puntos, y en donde se busco que se movilizara, en
Cabri, la pardbola de Werner como lugar geométrico.

2.1.2.2. Durero y su tratamiento puntual y global en el trazado de las
conicas.

Tres afos después de aparecer la obra de Werner, se publico un libro del artista
Alberto Durero, titulado “Tratado sobre la medida con regla y compéas de figuras
planas y solidas”. Aunque no fue un tratado tedrico, sino que se dirigio a técnicos y
artistas a los que él pretendié ensefiar diversos métodos para trazar algunas figuras
geométricas, siempre se adjuntd la justificacion de los preceptos o reglas que se
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enunciaban en dicho tratado, evitando caer en un simple recetario y elevando esta
obra a la categoria de "ciencia aplicada".

En efecto, Durero después de haber viajado por Italia para conocer el nuevo arte
renacentista, afirmo que “el nuevo arte debe estar basado en la ciencia, en particular,
en las matematicas, como la méas exacta, l6gica y graficamente constructiva de las
ciencias” (O'Connor & Robertson, 1996, parr. 12).

En este tratado, Durero ensefid la construccion de algunas espirales, coénicas,
poligonos regulares, poliedros y técnicas de la pintura, influenciada por todo el
movimiento del renacimiento italiano. Durero tuvo como filosofia que la geometria y
las medidas eran la clave para entender el arte italiano de esa época y, a través de él,
el arte clasico.

Durero, motivado por resolver el problema de la duplicacién del cubo, inventd un
procedimiento novedoso y de analisis para concebir una conica a partir de sus
esquemas de planta y alzado (su método para trazar una conica mediante una doble
proyeccion ortogonal), trazandolas punto por punto y después de manera global. Este
método aparece en su tratado y al respecto Panofsky (1982, p. 265, como se cita en
Cardona, 2006) aclara la sutileza de dicho método de la siguiente manera:

En vez de investigar las propiedades matematicas de la parabola, la hipérbola
y la elipse, [Durero] intenté construirlas de la misma manera que habia
intentado construir sus espirales y epicicloides; y lo logr6 mediante la
ingeniosa aplicacion de un método conocido de todo arquitecto y carpintero,
pero que hasta entonces no se habia aplicado nunca a la solucién de un
problema puramente matematico, y menos aun al problema ultramoderno de
las secciones conicas: el método de la proyeccion paralela. (p. 114)

El comentarista se refiere al hecho de que Durero hiciera uso de las
representaciones en alzado y planta, muy utilizada en la época para resolver
problemas de arquitectura pero nunca explotadas para la solucion de problemas
matematicos. EI mismo Panofsky sefiala que, si bien el pintor Brunelleschi (1377-
1446), parece haber sido el primero en utilizar esquemas parecidos a la duplicacion
representativa en planta y alzado, fue el pintor Piero della Francesca (1416-1492),
quien mas tarde describié en forma precisa, en su Prospectiva Pingendi, el método en
mencion.

Debido a que Durero no contd con expresiones en aleméan para referirse a las
secciones conicas, decidio aportar nombres para dichas curvas. A la elipse la
denomind linea de huevo [Eierlinie]; a la parébola, linea de incandescencia
[Brennlinie], y a la hipérbola, linea en horca [Gabellinie]. En Cardona (2006) se
puede apreciar la construccién global o continua de toda la figura trazada por Durero
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y una recreacion de la misma en Cabri Géometre. La Figura 9 ilustra los trazados
clasicos que aparecen en el tratado de Durero para construir elipses utilizando su
método.

Figura 9: Método de Durero para el trazado de la elipse.

2.1.3. Siglo XVII.

En este periodo, hubo una serie de matematicos y geOmetras que trabajaron
alrededor de las conicas. Algunos de ellos fueron: Kepler (1571-1630), Mydorge
(1585-1647), Desargues (1591-1661), Pascal (1623-1662), La Hire (1640-1718),
Descartes (1596-1650), Fermat (1601-1665), Wallis (1616-1703) y De Witt (1625-
1672). De todos los anteriores, se considerd0 conveniente tomar en cuenta
exclusivamente el tratado matematico Cartesiano.

Esta seleccidn se debid a dos razones principalmente. En primer lugar, dado que el
interés de este estudio es en la caracterizacion de las conicas como curvas, por medio
de construcciones geométricas, para luego llegar a caracterizarlas usando la
representacion algebraica, de la misma manera que Descartes plante su programa de
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investigacion®® para escribir su obra matematica (Font, 2001). Y en segundo lugar,
debido al tratamiento matematico que realizd Descartes a estas curvas (tratamiento
analitico), tal y como se expondra en este apartado. En consecuencia, no se tomo en
consideracion el otro artifice de la geometria analitica, Fermat, porque mientras
Descartes tuvo por objetivo obtener expresiones simbdlicas a partir de las curvas,
Fermat se preocup6 por deducir las propiedades geométricas de las curvas partiendo
de su ecuacion (Collette, 2000).

e Descartes y el cambio en el nivel de abstraccién de las cénicas.

Para tener en cuenta la génesis y evolucion de las conicas en esta época, se
consider0 pertinente revisar los albores de la geometria analitica. De esta manera, se
reconoce en la historia de las matematicas que ocurri6 la introduccion, en siglo XVII,
de un nuevo enfoque que distingue un cambio en el punto de vista sobre la teoria de
curvas: el método de las coordenadas, que permitié estudiar las curvas en el plano sin
hacer referencia a aspectos intuitivos como el cono. Debido al uso del algebra a
manera de instrumento operatorio (Piaget & Garcia, 1982), Fermat y Descartes dieron
vida al mundo de la representacion analitica. Esta geometria comenz6 a formarse
como un método de expresion de las relaciones numéricas de las dimensiones, formas
y propiedades de los objetos geométricos. La importancia de lo realizado por estos
gedmetras franceses proviene del hecho de haber permitido traducir cualquier
problema de geometria plana en un problema algebraico equivalente. Este fue el
primer puente entre dos areas diferentes de las matemaéticas, el algebra y la geometria.
(Dieudonng, 1987, p. 79 como se cita en Ruiz, 1998).

Es en la obra La Géométrie, escrita por Descartes, donde se puede comprender de
qué manera se llegd a dar esta articulacién entre estos dos tipos de representaciones,
las graficas y las simbdlicas, gracias a su nuevo método, asi mismo a darle un
tratamiento diferente y una evolucion en la naturaleza de las conicas como lugares
geométricos, tal como se expondra en los siguientes apartados. Este tratado esta
dividido en tres libros. En la Tabla 1, que aparece a continuacion, se puede ver tanto
la forma en qué se organizd, asi como los titulos de cada uno de ellos.

2 Qe utiliza la expresion “programa de investigacion” en el sentido de Lakatos (1983). Segiin este matematico y
filésofo de la ciencia, un programa de investigacion estd formado por: un nucleo firme o “centro firme” del
programa; un cinturén protector de hip6tesis auxiliares; y, la heuristica, o conjunto de procedimientos aplicables a
la solucién de los problemas.
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Tabla 1: Organizacion y titulos de cada uno de los libros de la obra Cartesiana.
La Géométrie
Libro Titulo
l. “Sobre los problemas que pueden construirse utilizando solo circulos y lineas rectas”.
1. “Sobre la Naturaleza de las lineas curvas”.
11. “Sobre la construccion de sélidos o més que sdlidos”.

En lo que sigue, se expondrd brevemente cada uno de los libros, para luego entrar
a analizar la naturaleza de las curvas conicas en Descartes, en particular, el manejo
que hizo el gedmetra para considerar la traza de ellas como un conjunto de puntos
(x,y) que satisfacian una ecuacién de la forma f(x,y) = 0, para llegar a concluir
que el autor de La Géométrie, llegd a cristalizar una generalidad llegando a alcanzar
un grado de abstraccién, hasta ese momento, sin igual, de construir relaciones
matematicas constituyéndose en una nueva estructura matematica.

En primer lugar, se puede afirmar, segiin Alvarez (2000) y Montesinos (2000), que
Descartes hizo una lectura nueva de la geometria euclidiana “aritmetizandola”. A
pesar de que habia fuertes resistencias de matematicos de esa época porque
consideraban que la aritmética iba a contaminar la geometria por su poca rigurosidad
y ademas porque, la postura del francés era reducir lo visual y sensible a estructuras
independientes existentes en la mente. En efecto, este tratamiento se evidencia en el
Primer Libro de La Géométrie, ya que determiné los segmentos como longitudes y de
esta manera, se podia efectuar las operaciones clasicas de la aritmética: suma, resta,
multiplicacion, divisién y extraccion de raiz, a través de sus correspondientes
construcciones geométricas, usando la regla y el compés. Se alcanza a constatar lo
anterior en las primeras lineas de este libro, de la siguiente manera: “Todos los
problemas geomeétricos pueden ser reducidos facilmente a términos, tales que no sea
necesario posteriormente para construirlos sino de solo conocer la longitud de algunas
lineas” (Descartes, 1637/s.f., p. 389).

En segundo lugar, y a la luz de las anteriores consideraciones, Alvarez (2000),
aclara que el objetivo global de Descartes es hacer una lectura algebraica de la
geometria euclidiana que eliminara la diferencia entre las distintas magnitudes
geométricas mediante la basqueda de una forma Unica de magnitud, dada a través de
los segmentos. Asi a? y a3 ya no se interpretaban como un area y un volumen,
respectivamente segun los griegos, sino como segmentos simples. Esto le permitid
tratar expresiones algebraicas con exponentes mayores a 2. Con esta base tedrica,
tipifica los problemas en dos clases: problemas determinados e indeterminados.
(Wussing, 1998). Los primeros, significan que se pueden resolver ecuaciones por
medio de construcciones geométricas. Y los segundos, de encontrar lugares
geométricos por medio de ecuaciones que representan la curva o que dependen de
variables, tales como el famoso Problema de Pappus.

60



De esta manera, Descartes logrd, con esta perspectiva, resolver problemas
geomeétricos ya que opera homogéneamente las magnitudes, recurriendo al algebra y
en consecuencia emergen las ecuaciones. Por tanto, en el Primer Libro, no se trata
necesariamente de reducir la geometria al algebra, sino mas bien de realizar una
construccién geométrica que permita encontrar las raices de polinomios, como
solucion a los problemas planteados. Esto lleva a considerar que las dos cantidades
desconocidas en una ecuacion, eran segmentos lineales mas que numeros. (Collette,
2000). Por ultimo, explica que con su método, puede resolver el Problema de Pappus
pero esta resolucion la efectud en el siguiente libro.

El Segundo Libro esta dedicado al estudio detallado de la curvas de diferentes
ordenes (actualmente, segun el grado de su ecuacién), asi como a su clasificacion y
propiedades. Para los griegos, las clasificaban como lugares planos, solidos y
lineales, tal como se explicé en la primera parte de esta dimension de analisis,
mientras que Descartes propuso una nueva clasificacion en curvas geométricas y
mecanicas. Las primeras, si se puede imaginar descrita por un movimiento continuo
(con regla y compas) o por varios movimientos sucesivos de manera que los ultimos
vengan determinados por los anteriores, mientras que las segundas, son las que
resultan de dos movimientos independientes que no guardan entre si una relacion que
pueda ser medida.

En otras palabras, la curva es geométrica si se da una traza que produce un punto
gue se mueve por un instrumento articulado compuesto por diversas reglas, de
manera que el movimiento efectuado sobre una regla se transmite por diferentes
reglas del instrumento y hace que el punto se mueva trazando una determinada curva.
Esta manera de entender la curva —y la introduccion implicita del sistema de
coordenadas— hace que Descartes pueda encontrar su expresion algebraica.
Actualmente, las geométricas como la recta, la circunferencia o las conicas, se
conocen como curvas algebraicas que se pueden describir exactamente. En tanto que
las mecéanicas, como la cuadratriz y la espiral logaritmica, son curvas trascendentes,
descritas inexactamente (Collette, 2000).

Sin embargo, lo culminante en este libro, fue el haber resuelto el famoso
Problema de Pappus®, para el caso de cuatro rectas (Ver Figura 10). Se da cuando
Descartes, procediendo por el método de razonamiento, que ya lo sabian usar los
griegos en las resoluciones de problemas geométricos y en las demostraciones,

21 E] enunciado de este problema geométrico indeterminado es: Dado cuatro lineas AB, AD, EF y GH, se deben
encontrar una infinidad de puntos como C, [...en términos modernos, el lugar geométrico de todos los puntos (],
desde el que, habiendo trazado las cuatro lineas rectas dadas, CB, CD, CF y CH, de modo que los &ngulos dados,
CBA, CDA, CFE y CHG, y de modo tal que el resultado de CB multiplicado por CF produzca un resultado igual a
€D multiplicado por CH. Ver Figura 10.
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primero el analisis* y luego, en un segundo momento, la sintesis®®, y mediante
consideraciones geométricas, haciendo uso de variables apropiadas, x e y, variando
una y fijando la otra, asi como efectuando un tratamiento algebraico, concluye y
“demuestra®®” que toda ecuacion de segundo grado de la forma:

y? = ay — bxy + cx — dx?,

representa una conica.

Figura 10: Algebrizacion del Problema de Pappus para cuatro rectas (Collette 2000, p. 15).

Segun Collette (2000), esta ultima expresion algebraica, pasa por el origen de
coordenadas pero, para Descartes, los coeficientes literales deben ser considerados
como positivos. A continuacion indicé las condiciones que hacian falta imponer a los
coeficientes para que la conica se convierta en una recta, una parabola, una elipse o
una hipérbola. Vale la pena mencionar que a pesar de que la ecuacion sea, segin Pla
(s. .) algo subsidiario, el gedbmetra francés advirtio la importancia que tiene conocer
la ecuacion de esta, para poder asi determinar elementos geometricos caracteristicos,
los cuales son el centro, el vértice, los ejes, los diametros, los focos, etc., es decir, las
propiedades geométricas que describirian ese objeto geométrico. En la Ultima parte de
este libro, plante6 tanto un método para calcular las tangentes a una curva cualquiera
en un punto, de manera algebraica, asi como un estudio sobre los évalos como curvas
especiales que responden a consideraciones fijadas sobre las tangentes o normales.

En el Tercer Libro de La Géométrie, el objetivo principal es la construccion de una
teoria general de resolucion de ecuaciones y la utilizacién de los lugares geométricos
como recursos algebraicos (Ribnikov, 1987). Para ello, Descartes se dedica a resolver
ecuaciones de tercer hasta sexto grado con medios geométricos, reduciendo el

22 e| analisis es la suposicion de que se ha aceptado lo que se busca para llegar, mediante las consecuencias de
esto, hacia algo que se admite como verdadero. El analisis, entonces empieza por lo mas general, procediendo
después por descomposicion.
28 a sintesis es la suposicion de que algo se acepta [como verdadero] y se llega a través de sus consecuencias a lo
que se busca. La sintesis comienza por examinar casos particulares, de los cuales pasa poco a poco a conceptos
%;enerales. i _ o _ _
Descartes segin Alvarez (2000), no hace ninguna demostracion rigurosa como se entiende actualmente, sino
que basicamente, escribi6 su tratado para explicar su método para encontrar soluciones a problemas geométricos.
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problema de la construccion a dos medias proporcionales, y también a resolver dos
problemas clasicos de la geometria griega, la triseccion del &ngulo y la duplicacion
del cubo, solucionandolos con ayuda de dos secciones conicas y encontrando las
raices de ecuaciones de tercer grado.

e La Géométrie: tratamiento de curvas y resolucion de ecuaciones

La mayoria de los historiadores se inclinan en afirmar que esta obra tiene un
contenido esencialmente geométrico, aunque sélo sea por su titulo. Otros imaginan al
contrario, que se trata de establecer las directrices para solucionar el problema
antiguo de la resolucion de ecuaciones, sin embargo, Warusfel (2009), declara que La
Géométrie es un tratado sobre las dos cosas a la vez, se refiere a las curvas
geométricas y de manera simultanea, también se trata acerca de las ecuaciones
algebraicas, no obstante, a veces se torna confuso porque aparecen dos tipos de
enunciados de problemas geométricos (segun Descartes, los determinados e
indeterminados) que parecen contradictorios, pero esenciales, de acuerdo con este
mismo historiador. Para aclarar esta confusiéon en este tratado, Warusfel (2009) se
remite a presentar las dos técnicas de resolucion para cada uno de estos problemas:

Problema 1: Construir (punto por punto) toda la curva algebraica dada en
geometria, es decir, segun la definicién de una igualdad algebraica f(x,y) =
0 donde f es un polinomio (Descartes, 1637/s.f., p. 316).

Problema 2: Resolver geométricamente [... es decir, a la antigua, mostrando
segmentos cuyas longitudes son las raices buscadas] toda ecuacién algebraica
definida por una igualdad P(x) = 0 donde P es un polinomio entonces se
debe encontrar las raices (tomado del Primer y Tercer Libro). (p. 2)

Considerando lo anterior, este historiador (Warusfel, 2009) afirma que Descartes,
segun el enunciado del problema 1, sabia cdmo construir punto por punto, cualquier
curva definida por una ecuacion algebraica f(x,y) = 0; que en La Géométrie la
denotaba como C(p) a su técnica de construccion de las curvas de grado p (Descartes
le denominaba de orden p). En cambio, en el problema 2, sabia como construir
graficamente las raices de cualquier ecuacion P(x) = 0, independientemente de su
grado, que se denota E(n) a su técnica de la resolucion grafica de ecuaciones de
grado n.

Asi mismo, a la luz de lo anteriormente presentado, se puede afirmar que

Descartes realizé un tratamiento totalmente diferente a las curvas, de acuerdo con el
papel que desempefiaran en la resolucion de problemas, de esta manera, se tratarian
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puntual o bien global, en relacion a dos aspectos (Bos 1981, citado en Bartolini
Bussi, 2005), se encuentran en el Segundo Libro de su obra:

O bien a su papel en la solucion de un problema 6 bien, en relacion al hallazgo
de soluciones. En efecto, cuando se ve como una solucién a un problema
geomeétrico, es suficiente una construccién puntual de una cénica por medio de
regla y compas, sin embargo, cuando en un problema es necesario encontrar
soluciones por medio de intersecciones de coénicas, entonces ya no es
suficiente una construccion puntual. Por lo que se requiere un criterio mas
fuerte, es necesario entonces tener un método para trazar la curva por medio
de "algin movimiento regular" que permita encontrar todos los puntos
(construccién global) de la curva, de tal manera que las intersecciones con
otras rectas o curvas sean precisamente construibles. (Bartolini Bussi, 2005, p.
42).

Por lo tanto, a partir de la resolucion de los problemas geométricos, surgen dos
problemas fundamentales, inversos entre si pero para nada contradictorios, que se
describen en cualquier libro de geometria analitica actual: “dada una figura
geométrica o la(s) condicion(es) que debe cumplir los puntos de la misma, entonces
se debe encontrar la ecuacion que la determina.” (Lehmann, 2002, p. 32). Esto se
puede afirmar debido a que Descartes comienza con un problema de lugar
geomeétrico para luego obtener su correspondiente expresion algebraica, segin
Collette (2000). Por otra parte, en La Géométrie, no se encuentra ninguna curva
trazada directamente a partir de su ecuacion, que es lo que precisamente sucede en el
otro problema fundamental de la geometria analitica, pero que fue rescatado en la
obra de Fermat (Gonzéalez, 2007): “dada una ecuacion 0 su expresion algebraica de
la forma f(x,y) =0, entonces de debe construir la gréafica o interpretarla
graficamente” (Lehmann, 2002, p. 49).

También se puede inferir que a Descartes no le interesaban los lugares de puntos
que satisfacen una ecuacién dada, sino la posibilidad de construir estos puntos, con
base a lo que luego se llegd a institucionalizar como la correspondencia biunivoca
entre cada punto del plano y un par ordenado de ndmeros (actualmente, son los
nimeros reales). Pues asi lo afirma Alvarez (2000):

La ecuacion de la curva es susceptible de ser “construida con regla y compas”,
entonces no debe entenderse que con regla y compas sera posible trazar la
curva que determina el lugar geométrico de los puntos €%, sino que con regla
y compas es posible encontrar los valores de x, determinados a través de esta
ecuacion a partir de los distintos valores asignados a y”. (p. 50)

% E] punto C, es el punto (x,y), es decir las coordenadas que satisfacen el problema o la ecuacién y pertenece a la
curva.
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Con la ultima parte de la anterior cita, se puede observar que la idea de un “objeto
matematico” muy sutil, empezaba a surgir con Descartes, que “floreceria
progresivamente solo por una maduracion lenta por parte de Fermat, Newton,
Leibniz, Euler, Dirichlet: el de funcion”. (Warusfel, 2009, p. 23). De esta manera, La
Géométrie, en la cual se pueden leer varias ecuaciones de curvas, no indica
explicitamente en ninguna parte la forma simple y particular y = f(x), pero si se
puede observar en forma implicita, en la ecuacién de la hipérbola equilatera®. Es
evidente que todo apuntaba hacia la constitucion de este nuevo objeto matematico. Es
de recordar que no es de interés hacer una epistemologia e historicidad de este objeto.

Sin embargo, es de recalcar que de esta manera aparece una relacion funcional
entre las magnitudes que varian, idea fundamental para Descartes dentro de su
filosofia que estaba permeada por las propiedades de movilidad en la materia,
(Ribnikov, 1987), que ahora se denomina variables en la ecuacion cartesiana. De
acuerdo a esta tendencia, la magnitud variable se introdujo en La Géométrie en forma
dual, segun Ribnikov (1987):

En forma de la coordenada variable de un punto, que se mueve a lo largo de
una curva y en la forma de un elemento variable del conjunto de numeros, el
cual corresponde a los puntos de un segmento coordenado dado. (p. 158)

Esta idea primitiva de funcion en matematicas es lo que se le anota como
contundente en el paso de una modalidad de existencia hacia un nivel de abstraccién
cada vez més refinado del objeto matematico denominado curvas cénicas vistas como
lugar geométrico. Aunque Apolonio, tal y como lo afirma Gardies (2004) y Boyer
(1996), ya habia dado los primeros pasos en el establecimiento dicha relacion
funcional cuando empez6 a caracterizarlas relacionando las abscisas con sus
correspondientes ordenadas o “sintomas” de la curva. Por tanto, es el gedmetra griego
quien se llevd el mérito de encontrar por primera vez tal relacion entre las secciones
conicas y donde las expresa gracias a dos términos. Al respecto, Gardies (2004)
declara lo siguiente:

La geometria de Descartes se apoya mas sobre Apolonio que sobre
Arquimedes. Sustituye a la consideracion directa del objeto geométrico por el
de las funciones quien es la propiedad. Las funciones son las que ya hablan de
las propiedades de las curvas. (p. 62)

Como se puede apreciar, nace otra confusion entre la funcién y la curva misma.
Vale sefialar que cuando se tiene un “objeto matematico”, se tiene que hacer una

%8 Una hipérbola equilatera, también denominada hipérbola rectangular, tiene como ecuacién xy = k, donde k es
una constante cualquiera diferente de cero, de lo cual es facil expresarla en términos de una funcion de la forma

y=f.
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aclaracion de tipo ontolégico y representacional: la representacion de un objeto
matematico no es el objeto mismo. De esta manera Gardies (2004), diserta al
respecto:

Ciertamente, si a toda funcion, Descartes le hace corresponder una curva
considerada en un plano, una confusién puede establecerse, en el espiritu de
un observador superficial, entre la curva en un plano que tiene la propiedad en
cuestion y la funcién misma, quien es esta la propiedad; puesto que al final no
es necesario perder de vista que dicha curva es solamente el objeto mas
simple, el més elemental, que uno puede encontrar que tiene esa propiedad y
estd en un plano. (p. 62)

En otras palabras, por primera vez, se sostuvo la concepcién de que una ecuacion
en términos de x y de y, era un medio para introducir la dependencia entre dos
cantidades variables, relacionandolo asimismo con la naturaleza de la nocion de curva
geomeétrica lo cual condujo a que el concepto de variable adquiera otra significacion
diferente (Ruiz, 1998). De esta manera, se comenzd a estudiar las propiedades de los
puntos de una curva a través de las relaciones entre las “coordenadas” de estos.

2.1.4. Consideraciones finales de la dimension historica — epistemologica.

Es posible afirmar a luz del enfoque ontoldgico logicista de Gardies (2004), que
las conicas como todos los objetos matematicos, han pasado por diferentes
modalidades de existencia logica. En este caso, se manifestaron en un primer
momento a partir del hallazgo a una solucién a un problema clasico de la geometria
antigua, que no existia antes, que luego fue declarado en la historia en tanto
descubrimiento efectuado por Menecmo. Este proceso de constitucién en objeto
matematico, segun Gardies (2004), empezd desde el momento en que se le asignaron
nombres a estas curvas, teniendo como referente el mundo de la experiencia sensible
(el cono rectangular), por lo que se ubica en un primer nivel de existencia ldgica,
posteriormente se le da una nueva existencia l6gica con Apolonio, cuando presenta
predicados sobre propiedades geométricas de las coénicas, es decir, cuando habla
acerca de las particularidades (los sintomas) y su formalizacion en un corpus teérico
con una légica interna, prescindiendo de las sustancias primeras®’ (las intersecciones
del plano cortante con el cono) que las origind y cristalizando en Las Cénicas.

27 Seguin el diccionario de términos filos6ficos de Martinez y Martinez (1997), en Socrates, Platén y Aristoteles,
las sustancias primeras son entidades individuales y sujetos compuestos de materia y forma, seres concretos,
dotadas de existencia independiente. Se les denota como primeras porque en ellas descansan las otras
determinaciones genéricas que les pueden sobrevenir como ser hombres, sillas, perros, plantas. Su Unica
designacion seria el sefialamiento mediante el dedo indice o mediante un nombre propio.
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Segun este enfoque, seria Apolonio quien predica acerca de estos objetos
matematicos, llegandose a dar un segundo modo o nivel de existencia en una logica
de segundo orden, pues son predicados en términos de predicados de sustancias
primeras (Arboleda, 2007).

Sin embargo, es Descartes quien le da tratamiento distinto, cuando en la
construccion de la curva, ocurrié una separacion entre lo visual y lo verbal y por lo
tanto, empez6 a hablar de las propiedades constitutivas usando otro tipo de
representacion. Evidentemente, hubo un cambio de representacion en el objeto
matematico conica. En consecuencia, se redujo a disponer de la posibilidad de
enunciar proposiciones de proposiciones y se llegé a un tercer modo de existencia
I6gica. Lo anterior se debi6 a que el autor de La Géométrie se apoy0 en la idea de
borrar las distinciones entre las magnitudes homogéneas y no homogéneas, y entre
magnitudes continuas y discretas (Alvarez, 2000) que actuasen como representantes
para hacer operaciones mediante predicados de segundo orden, arribando a este nivel
superior, donde dicho objeto matematico se torné puramente abstracto y donde no
tenia interés ni ninguna relacién con lo concreto o lo fisico. Lo que en realidad
Descartes hallo fueron las bases para formar lo que actual y matematicamente se le
denomina como la constitucion de un campo algebraico (Ribnikov, 1987), ampliando
la estructura euclidiana, los objetos, las relaciones y sus operaciones.

De esta manera, el autor de La Géométrie llegd a un encapsulamiento del
significado de las conicas en una sola expresion algebraica, en la cual se puede
acceder a las caracteristicas geomeétricas de manera general de familias enteras de
curvas, de tal manera que simultaneamente se pueden descubrir propiedades similares
0 analogas en una infinidad de curvas. Actualmente en los libros de geometria
analitica se le conoce a esta expresion como la definicion analitica de cénica. Es
decir, que las ecuaciones de segundo grado como Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey +
F = 0 representan a las conicas, de manera inversa, todas las conicas se designan
mediante este tipo de ecuacion de segundo grado. Lo que significa que gracias a la
nocion de lugar geométrico, al designarse como ecuaciones algebraicas de dos
variables sobrepaso a la “geometria antigua”, y como consecuencia de esto se podian
comprender las propiedades de las figuras de una manera mas general y sin
limitaciones (Piaget & Garcia, 1982).

Por lo tanto, las conicas son un claro ejemplo de generalizacion y tematizacion®
en la historia de las matematicas, es decir, que pasa por un proceso de abstraccion al

%8 Seglin Arboleda (2003), la tematizacion es el procedimiento en virtud del cual el pensamiento del objeto en el
mundo de la cantidad (por ejemplo, la pardbola como lugar geométrico de una relacion entre segmentos), es
trascendido por el pensamiento del objeto como ecuacion (la pardbola como una expresion analitica). Este
procedimiento difiere de la generalizacion por abstraccion de una cualidad primaria y es analogo a la constitucion
de un nuevo objeto operando una relacion de equivalencia en la clase predeterminada de objetos (la ecuacién de
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pasar de un nivel de complejidad a otro superior apoyado en relaciones de
equivalencia (Gardies, 2004). O como afirma Arboleda (2007), el mismo objeto
matematico introduciéndose en un “cascada de sucesivas abstracciones” basadas
siempre en niveles previos de existencia, y, reduciendo siempre tales existencias a
enunciados cada vez mas abstractos.

Otra conclusion con respecto a los lugares geométricos es que Descartes rompe
asi, con la tradicién que distinguia las curvas que se construyen con regla y compas, a
otras curvas que requerian de otros instrumentos, por lo que se abri6 el camino a una
clasificacion de las curvas basadas sobre la naturaleza de las expresiones que las
representan (Collette, 2000). Esto conllevo a que la naturaleza de las curvas cambiara,
ya no como objetos holisticos (globalmente) sino hechas de puntos pero sustituidos
por pares de nimeros para resolver problemas matematicos.

Hasta esa época, se puede inferir que gracias al trabajo Cartesiano, se podia
comprender las curvas conicas como: secciones de un cono; o bien como la traza que
deja un punto que se mueve sujeto a determinadas condiciones; 0 como una ecuacion
algebraica de dos variables, cada vez agregando nuevos elementos representacionales
para dar significado a las conicas constituyéndose asi en un objeto matematico
complejo.

grado dos y la familia de conicas). Cuando se instaura una tematizacion, el pensamiento trasciende la simple
generalizacion y la convierte en un caso particular suyo.
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2.2. Dimension Cognitiva

Esta dimensidn se fundamentd en cinco aspectos considerados pertinentes desde la
literatura de investigacion. En primer lugar, se describieron algunos enfoques
relativos a la caracterizacion global y puntual de los objetos matematicos, para luego
tomar una postura frente a esta revision desde la representacion gréfica, de tal manera
que se viera reflejado en los disefios de las situaciones.

En segundo lugar se sefialaron algunas dificultades, obstaculos y errores que
tuvieron la poblacion de estudiantes universitarios de esta investigacion, acerca de la
comprension de las conicas, a modo de evidenciar las concepciones e ideas previas.
Estas fueron a priori, es decir, antes de que los sujetos fuesen involucrados al curso y
a las situaciones didacticas disefiadas.

En tercer lugar se indicaron ciertos elementos conceptuales alrededor de los
fendmenos de visualizacion matematica en este estudio. Para ello, se destacé como
nacleo importante para entender las dificultades del aprendizaje y el papel que juega
en la comprension de la geometria. Luego, se precisdé una postura que tuvo en
consideracion la integracion de las TIC en las clases de matematicas. Asi mismo, se
presentd algunas caracteristicas y recomendaciones sobre los fendmenos de
visualizacion.

En cuarto lugar se dieron argumentos a favor del papel que juegan las
representaciones matematicas para el favorecimiento del entendimiento de los
objetos matematicos, en particular, para la geometria de las conicas. Se abordé las
caracteristicas que traen los sistemas de representacion ejecutables con las
tecnologias computacionales al servicio de las matematicas como instrumentos de
mediacién para la comprensioén de conceptos y relaciones matemaéticas, los cuales
favorecen las articulaciones entre las representaciones, la interaccion y el dinamismo,
asi como se justifico el valor de las representaciones graficas que ofrecen estos
ambientes informaticos.

Por dltimo, se sefial6 una serie de consideraciones cognitivas acerca de las
construcciones geométricas como ejes articuladores de la actividad matemaética, de tal
manera que los estudiantes puedan graficar las conicas desde lo global y lo puntual.
Asi mismo, se argument6 por qué razon las construcciones llegan a constituirse en
una estrategia didactica que hacen vincular los fendmenos visuales con las
representaciones dinamicas ejecutables en un AGD, y de esta manera puedan superar
las dificultades asociadas a la comprension de las figuras.

Para resumir la complejidad cognitiva, en el Esquema 4, se muestra el orden de
los aspectos en esta dimensién:
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DIMENSION COGNITIVA

v

se
[Lo Puntual y lo Global J<— fundamenté —P[Construcciones Geométricas ]

en

ey

Representaciones
Geométricas y Ejecutables

[Dificultades, Obstaculos y Errores]

La
Visualizacién

Esquema 4: La dimensién Cognitiva.

2.2.1. La caracterizacion global y puntual de los objetos matematicos
desde un punto de vista cognitivo: el caso de los lugares geométricos.

En lo que sigue, se contempld una revision de algunos estudios didacticos que a
criterio del investigador, se consideraron pertinentes para comprender las
caracterizaciones globales y puntuales de las nociones matematicas. Esta forma de
“ver” dichas nociones genera diferentes conceptualizaciones en el aprendizaje, que en
algunos casos son complementarias y necesarias en la construccion del saber
matematico. En el ultimo segmento de esta seccion, se presenta una postura frente a
lo global y puntual.

Diversos investigadores han planteado enfoques para abordar la complejidad de lo
global y lo puntual de los objetos matematicos en la Educacion Matematica y en las
Matematicas mismas. En particular, se analizo los aportes de Duval (2001), Lacasta y
Pascual (1998), Ruiz (2003), Jiménez (2003), Serfati (2008), Jahn y Clarou (1998) y
Jahn (2000, 2002).

Por ejemplo, para Duval (2001), una representacion grafica cartesiana, se puede
“ver”™® de tres maneras diferentes:

e Una puntual, cuando se retienen puntos considerados aisladamente, es decir,
cuando se da un valor de un punto en coordenadas cartesianas.

% para Duval, “ver” no es visualizacion, porque la aprehension local se limita a operaciones puntuales y sucesivas
de codificacion o decodificacion (lectura), mientras que para la manera de ver iconica y global efectivamente se
refieren a la visualizacion.
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e Una iconica, cuando se determina la imagen de una “tendencia”, es decir, se
observa los desplazamientos de subida o de bajada, en relacién con un nivel
horizontal, en analogia con cambios de posicion en el espacio fisico real y

e Una global, también denominada por este investigador como “aprehension global
cualitativa”, en donde se visualiza una relacion entre dos variables definidas sobre
dos conjuntos de valores.

Esta es la manera de ver mas util en matematicas, porque los graficos
cartesianos se utilizan siempre en articulacion con otros registros de
representacion, en particular, con los registros de la escritura algebraica, y
permiten tratamientos cualitativos propios a este modo de visualizacion: como
la interpolacion o extrapolacion. (Duval, 2001, p. 66)

Por lo tanto, para Duval (2001) es necesario llegar a una aprehension global,
aunque uno de los problemas del aprendizaje sea el hacer pasar a los alumnos de una
aprehension local e icénica a una aprehension global. Asi mismo, afirma que el llegar
a una aprehension global permite una coordinacion con las representaciones
algebraicas y por lo tanto, los graficos pueden funcionar como una forma de
visualizacion.

Entre tanto, para Lacasta y Pascual (1998), al describir los diferentes
funcionamientos y clasificacion de los graficos de acuerdo con su utilizacion, es
comun encontrar que cuando a los alumnos se les solicita que representen
graficamente una funcién entonces lo que hacen es construir una tabla de valores
(x, f(x)) y luego ubican cada uno de los puntos correspondientes en el plano
cartesiano. A este procedimiento de representacion puntual, desde estos didactas y
mateméticos espafioles, se le denomina &baco®, es decir, un lugar geométrico, cuyas
coordenadas se pueden leer sobre los ejes. Este procedimiento en la representacion
punto por punto persiste en los niveles superiores, favorecida por el uso de
calculadoras, y suele venir acompafiada en los primeros cursos universitarios con un
conocimiento muy limitado del anélisis de funciones.

Sin embargo, para estos mismos, cuando el grafico contiene informaciones de
orden topolégico, aunque mas difusas que las de caracter métrico, tales como
continuidad, limites, etc., entonces las propiedades de la gréafica de la curva ya no son
de &baco sino una descripcion global. En esta representacion global, debido a que se
hacen intervenir todos los nimeros reales de un intervalo, presentando caracteristicas
tales como el crecimiento, decrecimiento, monotonia, etc., cuestiones que no se

%0 Para Lacasta y Pascual, uno de los cinco funcionamientos de acuerdo a los usos del grafico, lo clasifica como
dbaco o nomograma, el cual consiste en representar funciones y ecuaciones de varias variables mediante una
grafica llamada nomograma o &baco, el cual permite calcular el valor de cada variable, conocidos los valores de
las otras variables. Asi pues, la nomografia o el calculo nomogréfico es diferente del célculo meramente grafico,
que exige alguna construccion geométrica para hallar cada valor.
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pueden analizar en una figura utilizable como abaco. Asi pues, las propiedades
topoldgicas empleadas implicitamente con los graficos, son importantes para que el
alumno pueda llegar a utilizarlos como procedimientos para dibujar la curva.

En cambio para Ruiz (2003), al llevar a cabo un anélisis didactico de las
concepciones y procedimientos de los alumnos acerca de la definicion de un mismo
objeto geométrico, afirma que pueden surgir dos concepciones desde el punto de vista
matematico:

e Una global: si se considera como una curva (“figura geométrica”) y
e Otra puntual: si se considera como un conjunto de puntos.

Estas dos concepciones que precisan los objetos geométricos tiene cada una
elementos que la determinan de manera especifica.

Por otra parte, para Jiménez (2003), las nociones matematicas se presentan con
una doble naturaleza o de una manera dual en dos aspectos. Uno global y otro
puntual. Una nocion puede presentarse en un primer nivel como puntual, es decir, se
puede encontrar un significado local y estatico. Y en un segundo nivel, global, es
decir, que la nocién no esta ligada a un punto especifico, y por lo tanto su definicién
no depende de un punto elegido. La nocion desde lo global adquiere un significado
desde el punto de vista funcional como cualquier valor permitido de la variable
independiente 0 desde el punto de vista geométrico como cualquier punto que
pertenece a la curva.

Se trata asi de un significado global y dindmico. Lo global y lo puntual son para
este investigador, aspectos equivalentes para una nocion matematica. Sin embargo,
desde el punto de vista cognitivo, Jiménez (2003) afirma que lo puntual, lo
operacional, lo instrumental va antes que lo global. Y que lo global, lo estructural, lo
relacional debe de ir después de lo puntual. Al respecto, en un estudio de Sfard (como
se cita en Jiménez, 2003) se encontrd que las concepciones puntuales (instrumentales
u operacionales) deben preceder cognitivamente a las globales (estructurales o
relacionales).

Sin embargo, no esta del todo claro, aungue parezca obvio, que las concepciones
globales crecen y se desarrollan sobre la base de las concepciones puntuales. En otras
palabras, no hay evidencia empirica suficientemente soélida sobre el hecho de asimilar
una concepcion puntual sea el prerrequisito o la condicidn necesaria para construir
sobre ella una concepcion global segun Heugl (como se cita en Jiménez, 2003).

Desde una posicion mas radical, hay quienes afirman que el haber asimilado
previamente una concepcion puntual puede eventualmente constituirse en un
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obstaculo epistemologico para arribar a la concepcion global correspondiente
(Lagrange 1999, citado en Jiménez, 2003). También hay quienes afirman que
probablemente la cognicion requiera de una relacion dialéctica entre ambas
concepciones, con alternancias y reforzamientos mutuos entre lo puntual y lo global
(Duval, 1998, como se cita en Jiménez, 2003), entre lo algoritmico y lo conceptual
(Artigue, 2001, como se cita en Jiménez, 2003).

En Jiménez (2003), se plantea que en la epistemologia de las matematicas, se
puede apreciar que el desarrollo de los conceptos matematicos ha pasado por un
proceso de evolucion gradual desde su interpretacion intuitiva hasta su definicion
formal, y que tener en cuenta la génesis de una nocién matematica permite tener
elementos para el disefio de las actividades de ensefianza de los conceptos
matematicos donde se incorpore esta doble relacion dialéctica que se manifiesta en el
proceso de gestacion y evolucion de dichos conceptos, por un lado, como tension
entre lo puntual y lo global, y por el otro, entre las interpretaciones estatica y
dinamica de tales conceptos. Asi mismo, esta dualidad debe ir relacionada con la
expresion analitica (o algoritmo) que refleja la naturaleza de tal concepto, y que en la
ciencia matematica se presenta como la definicién formal de la nocién matematica.

Entre tanto, para Serfati (2008), en las discusiones dadas en el seminario
denominado “las relaciones entre lo local y global en matematicas y fisica
elementales: desde consideraciones epistemoldgicas hasta algunos problemas
didacticos”, del Instituto Henry Poincaré de Paris, se afirma que desde el punto de
vista matematico, los conceptos y propiedades matematicas se presentan en primer
lugar o bien como de caracter local o de caracter global. Tal es el caso de las
definiciones formales que hacen intervenir una mezcla sutil de cuantificadores
existenciales y universales, lo que conlleva a plantear problemas didacticos, que
surgen cuando por ejemplo se estudian problemas del Anélisis Matematico como la
continuidad, la derivabilidad o la uniformidad.

Sin embargo, en este seminario se afirma que en Anélisis Matematico y en
geometria la distincion entre estos dos puntos de vista es esencial, donde uno de los
objetivos frecuentes es globalizar una propiedad local. Asi, en geometria o topologia,
definir un objeto por propiedades de las vecindades de cada uno de sus puntos no
asegura en general una caracterizacion global, entonces hay que afiadir a eso las
propiedades globales; es por ejemplo el caso de las variedades.

Asi mismo, Serfati (2008) agrega que para los estudiantes comprender si una
nocion es local o global no es inmediato, por varias razones didacticas e incluso
epistemoldgicas. Por una parte, el punto de vista local es casi inexistente en el liceo™.

3L E liceo es dentro de la estructura del sistema educativo en Francia, la segunda y Gltima parte de la Educacién
Secundaria que incluye los tres tltimos afios lectivos.
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Por otra, los procesos de globalizacion siguen siendo exclusivos del nivel
universitario. Ademas, algunos enunciados tienen una version local y una global, sin
que esto siempre sea dicho. Por ultimo, la utilizacién de lo local suele basarse en una
existencia no explicita, que parece inhabitual en los estudiantes. Este doble punto de
vista local-global se encuentra en fisica elemental, en particular en los procesos de
modelizacién. La aplicacion de las leyes de la fisica a las situaciones estudiadas pone
asi en juego diversos niveles posibles, con frecuencia las idas y vueltas entre lo local
y lo global.

Entre tanto, Cha y Noss (2001) afirman que en contraste con lo global, la
comprensién puntual es local, el cual significa ver las propiedades individuales de
puntos de un lugar geométrico. En otras palabras, la idea puntual la consideran
fundamental en la geometria analitica, ya que se empieza por puntos arbitrarios los
cuales satisfacen condiciones geométricas dadas y luego generalizan un punto en una
forma algebraica de tal manera que el lugar geométrico pueda ser trazado en el plano
cartesiano.

2.2.1.1. La postura de lo global y lo puntual.

Para llegar a una postura acerca de lo global y puntual en los objetos matematicos,
se consider6 el enfoque cognitivo que analiz6 Jahn y Clarou (1998), en particular, las
investigaciones que realizd Jahn (2000; 2002) al estudiar las propiedades y
definiciones de lugar geométrico y sus estrechas relaciones con las transformaciones
geomeétricas cuando se integré el Ambiente de Geometria Dinamica Cabri Géomeétre
I Plus en situaciones didacticas. Asi mismo, se tuvo en cuenta el enfoque cognitivo
de Duval (2004) para construir figuras geometricamente.

La caracterizacion global o por trazo continuo® tomada en cuenta, consiste en que
se efectla la totalidad de la figura geométrica usando algin instrumento que guie la
mano o bien que la sustituya, si es el caso en el ambiente de lapiz y papel, trazandose
una figura geométrica a partir de puntos particulares para luego unirlos y formar en su
totalidad la figura, al respecto Duval (2004) afirma:

Las figuras geométricas no se dibujan a mano alzada, sino que se construyen
con la ayuda de un instrumento que guia el movimiento de la mano, o bien que
la sustituye. ¢Por qué? Por la regularidad que se impone al movimiento del

%2 |_a palabra continuo se ha tratado de evitar a toda costa, debido a que la nocién de continuidad, desde el punto
de vista matematico es compleja y esto conlleva una serie de consideraciones didacticas que aluden al campo de la
didactica del Calculo, sin embargo, en esta investigaciéon no es de interés el profundizar en esta tematica.
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trazado, y por tanto por la invarianza visual que se introduce en el trazado, un
instrumento permite producir una forma visual que tiene una propiedad
geométrica, y esta forma visual constituye la primitiva del instrumento. (p.
164)

Por ejemplo, para el caso de trazar un poligono, entonces se dibujan primero los
veértices usando regla y compas y luego se unen rectilineamente; para el caso de un
segmento, se dibujan los dos puntos extremos y luego se unen; para el caso de la
circunferencia se localizan su centro y un punto cualquiera que vaya a pertenecer a la
circunferencia y luego se usa el compas u otro instrumento; para el caso de una
elipse, lo global para trazarla es primero ubicar el punto centro, localizar las
coordenadas del punto centro, luego localizar cual va a ser el eje focal, los vértices
del eje focal y los vértices del eje menor, para luego unir con un trazado™ suave y
continuo los vértices formandose la curva elipse o de otra manera tal como se hace
con el método del jardinero®* usando instrumentos rudimentarios. En todos estos
casos, la figura se forma de manera total al trazarla.

Por otro lado, la caracterizacion puntual consiste en realizar una nube de puntos a
partir de construcciones geométricas que usualmente no son dinamicas sino estaticas
y requieren del uso de instrumentos de dibujo geométrico, ya que requieren de la
elaboracion de varios casos particulares que cumplan una condicién geométrica dada.
O si se da la representacion algebraica del objeto geométrico en dos variables
entonces se tabula obteniéndose suficientes puntos para luego realizar una nube de
puntos.

Estas situaciones puntuales, a partir de una condicion caracteristica, buscan
determinar si un punto pertenece al conjunto de puntos. Por ejemplo, existen varias
construcciones puntuales de la mediatriz de un segmento dada su definicion, una de
ellas es considerar los vértices C, de la familia de triangulos ABC,, isOsceles que
comparten la misma base (AB). Otro ejemplo, es la construccion de una nube de
puntos que pertenecen a una circunferencia por medio de una construccidn iterativa,
como construir varios segmentos con la misma longitud y un mismo extremo (el
centro), lo que se forma seria el conjunto de puntos extremos (que no son el centro)
de los segmentos. En estos casos puntuales, se enfatiza que el resultado del proceso es
la obtencion de una nube de puntos que da la forma de la figura pero no es la figura,
es solo un arreglo de puntos.

% El trazado se hace a mano alzada, donde se recomienda que existan suficientes puntos por donde hacer pasar la
curva o bien usando un instrumento que guie la mano. Usualmente al trazarlos en un ambiente de lapiz y papel, y
en el marco de dibujo técnico o disefio grafico, se usa un curvigrafo,

% Este método famoso y antiguo consiste en clavar dos estacas 0 maderos en el suelo (los focos de la elipse) o
sobre cualquier superficie, separados a una distancia cualquiera y se utiliza una cuerda de longitud mayor que la
distancia entre las dos estacas, luego se debe tensar la cuerda y recorrerla con una vara o lapiz para ir delineando
sobre la superficie el dibujo de la elipse.
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Vale la pena recalcar que en un contexto de la geometria sintética y estatica, la
nocion de lugar geométrico es percibida como un conjunto de puntos que satisfacen
una cierta propiedad geométrica. Este conjunto puede ser considerado o bien
globalmente (global) o puntualmente (punto por punto 6 puntual). Sin embargo, las
conicas en la geometria analitica, no son exclusivamente estudiadas desde lo global
y lo puntual como se concluyd en el analisis de libros texto presentado anteriormente.

Por altimo, aunque lo global y lo puntual no se ve exclusivamente en las
representaciones gréaficas, vale la pena reiterar que es una caracterizacion del objeto
matematico, y por lo tanto, puede estar presente en cualquier otro tipo de
representaciones matematicas. Asi mismo, se entiende que lo global y lo puntual son
formas de procedimiento (un proceso) al representar matematicamente el objeto.

2.2.2. Dificultades, obstaculos y errores en el aprendizaje de las conicas.
Una indagacion sobre las concepciones.

El objetivo general en este apartado es analizar las dificultades, obstaculos y
errores en el aprendizaje de las conicas a nivel universitario. Se asume que los
errores de los estudiantes no son casuales, ya que estan basados en conocimientos y
experiencias previas, y tienen diferentes causas que los motivan. Asi, pueden
asociarse a dificultades didacticas, epistemologicas, cognitivas o de actitudes.

Por otra parte, los errores forman parte del proceso de construccion del
conocimiento y pueden ser el motor que provoque un cambio en el aprendizaje del
estudiante, transformandose asi, en un elemento constructivo e innovador dentro del
proceso de ensefianza y aprendizaje.

De acuerdo con Socas (1997), el error va a tener diferentes procedencias, sin
embargo, en todo caso, va a ser considerado como la presencia en el estudiante de un
esquema cognitivo inadecuado y no solamente como consecuencia de una falta
especifica de conocimiento o de un despiste.

En este sentido se disefid un instrumento de recoleccién de ideas previas para 25
estudiantes del curso de geometria analitica, denominado cuestionario (Ver Anexo
No. 1), constituido por 35 preguntas en forma de consulta, antes de que los
estudiantes trabajaran con las situaciones didacticas disefiadas para esta investigacion,
tomando como referente las ideas previas de las conicas que estudié Rio-Sanchez
(1989) para conocer el nivel de dificultades, realizaciones, respuestas a cuestiones
esperadas por los alumnos. De esta manera, se desed conocer los estadios generales
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de desarrollo intelectual, asi como sus modos de pensar, razonar y abordar el tema
alrededor de las conicas como elemento valioso para el disefio de las situaciones.

En el analisis del cuestionario, se constatd que la mayoria de los estudiantes
asegura que las formas de una elipse, de una hipérbola y de una pardbola son,
aproximadamente, las reflejadas en la Figura 11 y reconocen, asimismo, que todas
son curvas planas y simétricas, que la longitud de la parabola es infinita y que la
elipse es cerrada.

Figura 11: Formas aproximadas de una elipse, hipérbola y parabola.

Como consecuencia, las definiciones de elipse, hipérbola y pardbola, aceptadas de
modo casi general, estdn constituidas por una sucesion de propiedades obtenidas
perceptualmente que intentan describir de manera exhaustiva la forma de la curva,
mas no sus propiedades métricas. Por ejemplo:

e Una elipse se define como una curva plana, cerrada y simétrica en la que sus
puntos no equidistan del centro. Esto es un error que se evidencia en la Consulta
No. 19 (Ver Anexo No. 1).

e Una parabola se define como una curva abierta, simétrica e ilimitada que se
caracteriza por ser la grafica de una funcion. Esto es otro error que se evidencia
en la Consulta No. 35 (Ver Anexo No. 1).

Las ideas que tuvieron los estudiantes acerca de las definiciones de elipse y
parabola no tenian en cuenta las propiedades métricas, ni mucho menos la nocion de
lugar geométrico, porque carecian totalmente de su conocimiento®, asi por ejemplo,
se puede apreciar que tan solo el 48% del total de los estudiantes afirma que el
siguiente enunciado es verdadero:

e Una elipse se define como el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la
suma de sus distancias a dos puntos fijos es siempre la misma.

% En el cuarto capitulo de este documento, es decir, en el analisis a priori del disefio de las situaciones didécticas,
se muestra un breve estudio de las concepciones que tenian los estudiantes del curso de geometria analitica acerca
de las nociones de lugar geométrico, conjunto de puntos, grafica de una funcién, correspondencia biunivoca y
figura geométrica antes de que ellos efectuaran las situaciones.
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Otras ideas previas erroneas mas destacadas tanto en Rio-Sanchez (1989) como en
las ideas previas aparecidas en el grupo de estudiantes de este estudio, fueron las
siguientes:

e Que un dvalo construido con cuatro arcos de circunferencia, como el de la Figura
12, es una elipse. En la Consulta No. 2 (Ver Anexo No. 1) se evidencid este error
con un 68% del total de los participantes del curso.

Figura 12: Un 6valo como este es una elipse.

e Que un arco de circunferencia y dos semirrectas tangentes en sus extremos, como
muestra la Figura 13, forman una parabola. En la Consulta No. 2 un 52% del total
de estudiantes respondieron que efectivamente era una parabola.

Figura 13: Una parabola construida de un arco de circunferencia y dos semirrectas tangentes.

e Que todas las conicas pueden dibujarse perfectamente empleando solo la regla y
el compas.

En este sentido, los analisis de los tres ultimos errores presentados anteriormente
coinciden con la investigacion que realiz6 Rio-Sanchez (1989). Esta ultima idea, que
las conicas pueden dibujarse solo con estos instrumentos y las dos anteriores, que son
una aplicacion de ella, ademas de ser la manifestacion de un pensamiento perceptivo,
pueden estar motivadas, entre otros factores, por la influencia de las construcciones
geométricas que hicieron los mismos estudiantes de figuras mas sencillas que las
conicas, tales como la circunferencia o poligonos regulares, en la asignatura de
geometria euclidiana, curso que fue prerrequisito al de geometria analitica. Dichas
construcciones realizadas, evidentemente, segin Rio-Sanchez (1989), carecieron de
un aprendizaje significativo.
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Con respecto a lo anterior, es preciso sefialar dos aspectos: a) cuando se
construyen las conicas con estos instrumentos, lo Gnico que se puede trazar son una
serie de puntos que pertenecen a la grafica de la cénica y b) si se realizd bien la
construccion entonces dichos puntos satisfacen la condicion de ser conica, pero no se
puede dibujar toda la figura, debido a las limitaciones fisicas del instrumento. En
otras palabras, no se puede dar un significado de manera global, usando solo la regla
y compas para representar a una conica, asi como cuando se dibuja una figura
rectilinea sencilla tal como una linea recta o un poligono regular.

En cualquier caso, se trata de ideas previas erroneas bastante extendidas entre los
estudiantes de colegios y que, segun Rio-Sanchez (1989), se detecta también con
mucha frecuencia en estudiantes universitarios de ciencias y adultos en general. Esto
pone de manifiesto la resistencia al cambio que poseen las concepciones e ideas
previas. Lo anterior se evidencio en las Consultas No. 9, 20 y 29 donde se preguntaba
por la elipse, la pardbola y la hipérbola respectivamente, manifestandose un error, en
promedio, de méas del 46% del total de los estudiantes y més de un 92% del total de
los estudiantes espafioles resefiados por Rio-Sanchez (1989).

e Que una curva ligeramente inclinada como la que se muestra en la Figura 14 no es
una parabola.

Figura 14: Esta figura no es una parabola.

Al respecto, asi lo afirmaron un 36% de los estudiantes encuestados. Lo que se
puede manifestar acerca de esta conica en esa posicion, es que si bien, la gran
mayoria de los encuestados conocen la representacion grafica de una paradbola, ellos
estan acostumbrados a verlas abriendo hacia la derecha, izquierda, arriba o abajo pero
en ningn momento pueden ser rotadas alrededor de un punto. En consecuencia,
cuando se les present6 lo que aparece en la Figura 10, afirmaron que no lo era. De
modo que en este caso, el dibujo de esta curva es conocida en general, en una
ubicacién estandar o prototipica (también denominada gréficas estereotipadas o
prototipo, en la ensefianza y aprendizaje de los conceptos geométricos) en donde
usualmente se muestra asi, y que es enfatizada en los libros de texto escolares y
reforzada normalmente por los profesores en su clase magistral cuando la explican en
el tablero al introducir este tema, pero que cominmente no se presentan giradas
alrededor de un punto.
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e Que los tres tipos de cénicas (elipse, hipérbola y parabola) son independientes, no
guardan ninguna relacion estructural entre si, ni directa ni indirecta (a través de un
elemento externo como podria ser una superficie cénica). En este sentido,
aproximadamente el 50% de los estudiantes de esta investigacion, (Ver las
Consultas No. 12 y 17 en el Anexo No. 1) contestaron que es falso que tengan una
relacion entre si. Esto evidencid la carencia de diversos significados que se
presentan de las conicas en los ultimos grados del bachillerato y comienzos de los
estudios universitarios, tal como lo afirma Bartolini Bussi (2005) en sus
investigaciones en Italia.

e Una pardbola (y, en general, cualquier curva) no es un objeto geométrico
independiente del sistema de referencia; por el contrario, primero existe el sistema
de referencia como algo dado a priori y después la curva completamente
encadenada a é€l; esto implica que una curva no tiene infinitas ecuaciones
dependiendo del sistema escogido, sino una sola. Asi se manifestd en la Consulta
No. 32 (Ver Anexo No. 1) donde un 68% de los estudiantes de este estudio asi lo
aseguro.

Otros errores resefiados por Rio-Sanchez (1989; 1996) y que no se tuvieron en
cuenta, a pesar de que este estudio no se intereso por los estudios fenomenolégicos de
las conicas sino por los objetivos centrales descritos en el primer capitulo, se pudo
apreciar que los estudiantes encuestados consideraron que las conicas estan poco
conectadas con la realidad y los pocos casos en que advierten su presencia tienen
caracteristicas singulares tales como:

e Las orbitas de los planetas o de las particulas atomicas (aunque la mayoria
reconoce que son elipses, se trata, sobre todo, de un conocimiento social). Asi
se puede observar en la Consulta No. 13. Ver Anexo No. 1.

e La zona de una cancha de baloncesto tal como aparece en la Figura 15 (es
percibida errdneamente como una parabola por la mitad de los estudiantes y
los mismos resultados encontrd Rio-Séanchez, (1996)). Ver Consulta No. 18 en
el Anexo No. 1.

Figura 15: La zona de una cancha de baloncesto.
o EI 76% de los estudiantes indagados aseguraron que la forma de los huevos de
gallina es como una elipse. Ver Consulta No. 24 en el Anexo No. 1.

Estos errores son suficientes para mostrar la importancia que tiene la evaluacion
diagndstica de cara a disefiar una adecuada estrategia didactica que consiga afianzar y
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desarrollar las ideas previas correctas y cambiar las ideas erréneas por otras que sean
matematicamente validas.

2.2.3. Fendmenos de Visualizacion.

Respecto a las investigaciones recientes y el interés que se ha suscitado la
visualizacion en el campo de la Educacion Matematica, se fundd un grupo de
investigacién internacional denominado International Group for the Psychology of
Mathematics Education (PME) (Hitt, 2002). Desde 1998 se conformaron en el
interior de éste, varios subgrupos de trabajo conformado por académicos, profesores e
investigadores de reconocidas universidades e institutos de investigacion mundial
(Bishop, 1986; Kaput, 1987; Presmeg, 2000; 2006; Zimmerman & Cunningham,
1991; Gorgorié & Jones, 1996; Duval, 2002; 2004; Arcavi & Hadas, 2000; Santos-
Trigo, 2000; Hitt, 1998; 2000; 2001; 2002). Uno de tales subgrupos precisamente se
denomina: Working Group: Representations and Mathematics Visualization. En éste,
se han discutido diversas posiciones teoricas acerca de la visualizacién analizando el
papel que desempefian las Representaciones y la Visualizacién en el aprendizaje de
las Matematicas en los estudiantes, exponiendo diversas definiciones y tipos. De esta
manera, se han llegado a refinar las definiciones que provinieron inicialmente de la
Psicologia Cognitiva.

Una de las principales conclusiones a las que llego este grupo se refiere al papel
gue juegan las representaciones visuales y a los fendmenos de visualizacion
matematica en la ensefianza y aprendizaje de la Geometria, en particular, se subrayo
gue son nucleos fundamentales para comprender las dificultades que se presentan
ante estos procesos, lo cual ha conllevado a que se fomenten de manera incremental
estudios. También se han generado muchas publicaciones debido a desarrollos
investigativos sobre la integracion y usos efectivos de los ambientes informaticos en
las ultimas tres décadas, tanto en el campo de las Matematicas como en la Educacion
Matematica, que han creado un renacimiento y un boom a nivel mundial y de esta
manera se ha empezado a recuperar la ensefianza de la geometria a nivel mundial.

En efecto, en las Matematicas, gracias a que en las tecnologias computacionales,
se han desarrollado cada vez mejores y diversas técnicas de graficacion por
computador, entonces los matematicos han sacado provecho de esto para estudiar
fendmenos de recurrencia, iteracion de procesos matematicos, determinacion de
patrones y generacion de imégenes fractales, lo cual ha conllevado a estudiar la
naturaleza de las matematicas cuando se trabajan en ambientes computacionales
(Zimmerman & Cunningham, 1991; Balacheff, 1994).
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Por otra parte, en Educacion Matematica, se han tenido en cuenta aspectos
cognitivos que mejoran la comprension de la Geometria como resultado de los
procesos y habilidades que se favorecen con la visualizacion matematica en los
estudiantes, y ademas, gracias a la integracion de los AGD en la ensefianza, que han
ofrecido nuevas maneras de realizar actividades geométricas, segun Laborde et al.
(2006).

Para comprender este resurgimiento se debe considerar un aspecto epistemoldgico
de la Geometria. Ya ha sido sefialado por varios didactas interesados en la relacion
entre la ensefianza de la geometria y los fendmenos visuales, entre ellos Zimmerman
y Cunningham (1991), Laborde (2002), Laborde et al. (2006) y Mariotti (2006). Ellos
han afirmado que los aspectos didacticos de la geometria puede ser entendidos solo si
se tiene en cuenta su naturaleza dual, al considerarla, por una parte, como el estudio
de conceptos y relaciones logicas, que histéricamente provinieron de un andlisis
extenso del espacio, pero que mas tarde se convirtié en un campo de investigacion y
discusion de los fundamentos axiomaticos separados de cualquier experiencia
espacial, es decir, la tendencia a considerarla abstracta, formal y estructuralista.

Y por otra parte, la geometria referida a conceptos espaciales, procedimientos y
relaciones usadas dentro de la sociedad para varios objetivos, como la arquitectura,
construcciones de pueblos o ciudades, para el disefio de paquetes de mercancias para
el almacenaje y asi como otros objetivos y actividades, es decir, la tendencia a
comprenderla desde un punto de vista intuitivo y concreto.

Esta dualidad fue enfatizada por uno de los grandes matematicos fundadores del
enfoque axiomatico de la Geometria, David Hilbert, pues asi lo han destacado los
didactas de la geometria citados anteriormente, quiénes declaran que él reclamo la
coexistencia de estas dos tendencias, una hacia la abstraccion y la otra hacia la
comprensién intuitiva de la Geometria.

Esta primera postura de ver las matematicas de manera general conllevo a que en
el siglo pasado, la literatura matematica fuese predominantemente algebraica, y en
consecuencia, cobré mayor fuerza los procesos analiticos y simbélicos, dejando de
lado la segunda tendencia. Esto se acentué mas con la reforma curricular que hubo en
muchos paises en la segunda mitad del siglo pasado, denominada las Matematicas
Modernas (Kline, 1986), donde se enfatizd en la parte formal de la geometria
mientras se evitaba recurrir a toda costa de los dibujos y figuras.

Este renacimiento se atribuy0 en particular, al impulso que le ha dado la

integracién efectiva de los AGD y que ha dejado claro el caracter estructural de los
dibujos que se generan en pantalla de computador o en una calculadora.
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Por lo tanto, es importante clarificar algunos aspectos relacionados con los AGD y
la visualizacion. Estos ambientes permiten a los estudiantes, no slo construir figuras
con ciertas propiedades y por lo tanto visualizarlas, sino que también les permite
transformar construcciones en tiempo real. Para tal efecto, los AGD tales como el
Cabri® Géométre, permite la experimentacion de las figuras geométricas.

En dicho ambiente computacional, el estudiante (o el profesor) puede manipular
directamente las figuras construidas en la pantalla mediante el arrastre (dragging) de
ciertas partes de ellas. De hecho, una vez elaborada, el estudiante puede reconocer
mediante el AGD, cudles son las partes constitutivas (de dicha figura) que pueden ser
arrastradas. Es fundamental sefialar que esto ocurre, sin alterar las relaciones
estructurales entre los elementos constitutivos de la figura.

En el anterior sentido, tal como afirma Moreno (2002b) “la manipulacion directa
de los objetos geométricos hace posible la experimentacion en dominios que
anteriormente eran inaccesibles para el estudiante” (p. 92). Ademas, su conocimiento
queda marcado por la relacién dialéctica entre la visualizacion y conceptualizacion
durante la interaccion con la interfaz del sistema. Asi mismo, afirma que: “Dado el
control formal del entorno geométrico, las experiencias desarrolladas dentro de
dichos ambientes pueden considerarse como genuinas experiencias geometricas”
(Moreno, 2002b, p. 91).

Sin embargo, al experimentar en un AGD, se ha vuelto a plantear un problema
reconocido en el interior del campo de la Didactica de la Geometria, que es la falta de
distincion por parte de los estudiantes entre el dibujo y el objeto geométrico
representado, cuando se trata de comprender aspectos relativos a la figura geométrica.
En este sentido, afirman que frente a un dibujo realizado con papel y lapiz, el
estudiante tiene un fuerte obstaculo cognitivo, pues el estudiante no logra comprender
las relaciones geométricas que existen en el dibujo y no entiende que la figura
geomeétrica se refiere a un objeto tedrico. De esta manera, es de sefialar que ésta es
una tarea de dificil realizacion para él si su profesor no tiene conciencia de esta
dificultad y no le colabora a superar este obstaculo.

Asi en las clases de Geometria, y en los libros de texto escolares usualmente no se
diferencian las dos caras de la misma moneda (el dibujo que es la representacion
visual, frente al objeto matematico que es lo que se quiere representar).

Segun Laborde (1998a), la figura geométrica consiste realmente en la estrecha
relacion que hay entre el dibujo y el objeto geométrico abstracto del cual se esta
aludiendo. Por consiguiente, para esta investigadora, al conceptualizar la figura

% E| Cabri Géométre es uno de los software mas utilizados e investigados en la Didactica de la geometria escolar
a nivel mundial, segin Strasser (2002), y el cual fue usado en este trabajo,
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geométrica se deben diferenciar tanto el significado como el significante del objeto
geomeétrico, determinando asi que el significado es el referente conceptual con toda su
familia de dibujos, y el significante es un caso particular o dibujo, realizado en un
soporte material, de toda la familia de dibujos que conforman el referente. En otras
palabras, se tiene que la unién de los dos aspectos del objeto geométrico
(referente + dibujo) constituyen la figura geométrica. Asi mismo, esta
investigadora resalta que “el dibujo se refiere a una entidad material mientras que la
figura se refiere a un objeto de la teoria geométrica” (Laborde, 1998a, p. 34). Dicha
transicion del dibujo a la figura geométrica es un paso que da el sujeto cognoscente
por medio de su propia interpretacién, su propio conocimiento y su propio contexto.

En este sentido, Laborde y Capponi (1994) subrayan que un objeto geométrico en
tanto significante indica que el dibujo tiene dos dominios, el primero de
funcionamiento, es decir que el dibujo tiene unas propiedades pero no las expresa por
si mismo de tal manera que es necesario hacer explicito, de manera discursiva (verbal
0 escrita), las caracteristicas del dibujo dado. El segundo dominio es de interpretacion
implicando de esta manera que todas las propiedades espaciales del dibujo no pueden
ser interpretadas como que remiten a propiedades del objeto, por no ser explicitas
dichas propiedades.

Asi pues, la visualizacion matematica, considerando la naturaleza de la Geometria,
su evidente uso en ella, asi como el dinamismo producido y ayudado por los AGD, se
torna diferente de otras posturas, por lo que se tomd la definicién de Zimmerman y
Cunningham (1991):

la visualizacion es el proceso de producir o usar representaciones geométricas
o graficas de conceptos matematicos, principios o problemas a mano o
computador. [...] la visualizacion da profundidad y significado al
conocimiento matematico, y sirve como guia para resolver problemas, e
inspira descubrimientos creativos. (pp. 4-5)

Es de enfatizar que la visualizacién se acepta en este trabajo como un proceso para
formar imagenes mentales y también como una habilidad que se adquiere para luego
trazar con una figura o bien con lapiz y papel, o con ayuda de una calculadora o de un
computador. La figura sirve para representar un concepto matematico o un problema
matematico y refuerza la comprension. Asi mismo, se adopta de estos investigadores
que la visualizacién no es un fin en si mismo sino un medio para conseguir la
imaginacion, el entendimiento matematico. Es decir, cuando uno se forma tales
imagenes, es para descubrir y entender las matematicas asi como para usarlas como
un apoyo para resolver problemas no rutinarios. Visualizar como proceso y como
habilidad es algo que se adquiere y por lo tanto se debe auxiliar a los estudiantes a
obtenerlo.
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En consonancia con Laborde (1998b), la visualizacion juega un papel importante
en la resolucién de problemas geométricos, mas aun cuando la visualizacion se hace
concreta en una pantalla de computador gracias a un programa informatico. Esta
investigadora sefiala que la evidencia visual y el andlisis geométrico que se pueda
realizar en un software suscita nuevas interpretaciones y experimentaciones en el
ambiente informatico.

Otra caracteristica tomada de Bishop (1986) que se ajusta y se complementa a la
definicién de Zimmerman y Cunningham (1991), es que la visualizacion alude a
involucrar la habilidad de dominar, manipular, deformar, transformar o invertir
mentalmente un objeto matematico en diferentes representaciones externas o
internas®’.

En el anterior sentido, las representaciones matematicas empleadas en la
comprensién de los conceptos y nociones matematicas, gracias a las TIC se empiezan
a fomentar representaciones dinamicas. Las representaciones estaticas, que
usualmente generan los profesores de matematicas al usar tableros convencionales, se
empiezan a dejar a un lado para dar paso al dinamismo introducido por las
tecnologias digitales. En efecto, las representaciones estaticas son mejoradas si se
integran aspectos dinamicos con el apoyo de los ambientes computacionales. De esta
manera, tal como Arcavi y Hadas (2000) lo ratifican de la siguiente manera:

este dinamismo puede contribuir hacia la formacion del habito de mover y
transformar (o bien mentalmente o por medio de una herramienta) un ejemplo
particular, para estudiar las variaciones, visualmente da indicios de
invariantes, y posiblemente facilita las bases intuitivas para dar justificaciones
formales de conjeturas y proposiciones matematicas. (pp. 25-26)

De igual forma, la visualizacion basada en las tecnologias computacionales, bien
sea estatica, dindmica o interactiva, es Unicamente una faceta del papel que los
ambientes computacionales juegan en las matematicas. Arcavi y Hadas (2000)

%" Hiebert y Carpenter (1992) muestran que la primordial funcionalidad de las representaciones externas es la
posibilidad de comunicar ideas, mientras que con las representaciones internas permiten realizar operaciones
mentales entre ellas. De la misma manera, Goldin y Kaput (1996) afirman que las representaciones internas se
refieren a las posibles configuraciones mentales que tienen los estudiantes cuando resuelven un problema
matematico y cuya caracteristica no es observable. En tanto que las representaciones externas se refieren a lo
plasmado fisicamente, a las configuraciones observables tales como las palabras, las gréaficas, las imagenes, las
ecuaciones, los mecanos, los materiales manipulativos y lo que se muestra en una pantalla de computador o se
construye en un AGD.

Por lo tanto, estos dos tipos de representaciones interaccionan (Goldin & Kaput, 1996) entre si, produciendo dos
procesos, el de “externalizacion” y el de “internalizacion”. El primero tiene como fin sacar algo de la mente de
alguien y plasmarlo en un soporte material 6 simbdlico. En tanto que el segundo, en cambio, se da como resultado
de un proceso de reconstruccion que sucede en la mente cuando se realiza una operacion externa (significante, en
la tradicion Piagetiana), de acuerdo con Vigotsky (1979) citado en Siguan y Blanck (1987).
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declaran que la visualizacion debe estar relacionada con los aspectos numéricos y
simbdlicos de las mateméticas para conseguir resultados. Algunas de las mas
interesantes e importantes aplicaciones de la visualizacién involucran problemas en
los cuales se utiliza procesamiento numérico y procesamiento simbolico asi como
también procesamiento grafico. En otras palabras, con los ambientes informaticos, se
amplia la visualizacion, tal como las graficas dindmicas, que incrementan el
conocimiento matematico cuando existen ideas que son dificiles de representar en la
mente. Es decir, con las TIC aumenta las clases de iméagenes (mentales o no) de una
manera diferente a como lo hacen otros medios.

En consecuencia, se coincide tanto con Segovia, Ruiz y Villegas (2007), asi como
con Zimmerman y Cunningham (1991) en que la visualizacion y las representaciones
graficas deben estar conectadas con otras formas de representaciéon matematica, lo
que implica hacer uso de algun tipo de lenguaje simbdlico o pictérico. Es decir, que la
visualizacion transforma lo algebraico en lo geométrico, ofreciendo un método para
observar lo oculto y favorecer el proceso de conocimiento y descubrimiento
geométrico. Desde este punto de vista, estos mismos investigadores declaran que las
consideraciones visuales muy frecuentemente explican los pasos analiticos, los cuales
de otra manera parecerian artificiales y arbitrarios. Asi mismo, afirman que la
experiencia visual es sumamente importante como una base sélida para el
acercamiento algebraico.

Por otra parte, en la visualizacion matematica también existen dificultades, en los
trabajos de Eisenberg y Dreyfus (1991) y Vinner (1989) se conoce que existe un
predominio del pensamiento algebraico sobre el visual, y que los estudiantes
presentan una cierta resistencia al uso de la visualizacion, prefiriendo mas las
estructuras simbdlicas que las visuales a la hora de enfrentarse a la actividad
matematica. Una de las posibles causas de ello es que pensar visualmente exige
demandas cognitivas superiores a las que exige pensar algoritmicamente. Por su
parte, Monk (1994) y Swan (1988) afirman que los estudiantes no tienen problema en
entender los datos representados graficamente de manera local, pero surgen serias
dificultades frente a un enfoque global.

De esta manera, en el comportamiento global de las graficas por computador,
Zimmerman y Cunningham (1991), recomiendan usar color ya que resultan
inapreciables al apreciar el todo de una grafica y favorecen el descubrimiento de
minucias del comportamiento local escondido debajo de la masa de calculos que se
deben hacer. Por ejemplo, darle un falso color a las funciones bajo un dominio, es una
técnica difundida en las mateméticas aplicadas que ha producido imponentes
imagenes que han abierto los ojos de los matematicos hasta ahora insospechadas a
fendmenos en las dindmicas de funciones no lineales.
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En este sentido, el papel que juega la visualizacion matematica es muy importante
para que se desarrolle el pensamiento geométrico en los estudiantes, dado que este
tipo de pensamiento evoluciona en la medida que se da una relacion dialéctica entre
las representaciones externas, que se ubican en un nivel de percepcion visual y el
saber geométrico situandose en el nivel tedrico. En investigaciones sobre los efectos
de la visualizacion y la medida en el Cabri, Olivero y Robutti (2001) asi como
Laborde (2005a; 2005b) y Sandoval (2009) coinciden en afirmar que este medio,
constituyen un puente entre el nivel perceptivo y el tedrico, y puede ser una ayuda
para dicha interaccion.

Pero el potencial didactico del uso adecuado de los AGD va mas alla de su poder
ilustrativo. Tal como afirma el Ministerio de Educacion Nacional (2004a), se trata de
problematizar la visualizacion, de hacerla operativa, de manera que surja de forma
natural la necesidad de explorar, conjeturar, predecir, verificar. Por lo tanto, la
elaboracion de proposiciones geométricas adquiere sentido para los estudiantes al
responder a esa necesidad explicativa de los fendbmenos observados.

Pero, ¢coOmo problematizar la percepcién de los hechos geométricos en un AGD
dado que precisamente por su caracter de evidente, en la acciéon de manipular
directamente los puntos béasicos de la construccion, se muestra la solidez o la
consistencia del hecho que se ve en la pantalla®?.

Debido a las caracteristicas del ambiente informatico, el arrastre es la respuesta a
la anterior pregunta. Ya se ha mencionado que en un AGD lo que se pretende trabajar
es mucho mas que un dibujo, entonces se trabaja es con una categoria de dibujos,
cada uno de los cuales es un caso de una misma figura geométrica. Al mismo tiempo
el ambiente, proporciona a los estudiantes una herramienta para la validacion de las
propiedades que pueden percibirse en la pantalla: una propiedad o solucion sera
vélida s6lo si se mantiene valida mientras se arrastran los puntos libres de la
construccion.

Al respecto, Jones (2000) resalta que este criterio de validacién no depende
entonces de la apariencia perceptiva del producto de la construccion sino de la
apariencia que se muestra del objeto geométrico cuando se modifica al utilizar el
modo de arrastre. Para pasar el “test del arrastre” la figura tiene que ser construida de
tal manera que aquella sea realizada consistentemente con la teoria geométrica. En
palabras de Balacheff (2000), una propiedad geomeétrica es un invariante perceptual.

Asi mismo, Balacheff enfatiza que la evidencia perceptual es tan fuerte en los
estudiantes que incluso puede hacer que ellos no lleguen a entender por qué es
necesario demostrarlo. Hasta cierto punto, la eficiencia del software ha eliminado la
necesidad de la demostracion.
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De acuerdo con lo expresado anteriormente, respecto a la visualizacion y las
representaciones externas, se atiende otro problema medular e importante que ha
despertado interés a nivel investigativo en el aprendizaje y de la ensefianza de la
Geometria. Dicho problema consiste en estudiar los procesos de argumentacion y
demostracién cuando se integra los AGD en las clases. Sin embargo, esta temética no
es materia de investigacion en este documento.

Por ultimo, es de recalcar que como profesores, se debe estar atento a los
fendmenos de visualizacion que se dan cuando se integran estas tecnologias, por
ejemplo, infundir la prudencia en los estudiantes ante actividades visuales ya que la
simple visualizacion de hechos geométricos en una pantalla no siempre da validez de
afirmaciones geomeétricas. Incluso las retroalimentaciones que da el ambiente puede
gue no sean obvias para los estudiantes, aunque puede parecer obvia para los ojos del
experto. De esta manera, Balacheff y Kaput (1996) mencionan que los profesores
deben ser conscientes de las caracteristicas del ambiente, y desde el punto de vista
didactico, recomiendan que el profesor se involucre en una negociacién especifica
con los estudiantes a fin de dar un estatus claro a estas caracteristicas.

2.2.4. Las Representaciones en Geometria y las Representaciones
Ejecutables.

Varios investigadores (Janvier, 1987; Kaput, 1987; 1992; Duval, 1992; Castro &
Castro, 1997; Rico, 2009; Arcavi & Hadas, 2000; Bedoya, 2002; Font, 2001;
Glasersfeld, 1995; Hitt, 1998; 2002; Lupiafiez & Moreno, 2001) coinciden en afirmar
gue para comprender un concepto, nocién, procedimiento, estructura o saber
matematico, es necesario hacerlo presente mediante varias representaciones. Es
decir, acceder a diversas maneras de representacion de un mismo objeto matematico
proporciona una caracterizacion global y una buena comprension de éste. Asi mismo,
han llegado a que no hay una Unica representacién que sea capaz de agotar en su
totalidad lo complejo de las relaciones que cada objeto matematico encierra.

Pero las representaciones matematicas en geometria tienen su complejidad. Por
eso este apartado se divide en tres partes. La primera explica los sistemas de
representacion®® en Geometria, la segunda los sistemas de representacion ejecutables

* Kaput (1987), Goldin y Kaput (1996) y Goldin y Shteingold (2001), en sus trabajos para comprender como
actGan las representaciones en el mundo matematico, sugieren que las representaciones matematicas no son
entidades aisladas, sino parte de un sistema que incluyen un conjunto de propiedades y reglas (una estructura)
necesarias para operar dentro y entre dichas representaciones. El conjunto de simbolos, graficos y reglas que
permite representar una estructura matematica han de responder a su caracter sistémico (Kaput, 1987), por ello se
habla de sistema o sistemas de representacién. Como ejemplo, dan lo siguiente: “una formula especifica, o una
ecuacion, o un grafico en coordenadas cartesianas, en particular, sélo tiene sentido como parte de un sistema mas
amplio dentro del cual el sentido y las convenciones han sido previamente establecidas” (Goldin y Kaput 1996, p.
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(Kaput, 1992; Balacheff & Kaput, 1996; Moreno, 2002b, 2002c; 2002d; 2002e;
2002f; Lupiafiez & Moreno 2001; Moreno & Sriraman, 2005; Moreno, Hegedus &
Kaput, 2008; Moreno & Hegedus, 2009; Hegedus & Moreno, 2011) que dan nuevas
formas de interactuar con los objetos matematicos, creando un ambiente donde el
estudiante tiene una exploraciéon dinamica y se da una mediacion en la construccion
del conocimiento geométrico. Y la ultima, acoge las sugerencias del tratamiento las
representaciones ejecutables desde la perspectiva de Arcavi y Hadas (2000).

Los Sistemas de Representacion en Geometria.

En el campo de la didactica de la geometria se ha sefialado reiteradamente que una
de las dificultades mas notoria para la comprension de la Geometria, al transitar de un
pensamiento geométrico informal hacia uno formal, es la falta de distincion entre el
dibujo y el objeto geométrico representado. Moreno (1998) argumenta que este
problema se da porque en Geometria, en un primer momento, se proporciona una
unica forma de representacion, la figural. Sin embargo, Duval (1992) como muchos
otros investigadores, incluyendo Moreno (1998), concuerdan en declarar que: “para
construir un concepto matematico, se necesitan al menos dos sistemas de
representacion que vayan dotados, ademas, de un mecanismo de traduccion de uno
hacia el otro” (Moreno, 1998, p. 11).

Un ejemplo claro se puede ver en la geometria analitica. En efecto, alli se tiene
una representacion algebraica y una representacién geométrica de un mismo referente
(el objeto matemaético) y se tiene también un mecanismo que permite transitar de uno
a otro sistema de representacion. En los casos en que solo se tiene un sistema de
representacion, es practicamente imposible desprender la “parte conceptual” de esa
sola representacion. Cada representacion puede ser interpretada como un modelo del
objeto matematico en cuestion. Solo que el acceso al objeto necesariamente pasa por
la integracion de los sistemas de representacion. En el caso de la geometria
euclidiana, lo predominante es la articulacion de dos sistemas de representacion: el
grafico, visual o figural con el verbal, o como le denomina Duval (1992), con el
discurso tedrico en lengua natural.

En cambio, en la geometria analitica es reconocido que el predominio del tipo de
representaciones es eminentemente algebraico, donde la influencia de los simbolos es
notable, sino fuese asi, no tuviese la connotacién y naturaleza matematica de
analitica. No obstante, se deben complementar las representaciones algebraicas con

400). Por lo tanto, las formas en que los estudiantes representan y conectan el conocimiento matematico,
funcionan como un vehiculo para comprender ese conocimiento profundo y asi lo puedan utilizar en situaciones
de resolucion de problemas.
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las gréficas, las geomeétricas, las iconicas, las dindmicas y ejecutables para que la
intuicién entre a jugar un papel fundamental de manera tal que pueda potenciar el
pensamiento matematico y los fendmenos de visualizacion matematica.

Los Sistemas de Representacion Ejecutables.

En la actualidad, para analizar la complejidad de la integracion y usos didacticos
de las herramientas en la Educacién Matematica, en relacién al aprendizaje de las
matematicas, a menudo es citado dos enfoques tedricos cognitivos: el instrumental y
la mediacion semidtica (Maschietto & Trouche, 2010). En este trabajo se tomo el
enfoque de la mediacion, particularmente, a partir del principio de mediacion
instrumental®® de Wertsch (como se cita en Moreno & Waldegg, 2002). El cual
declara que todo acto cognitivo estd mediado por un instrumento que puede ser
material o simbdlico.

Dado que el conocimiento depende de la mediacion y de acuerdo con los trabajos
de Moreno y Waldegg (2002) y Moreno y Hegedus (2009), entonces la persona
piensa es a traves de un sistema de representacion cuando ha sido incorporado a su
propia cognicion, lo que implica que, no existe una comprension de los objetos
matematicos al margen de una actividad representacional. Asi mismo, la cognicién
matematica, puede ser entendida en términos del surgimiento de sucesivos sistemas
de representacion evolutivos que tienen implicaciones epistemologicas para
comprender dichos objetos (Kaput, 1992; Moreno et al. 2008). De esta manera, lo
ratifican estos investigadores para darle una entrada a los nuevos sistemas de
representacion matematicos que se pueden encontrar en las tecnologias
computacionales.

De modo que una representacion matematica en un ambiente informético posee
una cualidad (Moreno & Hegedus, 2009), que esta ausente en el medio estatico, a
saber, la ejecutabilidad de la representacion. Esta es responsable de la clase de
interacciones que el estudiante puede tener cuando las matematicas quedan
“incrustadas” en el medio digital. Moreno (2002e) afirma que en la actualidad, los
ambientes informéaticos de matematicas, encarnan sistemas de representacion que
presentan caracteristicas novedosas: son ejecutables, y virtualmente producen

% |_a mediacién instrumental aparece como un principio central para pensar y analizar las funciones por las cuales
el Cabri (como instrumento) influye en la construccion del conocimiento matematico del estudiante, mediante sus
acciones y co-acciones. Ya que el Cabri no llega a constituirse en un instrumento neutral o auxiliar en la actividad
matematica sino que hace parte activa de los esquemas cognitivos del estudiante. En lo que sigue de la tematica
sobre las Representaciones en esta investigacion, se observara que los Sistemas de Representacion Matematicos y
Ejecutables se constituyen también en instrumentos de mediacion.
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funciones cognitivas que anteriormente eran privativas de las personas. Moreno y

Sriraman, (2005), dan un ejemplo al respecto:
Una funcion cognitiva es la graficacion de funciones. La graficacion de
funciones es diferente al realizarla con un ambiente informético que cuando se
hace mediante lapiz y papel. En este Gltimo ambiente, se requiere cierto nivel
de destreza en la manipulacion algebraica pero en un ambiente informatico se
requiere que deba interpretar la grafica. Estos dos [ambientes] son
complementarios pero no equivalentes. (p. 481)

Otra caracteristica de los usos de los ambientes informaticos matematicos es que
ofrecen diversas representaciones del mismo objeto matematico y en las cuales se
puede interactuar, hacer relaciones matematicas entre el mismo sistema de
representacion, y lo que es mas importante, permiten pasar de un sistema de
representacion a otro, es decir, hacen posible de manera automatica la articulacion
entre mas de un sistema de representacion (Kaput, 1992).

Con ellas, se pueden obtener propiedades y relaciones matematicas de los objetos
matematicos, distintas a las que se observan mediante l&piz y papel. Moreno (2002¢)
afirma que esto no convierte al estudiante en un “desempleado” y que esto tiene
consecuencias diversas para el proceso de construccion del conocimiento, pues ahora,
su trabajo consiste mas en interpretar, analizar matematicamente (Kaput, 1992) y
reflexionar sobre los fendbmenos y los objetos nuevos, que aparecen en la pantalla y
que son el resultado de la ejecucion (Moreno & Sriraman, 2005).

De esta manera, el caracter estatico que poseen los sistemas de representacion
tradicionales se puede complementar con las representaciones ejecutables, las cuales
son manipulables, dindmicas, con capacidades visuales, gestuales y que “la
ejecutabilidad de la representacion del objeto matematico incrementa la expresividad
matematica”. (Moreno, Hegedus & Kaput, 2008, p. 102). Asi mismo, permiten actuar
directamente sobre ellas e intervenir matematicamente. Estos investigadores se
refieren a esta intervencion con el término de co-accion que se explicara a
continuacion.

Las Representaciones Ejecutables y Dinamicas en los AGD.

Desde una perspectiva evolutiva®® Moreno et al. (2008) afirman que los sistemas
de representacion matematicos han tenido una transicion desde lo estatico hasta lo

4 |a perspectiva evolutiva viene de los trabajos de los autores referenciados (Moreno et al, 2008). Ellos afirman
que la comprensién del objeto matematico evoluciona cuando es sometido a un proceso iterativo de
representaciones. Y que el objeto siempre esta en construccion. Cada representacion afiade una nueva arista a la
comprension del objeto y de esta manera se constituye el objeto en evolucion. De esta manera declaran que la
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dindmico. Por ejemplo, las exploraciones matematicas en un AGD como Cabri, estan
mediadas por sistemas de representacion ejecutables que son activos. Todas estas
caracteristicas que presentan los sistemas de representacion ejecutables, se enfocan
primordialmente en el medio en el cual el usuario (estudiante o profesor), opera. Para
describir este cambio, introducen el término co-accion, el cual significa que quien
ejecuta la accion con un AGD, puede pensar y explorar al guiar y ser guiado por el
mismo ambiente informatico, como una actividad fluida, siendo la co-accién méas que
una iteracion de las interacciones entre el usuario y el ambiente computacional. En
este sentido, Hegedus y Moreno (2011) afirman lo siguiente:

La nocion de co-accion explica como los usuarios de tecnologia estan
involucrados en algo mas que una empresa semidtica tradicional cuando
interactUan con un “interfaz” digital; en cambio, ésta nos permite pensar y
explorar al guiar y ser guiado por el mismo ambiente informatico. Esto es una
relacion reciproca —co-accion—y no sélo un arreglo unilateral de interaccion.
Un ambiente [como Cabri] que permite a los usuarios construir cosas y ver la
interaccion entre sus acciones de-constructivas y re-constructivas presenta un
intercambio fisico y dinamicamente entre la fuerza presionada en el raton [del
computador] para la accidén programatica. Vemos que las acciones de nuestra
fuerza presionada han estado estructurando una accion pensada. (p. 3)

Al respecto de este tipo de representaciones en los AGD, Kaput (1992) afirma que
son interactivas, porque precisamente se pueden modificar interactivamente:
transportandolas por toda la pantalla del computador o de una calculadora
graficadora, rotando las figuras, alargandolas, modificando valores de una funcion y
observando la variacion en el resultado instantaneamente e incluso dinamizandolas.
Por ello, se dice que la geometria que se puede trabajar y estudiar con Cabri es una
Geometria Dinamica. Cabe destacar que las representaciones dinamicas son
geométricas y pueden ser ejecutadas por el usuario o por el ambiente mismo, pero
también estan disponibles en contextos algebraicos como numeéricos.

Lo que permite que el estudiante tenga acceso a realizar conjeturas y a generalizar
lo que esta ejecutando cuando arrastra los puntos que se dejan mover sobre un objeto,
el cual dindmicamente va re-dibujando y actualizando la informacion, en tiempo real,
sobre la pantalla a medida que el estudiante arrastra el raton. Al hacer esto, él puede
eficientemente probar grandes iteraciones de la construccion geométrica.

objetividad se incrementa a medida que se afiade un sistema de representacion. De modo que la complejidad del
objeto no sdlo es “matematicamente pura” sino que involucra la dimension cognitiva.
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F{ es el centro de la circunferencia C.

La recta # es la mediatriz del segmento
QF; donde F; es un punto libre
cualquiera que esta en el interior de la
circunferencia C' y Q es un punto sobre
la circunferencia C. P es el punto de
interseccion entre la recta /1 y el
segmento OF y genera un lugar
geométrico cuando se mueve () sobre
la circunferencia C.

Figura 16: Una representacion ejecutable y dinamica de un lugar geométrico. (Moreno et al., 2008, p. 104)

En la Figura 16, se aproxima a ilustrar este dinamismo a través de una fotografia
de tal accién fisica, sin embargo, es de aclarar que esta imagen estatica no comunica
adecuadamente la verdadera naturaleza de las representaciones dinamicas. En este
ejemplo, a medida que el usuario mueve Q, el AGD va actualizando la representacion
dindmica de todas las posibles iteraciones, o “soluciones” de las restricciones de la
construccién geométrica y va generando un lugar geométrico. La manera en que los
objetos fueron construidos geométricamente, restringe el camino de P para formar
una elipse. En efecto, como se forman dos triangulos rectangulos RPQ y RPF, por
ser m la mediatriz del segmento QF,, los dos triangulos son congruentes, lo cual
implica que PQ=PF, y como se cumple que F;Q = F,P + PQ, reemplazando PQ por
PF, en la anterior suma, se tiene: F;Q = F;P + PF,, cuya suma es constante ya que
F;Q es el radio de la circunferencia C. En consecuencia, este lugar geomeétrico
generado por la familia de puntos P cumple con la definicion de elipse.

Ciertamente, en la Figura 16, segin Moreno et al. (2008), se ha discretizado este
movimiento fisico y no sélo el usuario ha construido activamente la elipse sino que
también ha tenido a mano la posibilidad de un medio flexible donde los figuras
pueden ser deformadas con la ingenieria preservada, a través de una accién dinamica.
Para ejemplificar lo anterior, si se arrastra un foco cualquiera de la elipse, sea por
ejemplo, F; o F,, el medio re-acciona produciendo una nueva elipse. Dicha accion
dinamica permite una serie de construcciones que pueden ser instantineamente
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creadas, revelando asi la plasticidad del objeto que no pierde su identidad de ser
elipse.

Moreno et al. (2008) contintan sefialando que el medio puede mantener tanto la
traza de la construccion como las acciones, pero mas aun, las co-acciones entre el
usuario y el ambiente. Al observar este resultado, Moreno y Hegedus (2009)
enfatizan que:

el estudiante no permanece en un estado cognitivo neutro, sino que es
estimulado a desencadenar una nueva accién generando asi un proceso
interactivo. En el medio digital, la accion no le pertenece al actor/estudiante,
sino que es compartida entre el actor y el medio. La exploracion matematica
en un medio digital estd mediada por los sistemas de representacion activos
[ejecutables]. (pp. 516-517)

No obstante, en la manipulacion de los objetos matematicos aparece un problema
representacional y es que tales objetos se dejan tratar como si fuesen reales, es decir,
se dejan “agarrar” y arrastrar, y al actuar sobre ellos, Balacheff y Kaput (1996) han
resaltado que esto es un valor agregado y beneficioso que trae consigo los ambientes
computacionales para la exploracion matematica pero siempre basados en el proceso
de reificacion®’ de los objetos abstractos y las relaciones matematicas entre ellos. Asi
mismo, esto conlleva a promover una transformacion de la experiencia matematica
del estudiante que es de orden epistemoldgico.

En consecuencia, Laborde (1998), Balacheff (2000) y Moreno y Hegedus (2009)
afirman que ocurren cambios en los objetos matematicos cuando se trabajan en estos
ambientes debido a las caracteristicas que le otorga la ejecutabilidad del sistema de
representacion. Lo que conlleva a que el conocimiento que emerge, mediado por estas
tecnologias, sea diferente al generado en ambientes estaticos como el del lapiz y
papel. Estos cambios de las representaciones de los objetos pueden ser tan profundos
gue pueden llegar a transformar no solo la naturaleza de los objetos matematicos sino
también la naturaleza de las co-acciones (Laborde (1998), le denomina retro-
alimentaciones a las interacciones entre el estudiante y el medio) y por ende, los
problemas planteados a los estudiantes también cambian.

Moreno y Hegedus (2009) afirman que la ejecutabilidad es la causante de la co-
accion entre el estudiante y el medio que responde a sus acciones respetando y
relacionando las restricciones (Trouche, 2005) del universo interno, grabado en el
procesador del computador, la interfase, por ejemplo las representaciones en pantalla
y el universo externo, lo que se puede hacer con lapiz y papel. Este nuevo realismo

“1 La palabra reificacion significa pensar, tratar algo 6 reducir algo que es abstracto a la condicién de que fuese un
objeto real y tangible.
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matematico, como lo denomina Moreno (2002b), cuando se articulé con el hecho de
que el computador llega a ser un nuevo compafiero en el contrato didactico, de
acuerdo con la Teoria de las Situaciones Didacticas, obliga a extender la
Transposicion Didéactica (Chevallard, 1997) de las matemaéticas a una Transposicion
Informética (Balacheff, 1994; 2000).

Balacheff (1994; 2000) acuiia el término Transposicion Informéatica denominando
al proceso que conduce a la especificacion y posterior puesta en practica de un
modelo de conocimiento. Balacheff (1994) la define como: “se refiere al trabajo
necesario para cumplir los requisitos de la representacion simbdlica y la puesta en
practica de esta representacion en un dispositivo informatico”. Dado que no es
posible encontrar una solucidn que evite una desviacion entre las representaciones y
lo que intentan representar, estos problemas podrian tratarse cambiando las cuestiones
relacionadas con la fidelidad por aspectos relacionados con la delimitacién del
dominio epistemoldgico de validez de la modelizacidn o de la representacion escogida
(Balacheff, 2000). Pero en este caso acontece otro problema: el de la fidelidad de la
representacion de los objetos matematicos.

En efecto, en la literatura especializada acerca de los fendmenos didéacticos al
trabajar los usuarios (profesores o estudiantes) de las TIC, aparece que este problema
se refiere a la relacién entre una representacion matematica que se quiere dar a
comprender y lo que se representa en una pantalla, que la comunidad de informaticos
alude en términos de fidelidad. Este nuevo realismo también conduce a cambios cada
vez mas profundos en el curriculo y en los contenidos (Balacheff, 2000), y esto
representa un desafio para suposiciones ampliamente conocidas acerca de qué
matematicas son susceptibles de ser aprendidas y por cuales estudiantes y cuando
pueden ellos aprenderlas.

¢Y de qué manera se sugiere la relacién entre las representaciones usuales
de las conicas con las representaciones ejecutables de las mismas?.

Por dltimo, para responder a esta pregunta, siguiendo las recomendaciones de
Arcavi y Hadas (2000), las representaciones matematicas usuales de las conicas en
geometria analitica son simbolicas o algebraicas, que en el ambiente tradicional de
lapiz y papel son estéaticas y absorben el trabajo del estudiante, disociando lo visual y
lo dindmico de un problema geométrico. Asi que la sugerencia es la introduccion de
este tipo de representaciones matematicas vaya después de que se dé la interaccion
entre el estudiante y el medio informético. En otras palabras, la representacion
simbdlica debe ir al final de la co-accion, de la exploracion y que segun estos autores
(Arcavi & Hadas, 2000), lo anterior desempefiaria una extension mas explicativa,
interpretativa y corroborativa de lo que sucede en una pantalla de un AGD.
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2.2.5. Las Construcciones Geométricas.

En este dltimo apartado de la dimension cognitiva, se presenta la conexion entre
las figuras y los instrumentos para construirlas, de tal manera que sirva para el
reconocimiento de propiedades geométricas en las mismas y se explican sus razones.

Luego se precisa una definicion de lo que significa una construccion geométrica a
partir de la geometria sintética. Inmediatamente, se presentan dos tipos de
construcciones geométricas en los AGD, las robustas y las blandas. Por Gltimo, se
presenta una argumentacion acerca de cdmo este tipo de construcciones sirven de
puente entre el nivel espacio — grafico y tedrico de las figuras geométricas. Por
ultimo, se sefialan las interrelaciones y diferencias entre las robustas y blandas.

Las construcciones como actividades de entrada y relacién entre las figuras
y los instrumentos.

Duval (2004) reconoce esta importancia de trabajar alrededor de las figuras para
poder reconocer sus propiedades geométricas. De esta manera, hace una clasificacion
de las actividades didacticas propuestas a los estudiantes para desarrollar procesos de
pensamiento geométrico, en funcién del papel que se les otorga a las figuras y la
utilizacion que se hace de ellas. Reconoce cuatro tipos de acercamientos a las
actividades y las denomina: el boténico, en el cual los estudiantes deben reconocer,
distinguir y clasificar formas euclideas; el agrimensor gedmetra, donde deben medir
longitudes (distancias, bordes de superficies, etc.) sobre un terreno o sobre un dibujo;
el constructor, donde deben producir con instrumentos de construccion,
configuraciones de formas o figuras y el inventor manitas, el cual deben trasformar o
reconfigurar las figuras dadas en otras.

Segun Duval (2004), los tres primeros acercamientos son las mas frecuentes y las
mas practicadas en la ensefianza de la Geometria. Sin embargo, resefia una quinta
entrada (Duval, 2004) que es la visualizacion matematica la cual consiste en
descomponer las figuras en unidades figurales.

Al respecto se toma postura por la tercera entrada que Duval (2004) plantea. En
consecuencia, las construcciones geométricas son una estrategia que posibilita tanto
la integracion de los AGD en las clases de geometria analitica, en particular para la
comprensiéon de las conicas se usan representaciones geomeétricas, como para la
formacion de pensamiento geométrico.
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De esta manera, Duval (2004) precisa que es la entrada obligatoria para el estudio
de las figuras geométricas ya que para realizarla, primero que todo, no se puede
dibujar a mano alzada, y segundo, explicita la necesidad de un instrumento para su
elaboracion y su relacion con la figura. Asi mismo, agrega que para producir formas
visuales en un soporte fisico, Ilamese papel, o en pantallas de computador, por medio
de un instrumento entonces cambia completamente la relacion con las formas
percibidas y con las configuraciones de las figuras, de tal manera que los estudiantes
no solo tomen consciencia de lo perceptual sino de lo teorico.

En efecto, la utilizacién de un instrumento da la posibilidad de experimentar,
de alguna manera, las propiedades geométricas como limitaciones de
construccion: para cada forma visual que no estad producida directamente por
un instrumento, se necesitan varias operaciones de trazado. Y lo mas a
menudo, es que haya un orden para efectuar estas operaciones. No tenerlo en
cuenta hace que la construccion sea imposible. Sin embargo, todo cambio de
instrumento entrafia un cambio en las propiedades geométricas que deben ser
movilizadas de manera explicita. Es a través de la utilizacion de un
instrumento como los alumnos pueden verdaderamente tomar conciencia de
que las propiedades geométricas no son solamente caracteristicas perceptivas.
(Duval, 2004, p. 165)

Prolonga su explicacion, detallando que la actividad de construccion debe de ser
explicitada por los estudiantes a través de una actividad de descripcion:

Cada operacion de construccion puede ser formulada en una instruccion, esta
formulacién debe evidentemente implicar la denominacion de los objetos y las
propiedades geométricas movilizadas. Es esta la posibilidad la que se ha
puesto sistematicamente en marcha en todas las situaciones donde hay que
describir un procedimiento de construccion que permita a otro alumno
reproducir la figura. (Duval, 2004, p. 165)

Y es precisamente con este tipo de actividades donde los didactas de la geometria
se han dado cuenta gue ingresa la ayuda de instrumentos informaticos tales como los
AGD para la ensefianza de la Geometria. Duval (2004) también reconoce que a lo
largo de los ultimos veinte afios, se ha visto un renacimiento del estudio de la
geometria en el &mbito escolar al integrar las TIC.

Otra ventaja de los AGD, ademas de la ya considerable ejecucion automética de
las actividades de construccion, es la de suprimir completamente las aproximaciones
compensadoras de la mano en la utilizacion de los instrumentos. En otras palabras,
para fijarse en las propiedades geométricas entonces se recomienda realizar una
construccién geométrica con la mediacion de un AGD como Cabri.
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El papel que Duval le concede a los instrumentos en el reconocimiento de las
propiedades geométricas hace visible un argumento que claramente va en contravia
de aquellos planteamientos que se apoyan en las concepciones derivadas de la
Matemética Moderna (Kline, 1986) desde las cuales se proscribié el uso de
instrumentos para la construccion de conocimiento geométrico.

Definicion de construccion geomeétrica a partir de la Geometria Sintética.

A continuacion se presenta una contextualizacion desde la geometria Sintética de
lo que significa una construccion geometrica.

Las construcciones geométricas nacieron en los albores de lo que se conoce como
geometria sintética, sin embargo, puede que este término sea el rival de la expresion
que aparece repetidamente en este trabajo: geometria analitica. Para explicitarlo,
Klein (1927) escribi6 las diferencias entre estas Geometrias, asi como su postura
desde el punto de vista matematico, en el segundo tomo de su obra Matematica
Elemental desde un punto de vista superior. En este volumen, discurrié sobre la
geometria en general y en particular sobre las figuras geométricas. Alli, él determind
la diferencia entre la Sintética y la Analitica de la siguiente manera:

Ante todo, quisiera yo examinar la diferencia entre geometria analitica y
sintética. En su primitivo significado, las palabras analisis y sintesis [**], se
refieren a dos diferentes métodos de exposicion [...] También en la Geometria
escolar se acostumbra hablar de un Analisis de las construcciones
geometricas, cuyo prototipo es el siguiente: Consideremos el triangulo
buscado como conocido, descompongamosle en cada una de sus partes, etc..
En la Matematica superior, estas palabras tienen otro significado muy distinto,
pues se llama geometria sintética, aquella en la cual las figuras se estudian en
si mismas sin intervencion alguna de formulas, mientras que en la analitica
éstas se aplican constantemente mediante el uso de los sistemas de
coordenadas. (p. 73)

Luego Klein aclara que esta diferencia entre ambas especies de geometria estriba
en un aspecto puramente cuantitativo, a saber:
Segun que predominen las férmulas o las figuras, se tiene una u otra
Geometria, ya que una geometria analitica no puede, sin perder su nombre,
prescindir en absoluto de la representacion geométrica, ni, por el contrario, la

2 | os modos de razonamiento matematico de analisis y sfntesis en matematicas son descritos en otro pie de
pagina cuando se alude al problema de Pappus en la dimensidn histérica — epistemoldgica de este capitulo.
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geometria sintética puede ir muy lejos sin expresar de un modo preciso, con
férmulas adecuadas, sus resultados. (Klein, 1927, p. 74)

Haciendo estd pequefia aclaracion y digresion, se precisa la conexién con lo
sintético para pasar a exponer la perspectiva historica pertinente. Es precisamente el
hacer una figura y con qué instrumentos formarla. En efecto, uno de los temas
favoritos y que mas cautivo la atencion de los gedmetras griegos antiguos, fue el de
las construcciones de figuras geométricas. La tradicion de los gedmetras clasicos,
entre ellos Euclides, era de hacer uso exclusivo de los instrumentos: regla y compas.
Los historiadores han atribuido a Platon el establecimiento de esta restriccion, de
utilizar tales instrumentos como una normatividad del juego intelectual (Eves, 1969 y
Martin, 1998) entre los matematicos griegos de la época, de modo que para jugar
debian remitirse exclusivamente a su uso. En consecuencia, se volvio para éstos, algo
normal el utilizar la regla y el compéas para construir figuras. Aunque no todos los
griegos siguieron la restriccion de usar Unicamente estos instrumentos, pues
Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.) utiliz6 métodos mecanicos para construir
curvas geomeétricas complejas tales como las espirales.

En todo caso, el énfasis que se desea hacer con respecto al uso de la regla en las
construcciones geométricas realizadas por los griegos, es que la utilizaban para
dibujar lineas rectas usando el borde rectilineo. Dicho instrumento no tenia marcas,
por lo tanto no se podia usar para medir, sefialar distancias o transportar distancias. Y
el compas era colapsable®.

Pero es precisamente en la obra Euclidiana, donde aparece sistematicamente lo que
es una construcciéon pero sin que Euclides la hubiese definido. Para entender el
sentido de las construcciones geométricas euclidianas y el significado de un
problema de construccion geométrica desde la geometria sintética, es necesario
precisar algunos elementos de la estructura axiomatica de los Elementos. Al respecto
se tuvo en cuenta a Martin (1998) cuando sefala:

Una definicidbn es una abreviacion. Las definiciones pueden abreviar
conceptos matematicos tanto con simbolos como con palabras, que son,
después de todo, también simbolos. [...] Algunos sostienen que el arte
principal de la creacion de las mateméticas es la formulacion de las
definiciones adecuadas. Todos los estudiantes saben que en las matematicas lo
primero que se debe dominar en cualquier clase de matematicas son las
definiciones. Como decia Sécrates, el principio de la sabiduria es la definicion
de los términos. (p. 2)

“ El compas colapsable, también denominado compés plegable, o compés euclidiano, es un instrumento
idealizado por los gedmetras griegos de la antigiiedad que permite trazar una circunferencia con un radio arbitrario
pero no permite transportar las distancias o aberturas. Es como si cuando el compas se levanta del plano de
trabajo, se le perdiera la abertura inicial que tenia.
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Asi que Martin (1998), define lo que es una construccion geometrica, a la luz de
un estudio que le hace a las proposiciones que aparecen en los Elementos. Afirma que
las proposiciones en esta obra son de dos tipos: teoremas y problemas. Los teoremas
son enunciados que tienen una demostracion basada en una serie de postulados y
teoremas demostrados previamente. En tanto que los segundos, los problemas, son
enunciados donde se pregunta por alguna nueva entidad geométrica creada a partir de
unos objetos geométricos dados. Martin le denomina construccion a la solucién de tal
problema. Esta construccion por si misma es un teorema en Euclides, que requiere
una demostracion y por ultimo, presenta una analogia cuando se refiere a que la
construccién adquiere la forma de una receta:

Esta construccion es en si misma un teorema, que requiere una demostracion y
adquiere la forma de una receta: Si uno hace esto, aquello y lo otro, entonces
conseguira eso. Esta receta matematica es llamada un algoritmo. Asi que una
construccion es un tipo especial de teorema que es también un algoritmo.
(Aqui se muestra la siguiente analogia: Problema: haga un pudin.
Construccion: es la receta y la Demostracion: es probarlo y comerlo para saber
si quedo bien hecho). (Martin, 1998, p. 2)

Sin embargo, a pesar de que Martin (1998) describe las construcciones
geometricas a partir de una secuencia (Enunciado del Problema — Construccion —
Demostracion) que sirve para solucionar un determinado problema geométrico,
afirma que por lo general se entiende como el algoritmo geométrico o los pasos que
permitieron realizar la representacidn del objeto geométrico solicitado, no obstante,
resalta que deberia de significar también el dibujo al que se refiere el enunciado,
usando los instrumentos mencionados. Asi llega a afirmar que la construccion en la
geometria sintética es la combinacion de la secuencia enunciado — construccion —
demostracién, que en si misma llega a ser un teorema y ademéas es la figura
producida, refiriéndose a la figura como un conjunto de puntos en el plano.
Asimismo, considera el término boceto o bosquejo a una representacion grafica que
es informal, es decir, a un dibujo realizado a mano que puede referirse a la
construccioén. Por lo tanto, para Martin (1998) un dibujo tampoco llega a ser una
figura porque para realizar una figura, se debe emplear instrumentos, tal como afirma
Duval (2004).

Ahora bien, segin Santos-Trigo (2007) y Santos-Trigo, Espinosa y Reyes (2008),
expresan que un paso comun en el analisis de la informacion que se presenta
alrededor de una construccion geométrica es esbozar la representacion mediante un
dibujo. Segun Schoenfeld (1992, como se cita en Santos-Trigo, 2007), generalmente
el estudiante separa una construccién de una demostracion y pocas veces tiene la
oportunidad de discutir la importancia y plausibilidad de una construccién, asi como
de su exactitud realizada de la figura bajo la construccion.
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La apariencia del bosquejo puede ser plausible y utilizarse libremente para
establecer una cadena de razonamientos que eventualmente culmine con
alguna afirmacion. Aqui la validez de la afirmacion se asocia con la precision
del bosquejo. Resulta evidente que con la ayuda del software [se refiere al uso
de un AGD], el estudiante puede realizar una construccion exacta de la
situacién y partir de informaciébn mas confiable de la que le puede
proporcionar un bosquejo o representacion aproximada de la situacion. Los
estudiantes no sélo pueden mirar, sino también medir, comparar y cambiar
figuras de manera directa. Ademas, con el software dindmico tienen
oportunidades de aprender a experimentar y detectar los casos que son
susceptibles de un analisis matematico. (Santo-Trigo, 2001, p. 60)

Las construcciones geométricas en los AGD.

Ya se ha sefialado que las construcciones geométricas ocupan un papel importante
en la geometria sintética y se constituyen en un medio para articular las
representaciones graficas con las representaciones verbales de enunciados
geométricos, al hacer explicitas relaciones geométricas en el uso de los instrumentos
de construccion. La congruencia, el paralelismo, la perpendicularidad, la
equidistancia, la curvatura, entre otras propiedades, se hace evidente al usar un
compas, una regla, u otro instrumento de dibujo. De la misma manera, los AGD,
favorecen que los estudiantes se familiaricen con los objetos geométricos, asi como
con sus construcciones. lgualmente ayuda al establecimiento de las propiedades
geométricas de los objetos construidos al visualizar y reconocer los cambios que se
producen al modificar pardmetros de su construccion y detectar los invariantes que se
mantienen al ponerlos en movimiento o frente a las transformaciones de los objetos
construidos, para luego, por ejemplo, formular conjeturas.

Asi mismo, como se ha mencionado anteriormente, la accion del el arrastre es la
gue permite el movimiento de los objetos geométricos construidos, lo que conlleva a
que los estudiantes tengan una experiencia gréafica que hace que observen una figura
en la que se desplazan los elementos variables. Laborde (2005b) precisamente
aludiendo a las nociones de variable y variacion en matematicas, explicita que en los
AGD se dan dos paradigmas en el uso de la variacion: “el paradigma de las
construcciones robustas y el paradigma de las construcciones blandas” (Laborde,
2005b, p. 2).
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Construcciones Robustas y Construcciones Blandas en los AGD.

Para presentar una definicion de estos dos tipos de construcciones en los AGD,
Laborde (2005b) inicia su produccion tedrica afirmando que la variacion es la esencia
de los Ambientes de Geometria Dindmica. Y que la dualidad variacidn/invariante
permea a todas las matematicas, incluyendo a la Geometria. En este marco, expresa
que todo teorema en geometria lleva inmerso una propiedad invariante y afirma que
la variabilidad, por lo general, los estudiantes no lo notan, mas aun, no se percatan de
una generalidad inmersa en el teorema:

Una propiedad geométrica es un invariante satisfecho por un objeto variable
en la medida que este objeto varia en un conjunto de objetos que satisfacen
algunas condiciones comunes. La variabilidad de los objetos geométricos es
generalmente invisible porgue la formulacion de una propiedad geométrica es
tratada la mayoria de las veces con referencia a un objeto estatico Unico,
siendo los cuantificadores implicitos. [...] Esto no deja de causar problemas
para los estudiantes quienes no perciben la generalidad de los teoremas o las
propiedades. (Laborde, 2005b, p. 1)

Por lo tanto, los AGD exteriorizan dicha dualidad de una manera tangible por
medio del movimiento en el plano, gracias al arrastre. Al respecto, afirma:

Cuando una figura es construida para satisfacer un conjunto de condiciones,
las propiedades que se derivan de ellas son preservadas en el arrastre de un
elemento de una figura. Dichas propiedades permanecen invariantes en el
modo arrastre emergiendo a partir del contraste con las propiedades
cambiantes de la figura en el modo arrastre. (Laborde, 2005b, p. 1)

En consecuencia, las construcciones robustas son construcciones geomeétricas
hechas en un AGD de una figura que satisface unas condiciones geométricas para las
cuales el modo de arrastre preserva sus propiedades. Tales construcciones deben ser
hechas usando objetos geométricos y relaciones geométricas que caractericen la
construccion obtenida. En tales construcciones, la variacion gracias al arrastre es
usada como un medio de verificacion o criterio de validacion (Jones, 2000), de tal
forma que puedan visualizar nuevas propiedades sobre las figuras construidas. En las
construcciones blandas o suaves (esta palabra proviene de la traduccidn al espafiol de
la palabra soft), la variacion es parte de la construccion en si misma y una propiedad
se hace visible s6lo cuando otra se satisface (0 se cumple). La satisfaccion simultanea
de dos propiedades permite suponer que una es consecuencia de la otra. Es decir, en
las blandas, la construccion que se hace de una figura, no satisface todas las
propiedades. Estas, por lo general, se hacen a ojo, sin aludir a la teoria y son
invalidadas por el modo de arrastre dado que se hace visible que algunas de las
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condiciones no son satisfechas. De acuerdo a Laborde (2005b), es posible mostrar
como el paradigma suave puede contribuir al aprendizaje. Igualmente sefiala que las
construcciones blandas por una parte pueden ser parte de lo “privado” del trabajo de
los estudiantes y se debe ayudar a identificar las relaciones de dependencia entre las
propiedades. Al respecto, Healy (2000) sefiala unas diferencias entre las robustas y
blandas, que emergen alrededor del tema de la dependencia y que estas dos clases de
construcciones llegan a ser complementarias:

En las construcciones robustas la dependencia es demostrada por el hecho que
una relacioén permanece invariante a través del arrastre. Durante la prueba del
arrastre la atencion puede moverse de lo general a lo especifico, a medida que
una “familia” de Cabri-dibujos con la misma estructura es producida. En las
construcciones blandas, este no es el caso. En lugar de eso, el arrastre es parte
de la construccion no de la verificacion y los estudiantes observan como la
propiedad de dependencia se hace evidente en el punto en el cual otra
propiedad es manualmente (y visualmente) satisfecha. Esto es, el caso general
puede emerger a partir de lo especifico durante la bisqueda minuciosa del
conjunto de puntos de un lugar geométrico en el cual las condiciones dadas
son satisfechas. (Healy, 2000, p, 111)

En este sentido Laborde (2005b) indica que estos dos tipos de construcciones
pueden ser usadas en la ensefianza de las matematicas estudiar el funcionamiento de
enunciados y conectores de la logica simbolica tales como la implicacion, una
propiedad valida, hipotesis y conclusiones.

En los ejemplos que Laborde (2006) da sobre estos dos paradigmas, afirma que en
la exploracion hecha con el AGD, el estudiante puede descubrir un teorema diferente
al hacer una blanda y que se pueda revelar una propiedad diferente ante una robusta.

El nivel Tedrico y el nivel Espacio — Gréafico que se entrelazan cuando se
construyen figuras en un AGD.

Laborde (2005b) asevera que se adoptaron las construcciones robustas al comienzo
de la incorporacion de la Geometria Dinamica en la ensefianza de la Geometria, ya
que se estilaba solicitar a los estudiantes tales construcciones, debido a que se
consideraban importantes, y hacian superar las dificultades de los estudiantes
(Laborde, 2005a), el cual consistia en hacerlos pasar del nivel espacio — grafico de las
figuras a un nivel teorico. La primera que acufio los términos robustas y blandas fue
Healy (2000) y asi mismo declard que las construcciones blandas siempre han estado
desde el comienzo de los AGD, pero s6lo se reconocieron después de 15 afios de su
nacimiento, cuando efectué un meta-estudio a las investigaciones con AGD, al tener

103



en cuenta los registros y observaciones en el aula (Healy, 2000). Pues ocurre que
siempre que el profesor exige a los estudiantes que hagan una figura, el profesor en
definitiva, esta esperando es que realicen una construccion robusta, es decir, espera
que trabajen en el nivel de la Geometria, que acudan a la teoria o al saber
matematico, mientras que los estudiantes usualmente se quedan en el nivel perceptual
0 espacio — grafico y tratan de satisfacer Unicamente restricciones visuales o
deduciendo propiedades empiricamente al verificar el dibujo.

En el Esquema 5, se puede resumir esta interrelacion.

Figuras en un

AGD - 7 -
con base en Nivel Teorico

Construcciones
Geométricas

Nivel
Espacio - Gréfico

Esquema 5: El papel que juegan las figuras en un AGD gracias a las construcciones.

En efecto, Laborde (2005a) menciona que las figuras en la Geometria de dos
dimensiones, juegan un papel oculto y ambiguo: por un lado, el nivel espacio —
grafico se refiere al dominio donde se instancian los objetos geométricos, por medio
de dibujos en el papel, o en una pantalla de computador, o por medio de movimientos
producidos por un punto articulado a un mecano o artefacto mecénico. En estas
representaciones externas que son entidades graficas, se pueden realizar mediciones
particulares, en las cuales es posible realizar acciones fisicas, y ademas expresar ideas
de ellas, interpretaciones, opiniones y juicios. Por otro lado, esta el nivel tedrico,
referente 0 dominio donde se encuentra la teoria geométrica, los objetos teoricos, los
teoremas, las reglas de accion, relaciones y operaciones de esos objetos, asi como
también juicios acerca de estos, que pueden ser expresados en varias
representaciones.

Por lo tanto, considera que la interrelacion entre estos dos niveles es parte esencial
del significado de la geometria (Laborde, 2005a). Pero estan estrechamente
entrelazados, en las figuras hechas en un AGD, porque estas deben de resultar de una
construccion donde se usen una serie de primitivas geometricas, expresadas en
términos geométricos, seleccionadas por el usuario. Laborde (1998) establece: “El
dispositivo obliga a la distincion entre trazado y procedimiento de trazado” (p. 44),
con lo cual se fomenta el pensamiento algoritmico. Y una caracteristica importante de
esas figuras es su cuasi-independencia del usuario, una vez que ellas han sido
creadas:
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Cuando el usuario arrastra uno de los elementos de la figura, ésta puede ser
modificada de acuerdo a la geometria [a la naturaleza] de su construccion méas
que a los deseos del usuario. Esto no sucede en el caso de los dibujos
realizados con l&piz y papel, en el cual puede ser ligeramente tergiversado por
los estudiantes para encontrar sus propias expectativas. (Laborde, 2005a, p.
165)

En consecuencia, Laborde (2005a) asume que los AGD favorecen esta conexion
entre los aspectos espacio — gréaficos y los geométricos como invariantes al desplazar
la figura, y este movimiento exterioriza la necesidad de ciertas condiciones en
contraste con la contingencia de otras (Laborde, 2005b). Asi mismo, gracias al
desplazamiento, se puede descalificar las propiedades espacio — graficas no
necesarias (Laborde, 2006).

De lo anterior se puede afirmar que los AGD, gracias a las construcciones
geométricas realizadas en ese ambiente, son un puente (Cuoco & Goldenberg, 2000;
Olivero & Robutti, 2001; Sandoval, 2009) que permite la transicién del nivel de
percepcion visual al nivel tedrico y viceversa. Al respecto, Laborde (2005a) considera
lo siguiente:

Lo que es importante es que los problemas en el ambito escolar requieren del
uso de ambos dominios [el espacio — grafico y tedrico] y varios pasos entre
ellos. [...] Consideramos que este proceso de ida y vuelta entre T [se refiere a
lo tedrico] y a lo SG [se refiere a lo espacio — grafico] toma lugar adn entre
expertos en la geometria escolar tales como los profesores. (p. 162)

Por ejemplo, las exploraciones que surgen con el arrastre al usar la herramienta de
medida de un AGD, se quedan en el nivel espacio — grafico, (Olivero & Robuitti,
2001; Garzén & Fernandez, 2006) por la necesidad que les surge a los estudiantes
cuando intuyen una relacion métrica entre dos objetos geométricos al comparar (ser
mas grande o ser el doble que el otro) o para confirmar si efectivamente la intuicién
es verdadera o es falsa. Sin embargo, los estudiantes al lanzar conjeturas sobre el
hecho geométrico que estan acaeciendo ante sus ojos, el medio entra a colaborar y al
ser guiados por las retroacciones que se obtienen, entonces empiezan tomar
consciencia (Laborde, 2005b; Duval, 2004) ellos mismos o tal vez por las
intervenciones del profesor, que la medida no es suficiente, entonces es menester
pasar al nivel tedrico, ya que buscan validar sus conjeturas en el marco de una teoria
y finalmente demostrar ese hecho.

Ante esta dificultad que suelen los estudiantes presentar con respecto a las figuras
y resefiada en la serie de trabajos investigativos de Laborde (1998b; 2002; 2005a;
2005b; 2006), Sandoval (2009) expresa una razon que tal vez sea la posible
generadora: las construcciones geométricas en los ambientes tradicionales de lapiz y
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papel no dejan ver las relaciones estructurales que se pueden quedar guardadas (no
tienen una historia de como se efectud la construccion) ante una construccién robusta:
“una posible causa puede ser el tipo de representacion estatica que se utiliza para
movilizar las ideas geométricas durante una clase. Por lo tanto, seria necesario
describir y analizar lo que sucede cuando se utiliza la Geometria Dinamica”
(Sandoval, 2009, p. 6).

Vale aclarar que antes de que Healy (2000) le diera el nombre y significado a las
construcciones robustas y blandas en los AGD, otras investigadoras, Santinelli y
Sifieriz (1999), en el primer CabriWorld, habian hecho una clasificacion similar pero
no rigurosa. En efecto, a las que se le denominan robustas, ellas le llamaron
construcciones exactas, pero esta connotacion la presentaron a partir de la geometria
euclidiana, donde los griegos realizaban construcciones geométricas independientes
de la medida y usando la regla y el compaés:

Una construccion exacta es un algoritmo compuesto de un conjunto de pasos
que permiten resolver el problema mediante la construccién de lugares
geomeétricos con regla no graduada y compas. Una construccion es exacta si y
s6lo si es justificable mediante una prueba de constructibilidad[**]. (Santinelli
& Sifieriz, 1999, p. 1)

Lo que sucedia con esta definicion, es que la extendian a una definicion en AGD
cuando los usuarios usaban las herramientas primitivas de construccion del Cabri. En
cambio a las que se le denominan blandas, le llamaron construcciones optimales
debido a que hacian uso de las herramientas de medicion de Cabri para copiar los
datos de una construccion y permitia resolver un problema geométrico con al menos
un grado de libertad®.

Para finalizar, se pueden sefialar algunas diferencias entre las construcciones
robustas y construcciones blandas, tal como sefialan Laborde (2005a; 2006) y Healy
(2000).

e Las construcciones blandas ofrecen una transicion del nivel espacio — gréfico o
empirico intuitivo al nivel tedrico de la Geometria.

e Las construcciones blandas estan al servicio de las robustas. Pues, las blandas son
alin mas importantes para ayudar a obtener las construcciones robustas.

“ santinelli y Sifieriz (1999) le denominan prueba de constructibilidad a una demostracion en la cual a “un objeto
que es construible con regla y compés se le demuestra su existencia a partir de un encadenamiento légico de
proposiciones basadas en los cinco postulados de Euclides. (y la continuidad del plano, asumida tacitamente)” (p.
1)

“ Santinelli y Sifieriz (1999) afirman lo siguiente al respecto: “Si el problema tiene n datos y hay x de los n datos
que pueden modificarse arbitrariamente, decimos que la construccion es optimal con x grados de libertad” (p. 4).
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e En las construcciones robustas, se requieren conocimientos que los estudiantes
podrian no tener.

e Las dos clases de construcciones pueden contribuir a la comprension de una
propiedad geométrica como una implicacion. Por ejemplo, una construccién
robusta permite verificar si las condiciones supuestas que proporcionan la
consecuencia esperada son satisfechas. En las construcciones robustas, se requiere
un minimo de conocimiento de las condiciones o algunas ideas de estas. Y las
construcciones blandas traen ideas acerca de una implicaciéon misma o sobre las
condiciones que deben de ir para que se obtenga una consecuencia.

2.2.6. Consideraciones finales de la dimension cognitiva.

En este punto, se presentan varias consideraciones finales, de acuerdo con los
factores que incidieron en este andlisis, mostrando la complejidad cognitiva que se
entreteje entre ellos.

En primer lugar, las caracterizaciones de los objetos geometricos desde lo global y
puntual pueden partir de representar las conicas desde lo gréafico para luego articular
la comprension con lo algebraico, pero las idas y vueltas entre lo global y lo puntual
se hace necesario para la comprension, de la misma manera que el efecto que tiene la
articulacion entre las representaciones matematicas. Si se va representar una figura
geomeétrica, tal como una cénica, que de por si tiene su complejidad, ya que no son
como las formas euclidianas elementales, debido a que no se pueden representan
graficamente como lineas poligonales, entonces este aspecto puede sugerir que los
estudiantes pueden aprender las conicas empezando a estudiarlas al realizar
construcciones geometricas donde la representacion de las mismas sea punto por
punto para luego construirlas globalmente, de manera dindmica con el AGD. De esta
manera, se podria superar dos aspectos detectados al respecto:

Primer aspecto: verificar si efectivamente se podria dar una corroboracion a la HI
1 planteada al final del Capitulo 1. De esta manera se podria tratar de superar el
obstaculo epistemoldgico que establece que un concepto matematico nace
previamente desde lo puntual y a partir de lo intuitivo, antes de desarrollarse en lo
global y tedrico que es lo mas dificil de comprender.

Y el segundo aspecto: vencer la concepcion de los estudiantes, que salié a flote
cuando se efectud la encuesta, la cual establecié que no comprendian que una conica
no se puede dibujar de forma completa o total usando los instrumentos de dibujo
tradicionales. Por lo tanto, debe ser labor del profesor, recalcar y precisar a los
estudiantes que lo unico que se hace con regla y compas, son tan solo puntos que
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cumplen con las propiedades geométricas de una conica. Pero que si se desea
representarla globalmente, entonces se necesita un instrumento, que para este trabajo
seria el Cabri que proporciona representaciones dinamicas, y que a la postre, juega el
papel de mediar instrumentalmente a través de los sistemas de representacion
ejecutables gracias al caracter experimental con la gestion de las actividades de
construccion geometrica. Con esto se llegaria a formalizar mateméaticamente cuando
se les solicitase que articulen lo hecho en el ambiente informéatico con las
representaciones algebraicas. De esta manera, de lo global se conseguiria lo formal,
partiendo de lo puntual e intuitivo.

En segundo lugar, con respecto a la encuesta, se pudo observar que fue una pieza
fundamental para encontrar muchas dificultades, obstaculos y errores entre el grupo
de estudiantes. Entre las mas importantes por resaltar estan:

e Las posiciones de las representaciones graficas de las conicas y el
desconocimiento de sus relaciones métricas: si bien han escuchado algo de las
conicas, lo que se observd es que conocen de sus representaciones graficas en
posicidn estandar, pero que si se les presentan ligeramente rotadas, entonces dejan
de serlo, 6 que un 6valo es una elipse, 6 que un arco y dos semirrectas tangentes
en sus extremos son una pardbola, pero no conocen de sus propiedades
geométricas intrinsecas, ni mucho menos que existen en su definicién unas
relaciones métricas subyacentes.

e EIl desconocimiento de la filiacion matematica de las conicas: la mitad del grupo
no sabe que las cénicas guardan una estrecha familiaridad geométrica, pues se
relacionan estructuralmente. Y que por esta razon siempre se estudian juntas.

e La concepcion de que toda representacion gréfica de una conica debe tener un
sistema de referencia: El estudio arrojé un porcentaje considerable de estudiantes
que creen que para estudiarlas primero debe de existir el plano cartesiano. Esto
ultimo finalmente sirvi6 para justificar la manera en que se empezaba la gestidn
de las situaciones a-didacticas, sin usar un sistema de referencia.

En consecuencia, se pudo apreciar que los estudiantes tuvieron conocimientos
minimos al respecto de las conicas.

En tercer lugar, ante estos errores, la visualizacion, como proceso y habilidad,
fortalecida por las caracteristicas que traen consigo los AGD, puede llegar a
constituirse en un factor crucial para superarlos. Por ejemplo, se recomendaria
infundir prudencia y crear consciencia en los estudiantes por parte del profesor ante
situaciones didacticas que involucran representaciones graficas en un AGD, ya que
la simple visualizacion de hechos geométricos en una pantalla no siempre da validez
a las afirmaciones geométricas. Con esto posiblemente se estaria resolviendo un
problema medular que se ha presentado a lo largo de este analisis cognitivo: la falta
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de distincion entre figura y dibujo, y en consecuencia, se podrian hacer las idas y
vueltas entre lo intuitivo y lo tedrico, entre el nivel espacio — gréfico y el nivel
tedrico de la geometria. Por esta razon, se debe fomentar la accion del
desplazamiento de puntos libres®® o semi-libres*, u objetos que se dejen mover,
gracias al modo de arrastre en un AGD. Sin embargo, este hecho dindmico debe
crecer de manera espontanea en los estudiantes, para que puedan explorar, validar,
conjeturar, predecir, verificar y de este modo, la visualizacion entraria a jugar un
papel importante ante las conceptualizaciones que puedan emerger durante las
retroacciones con el medio informatico.

Es de recalcar que la toma de consciencia empezaria por el arrastre al dejarse
guiar y ser guiados por las retroacciones. En consecuencia, con el analisis de estos
errores, se generaria una urgencia en disefiar estrategias didacticas en donde la
entrada al estudio de las cénicas sea por medio de construcciones geométricas,
acompafada de una solicitud descriptiva de la construccion por los estudiantes, bien
sea escrita u oral, y que tomen en cuenta las articulaciones entre las representaciones.

En cuarto lugar, la visualizacién como proceso y habilidad, también fomentaria el
habito de pensar en mover, desplazar, manipular, deformar, transformar, invertir, en
ultimas, de accionar mentalmente un objeto matematico en diferentes
representaciones, lo cual beneficiaria la formacién de pensamiento geométrico. Asi
mismo, se puede afirmar que la visualizacion ayuda a articular las representaciones
de las codnicas, transformando las algebraicas en geométricas y viceversa. Sin
embargo, algunos profesores que fomentan las expresiones algebraicas en sus
estudiantes, tal vez influenciados por el movimiento de Mateméticas Modernas
(Kline, 1986), dejan de lado las graficas y cuando los estudiantes se acostumbran a
trabajar algebraicamente, sucede que se resisten al uso de las graficas, tal vez porque
la visualizacidn tiene una demanda cognitiva superior.

En quinto lugar, de acuerdo a la anterior consideracion, se puede inferir la
siguiente recomendacion: en este caso, se deberia ser equilibrado en fomentar el uso
de los sistemas de representacion y procurar la articulacion entre estos, pues las
representaciones no pueden ir solas. Se necesita complementar las representaciones
proporcionadas por el ambiente tradicional de lapiz y papel, las algebraicas y
estaticas, con las representaciones ejecutables, proporcionadas por el AGD, es decir,
las graficas y dinamicas, por medio de construcciones geométricas como ejes que
articulan todo el trabajo. Con este enfoque, se recuperaria el sentido y el corazén de

“ | os puntos libres son puntos construidos en un AGD, en los cuales se pueden mover a partir del modo de
arrastre por todo el plano de trabajo del ambiente. Se le denomina que tienen mas de un grado de libertad.

47 LLos puntos semi-libres o también denominados puntos en ruta o puntos variables, son puntos construidos en un
AGD, que son casi libres, que se mueven bajo el modo de arrastre pero solamente sobre el objeto que han sido
creados. Estos puntos se les dice que tienen un grado de libertad. Por ejemplo, en el Cabri, se crean a partir de la
herramienta “Punto sobre un objeto”.
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los saberes alrededor de las cénicas, que subyacen en la geometria sintética. Al
efectuar este andlisis surgid otra sugerencia en la forma de gestionar las
representaciones matematicas en las clases de geometria analitica, en la cual las
representaciones algebraicas deberian de introducirse después de las que los
estudiantes hayan trabajado con el AGD.

A la luz de estos apartados, se considera que las construcciones geométricas son
actividades principales de entrada para estudiar las cénicas desde lo puntual y lo
global, y en consecuencia se pueden llegar a constituirse en ejes articuladores con las
representaciones geomeétricas, las representaciones ejecutables, los fendmenos de
visualizacion a través de la mediacion de dichas representaciones dindmicas de un
AGD, de tal forma que las propiedades intrinsecas de estas curvas puedan ser
aprendidas, y por ende, se puedan superar las dificultades resefiadas por anteriores
investigadores que han trabajado esta temética (Ver Esquema 6).

Mediadas por
Representacio-

nes Ejecutables

yla
Visualizacién

lo Global

ylo
Puntual

Construcciones
Geométricas

en un AGD

Esquema 6: Las construcciones geométricas como eje articulador entre la caracterizacion puntual y global para
representar conicas.

En sexto lugar, debido a que la visualizacion no es un fin, entonces jugaria el
papel de medio para llegar a la comprension de las propiedades geométricas de las
conicas y asi seria Gtil para solucionar problemas, concretizar lo abstracto, ayudado
por la reificacion de los objetos geométricos en un AGD. Lo anterior conllevaria a un
problema representacional, aunque los estudiantes no se den cuenta que los objetos
matematicos son de naturaleza abstracta y que no son tangibles.
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En séptimo lugar, se recomienda que a los estudiantes se familiaricen con
diferentes sistemas de representacion de un objeto matematico, para que luego
piensen, actlen con ellos, y de este modo, sirvan de mediadores para que se produzca
el conocimiento deseado.

En octavo y dltimo lugar, se pudo observar con este analisis que existe un fuerte
vinculo entre lo puntual y lo global; los errores; la visualizacion; las
representaciones y las construcciones geométricas, que se amalgaman entre si pero
que aumentan la complejidad cognitiva. En consecuencia, es recomendable tener
presente estos aspectos de orden cognitivo en el proceso de aprendizaje de las
propiedades geométricas de las conicas.

111



2.3. Dimension Didactica

Esta dimension de analisis se organizd alrededor de tres ejes. El primero
corresponde al estudio de los lugares geométricos como piezas claves para gestionar
la ensefianza de las cénicas en la geometria analitica. En este primer apartado se
revisaron varios factores asociados a la nocion de lugar geométrico tanto desde el
punto de vista mateméatico como desde el didactico. De esta manera se hizo evidente
la existencia de ciertos elementos que condicionaron el ambiente de aprendizaje y en
consecuencia la gestion de la clase por parte del profesor.

El segundo desarroll6 una revision curricular alrededor de las conicas a partir del
andlisis de tres libros de texto universitarios. Basicamente se conocio cuales eran los
saberes matematicos generales y relativos a las conicas que se estilan en los cursos
universitarios, asi como sus enfoques didacticos.

Y el tercero fundamentd la utilizacion de la Teoria de las Situaciones Didacticas
para orientar el disefio de una secuencia de ensefianza y tambien para comprender los
fendmenos didacticos que surgen en la puesta en acto de las situaciones. En éste se
problematiza el AGD Cabri Géométre como el medio a-didactico y se ofrece una
tipologia de tareas geométricas usadas en las situaciones.

Los aspectos centrales de esta dimensidn didactica se ilustran en el Esquema 7.

DIMENSION DIDACTICA

!

Lugares Geométricos Se fundamenté La TSD
para gestionar +“—> alrededor de <+—»| como referente para
la ensefianza. tres ejes el disefio.

I

Andlisis de
libros de textos
universitarios.

Esquema 7: La dimension Didactica.
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2.3.1. Los lugares geométricos como piezas claves para gestionar la
ensefianza de las conicas en la geometria analitica.

Un aspecto central del analisis propuesto fue el reconocimiento de la naturaleza
particular del saber matematico puesto en juego en las situaciones didacticas, lo cual
demandd el estudio de varios factores asociados a la nociéon de lugar geométrico.
Algunas de las diversas definiciones asociadas a esta nocion, aparecen en diferentes
geometrias, y se consideran claves para llegar a establecer una definicion que se
conjugue con los rasgos y particularidades del AGD Cabri Géometre.

En ese sentido, se estudiaron los lugares geométricos desde lo matematico, para
luego estudiar cuéles fueron las herramientas propias de Cabri Géometre que hacen
posible que se puedan representar los lugares geométricos en el mencionado
ambiente. Por ultimo se presentd una aproximacion didactica que se considera
adecuada para abordar el estudio de los lugares geométricos. Cada uno de estos
factores didacticos condiciona el aprendizaje y, consecuentemente, la gestion de la
clase por parte del profesor.

Diversas definiciones de la nocion de lugar geométrico.

Al hacer una revision de libros de texto universitarios y diccionarios de
matematicas (Warusfel, 1972; Riddle, 1997; Filloy & Hitt, 1997; Zill & Dewar, 2001;
Lehmann, 2002; Hemmerling, 2002; Garzéon & Valoyes, 2005), donde aparece la
nocion de lugar geométrico, se pudo reconocer una diversidad de conceptualizaciones
tales como:

e Desde la geometria euclidiana: “El conjunto de todos los puntos, y solo de
aquellos puntos, que satisfacen una o mas condiciones geométricas dadas”
(Hemmerling, 2002, p. 347). El analisis de esta definicion hace evidente que no
permite el movimiento, en otras palabras, es de naturaleza estatica.

e Desde los aportes de la denominada Matematica Moderna (Kline, 1986),
especificamente desde la Teoria de Conjuntos, es evidente que esta nocién abolio
cualquier rasgo intuitivo que pudiese tener, como se puede observar en el
siguiente enunciado:

En un conjunto E en el que una propiedad P tenga sentido, se puede considerar
el subconjunto E, < E de los elementos de E para los cuales P es cierto y su
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complementario E,,p = CgEp = E — Ep. Ep es el conjunto de verdad de P, y
el complementario el de (no P). Si se puede escribir en E la implicacién
P=Q

se deduce la inclusion Ep c Eq; asi mismo la equivalencia P < Q se traduce
por la igualdad Ep = Eq. La reunion y la interseccion de los conjuntos de
verdad de P y Q corresponden a las propiedades (P 0Q) y (P y Q). En
geometria se estudian con frecuencia los subconjuntos de puntos

MEeEE,CcRZ(OR36C26C3)
que poseen la propiedad P, en los espacios reales o complejos de dimension 2
0 3. Ep se llama el lugar geométrico de M, o conjunto caracteristico de M, o
conjunto de las posiciones de M (se lee incluso a veces: conjunto de M). [...]
El lugar geométrico Ep depende considerablemente del conjunto E en el cual
se opera. Salvo excepciones, si E es €2 o C3, donde existen puntos con
coordenadas complejas, el lugar geométrico Ep es una curva o una superficie
(T) entera. (Warusfel, 1972, pp. 262-263)

Desde la geometria transformacional se define lugar geométrico (o curva) en
términos fisicos o de naturaleza dinamica aludiendo al movimiento de un punto:
“Un lugar geométrico es la trayectoria que describe un punto que se mueve de
acuerdo con una 0 méas condiciones previamente dadas” (Garzon & Valoyes,
2005, p. 15).

Desde la geometria analitica se define lugar geométrico como: “Un conjunto de
puntos que satisfacen alguna relacion algebraica, y si esta relacion esta dada por
una ecuacion, a ésta la llamaremos ecuacion del lugar geométrico” (Filloy & Hitt,
1997, p. 105). Catalogandose como una definicion algebraica.

Otra definicion de la geometria analitica que es mucho mas especifica que la
anterior, y que igualmente aparece en otros de libros de texto (Kindle, 1990;
Riddle, 1997; Zill & Dewar, 2001; Lehmann, 2002), es: “El conjunto de todos los
puntos (x,y) en el plano, y solamente aquellos puntos cuyas coordenadas
satisfacen una propiedad geométrica, que puede estar dada por una ecuacion
f(x,y) =0, se conoce como lugar geométrico o grafica de la ecuacion”
(Lehmann, 2002, p. 33). También, esta definicion se puede clasificar como
analitica debido al tipo de representaciones simbdlicas y por qué aparece simbolos
en una relacion algebraica

En general puede sefialarse que el concepto de un lugar geométrico alude a:

Un conjunto de puntos puede ser un punto o varios puntos o cualquier figura

geométrica rectilinea o curva, por ejemplo: una linea recta, un poligono regular o
irregular, una conica o un dominio cualquiera de puntos en el plano. Usualmente en
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el contexto de la resolucion de problemas geométricos, se debe hallar un conjunto de
puntos que satisface una(s) determinada(s) condicién(es), o relacion(es), por lo que
las respuestas a estos problemas pueden tener una Unica solucién o varias soluciones,
pero que por regla general, son figuras geométricas representadas graficamente y
conocidas en geometria, donde la principal tarea es conjeturar®® y caracterizar qué
tipo de figura es la solucion, y solicitando que se demuestre por qué la figura cumple
con las condiciones geométricas dadas en el enunciado del problema,
contextualizando los saberes asociados al tipo de geometria en donde se esté
trabajando.

Una definicion de lugar geométrico que se considera apropiada para
trabajar en un AGD.

A pesar de la diversidad presentada, es posible reconocer una definicion, desde
otro punto de vista dinamico, que se ajusta para el trabajo en un AGD como Cabri
Géometre, y que ha empezado a aparecer en algunos libros de texto escolares en
Francia. De acuerdo con Jahn (2002), una manera mas especifica y funcional de
caracterizar a un lugar geometrico cuando se integran los AGD a las clases de
matematicas, es:

“Llamamos lugar geométrico de un punto M al variar otro punto Q sobre un
objeto dado como el conjunto de posiciones que toma M al mover Q sobre ese
objeto” (Jahn, 2002, p. 78).

48 En la literatura internacional en Didactica de la Geometria y la relacion con la demostracion al usar un AGD,
autores como Baccaglini-Frank y Mariotti (2010) y Mariotti (2006), definen la generacion de conjeturas al utilizar
un AGD como Cabri, basados en la interpretacion que el usuario del software hace a partir de movimientos y
dependencias entre objetos geométricos a través de la accion del arrastre y que lo expresa en términos de una
dependencia ldgica. En otras palabras, tal y como lo afirma Baccaglini-Frank y Mariotti (2010), “el sujeto debe ser
capaz de transformar un dato perceptual en una relacion condicional entre lo que llegara a convertirse en una
premisa y la conclusion de una conjetura” (Mariotti 2006, p. 174). Tarea compleja y para nada trivial que implica
el proceso de comunicar en términos matematicos.

Es de resaltar que esta investigacion no se sigui6 esta direccién, sino que desde un punto de vista
experimental, la conjetura se entendié como una proposicién o afirmacion que el estudiante plantea o comunica a
partir de lo que esta experimentando y/o haciendo en el AGD, por ejemplo, arrastrando puntos y observando
movimientos y dependencias o invariantes y que imagina que pueda ocurrir, de acuerdo a sus observaciones,
exploraciones dinamicas o indicios realizados, y que supone como una frase cierta. Pero en ningin momento los
estudiantes debian formular la conjetura en términos de una expresion condicional que relacione las premisas y la
conclusion, ya que esta perspectiva lleva a considerar una segunda fase: la demostracion en geometria analitica
como un proceso importante, debido a que no se tuvo en consideracion ningln objetivo investigativo en este
sentido. La demostracion al igual que la conjetura en esta investigacion son nociones paramatematicas, en el
sentido de Chevallard (1997).
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De esta manera, esta nocion deja de ser estatica para convertirse en dinamica
gracias a las representaciones ejecutables®.

Por Gltimo, el método general y clasico en un ambiente de lapiz y papel para
abordar un lugar geométrico usando representaciones graficas y verbales,
recomendado en libros de texto universitarios de geometria euclidiana, es:

Paso I: Localizar varios puntos que satisfagan la o las condiciones dadas.

Paso Il: Trazar una linea o varias lineas (rectas o curvas) que pasen por estos
puntos.

Paso I11: Deducir una conclusion referente al lugar geométrico y describir con
exactitud la figura que represente la conclusion.

Paso IV: Probar la conclusion demostrando que la figura 0 méas precisamente
que cualquier punto sobre la curva obtenida satisface las condiciones
inicialmente dadas del lugar geométrico y, reciprocamente, probar
que todo punto que satisface las condiciones dadas esta sobre la
curva. (Hemmerling, 2002, pp. 348-349)

Se recalca que en el paso 1V, lo que se solicita es una demostracion formal. Por lo
general en la geometria euclidiana, esto se efectlia usando una representacion verbal
y argumentativa. A continuacion se estudia la connotacion de los lugares geométricos
en la geometria analitica, presentando la forma en que cambia este Gltimo paso.

Se puede afirmar que el enfoque mas difundido para estudiar las conicas es el
analitico. Sin embargo, junto con la existencia de diversos enfoques para comprender
el significado de las conicas, también existen diversos significados de la nocion de
lugar geométrico, circunstancia que revela la necesidad de una toma de posicion
dependiendo del ambiente en el cual se desea trabajar.

La connotacidn de los lugares geométricos en la geometria analitica.

La nocion de lugar geométrico se aborda usualmente en la geometria analitica
cuando se establecen los dos problemas fundamentales:

e primer problema fundamental de la geometria analitica: dada una ecuacion
interpretarla geométricamente, es decir, construir la grafica correspondiente.

4 Las representaciones ejecutables son una categoria correspondiente a teorizaciones propias del trabajo en los
AGD y aluden a la posibilidad de manipular las representaciones simbélicas y visuales.
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e segundo problema fundamental de la geometria analitica: dada una figura
geométrica, o la condicion que deben cumplir los puntos de la misma,
determinar su ecuacion.

En el primer problema, entra a jugar un papel central la nocién de lugar
geométrico ya que los puntos que se obtengan graficamente deben de satisfacer la
ecuacion dada y reciprocamente, que cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan la
ecuacion entonces deben de pertenecer a la grafica obtenida.

Asi mismo, este primer problema remite al acto de trazado, de efectuar una
grafica, de encontrar una curva o lo que es lo mismo, un lugar geomeétrico.
En este sentido al tratamiento de la ecuacion dada y su representacion grafica,
usualmente se le denomina en geometria analitica, el problema de construccion de
curvas. Por ejemplo, Lehmann (2002) recomienda que el trazado de una curva, se
aborde en seis pasos:

1. Determinacién de las intersecciones con los ejes coordenados.

2. Determinacion de la simetria de la curva con respecto a los ejes
coordenados y al origen.

3. Determinacion de la extension (dominio) de la curva.

4. Determinacion de las ecuaciones de las asintotas verticales u horizontales
que la curva puede tener.

5. Calculo de las coordenadas de un numero suficiente de puntos para obtener
una gréafica adecuada.

6. Trazado de la curva.

(pp. 43-44)

En lo concerniente al segundo problema fundamental, la figura geométrica dada se
presenta en términos de una ley o propiedad que deben obedecer los puntos de la
curva. Frecuentemente, la curva se define en términos de lugar geométrico (Riddle,
1997; Zill & Dewar, 2001; Lehmann, 2002), descrito por un punto que se mueve
siguiendo una ley especifica. Lehmann (2000) al respecto, afirma asi: “Consideremos
gue estamos definiendo una curva plana del tipo C por medio de una propiedad P que
unicamente posee C. Entonces, entre todas las curvas planas, una curva es del tipo C
si y solamente si posee la propiedad P” (p. 49).

Ahora bien, en este segundo problema, el objetivo es hallar la representacion
algebraica del lugar geométrico dado, en la forma f(x,y) = 0. Para ello, Lehmann
(2002) sugiere un procedimiento para obtener la ecuacion de un lugar geométrico en
cuatro pasos:
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1. Se supone que el punto P, de coordenadas (x,y) es un punto cualquiera
que satisface la condicién o condiciones dadas, y, por tanto, un punto del
lugar geomeétrico.

2. Se expresa, analiticamente, la condicion o condiciones geométricas dadas,
por medio de una ecuacion o ecuaciones en las coordenadas variables x y
y.

3. Se simplifica, si hace falta, la ecuacion obtenida en el paso 2 de tal manera
que tome la forma f(x,y) = 0.

4. Se comprueba el reciproco: sean (x;,y;) las coordenadas de cualquier
punto que satisfacen f(x,y) =0 de tal manera que la ecuacion
f(x;,y:) = 0 sea verdadera.

(p. 51)

Notese que estos cuatro pasos constituyen el paso IV que se presento en el
apartado anterior, cuando se explicitd el método general y clasico en la geometria
euclidiana. En otras palabras, se evidencia que se debe efectuar una demostracién en
doble via, demostrando una condicion necesaria y suficiente para que la ecuacion
corresponda con ese lugar geométrico.

Los lugares geométricos en Cabri Géométre.

Como se sefial6 anteriormente existe una escasez de estudios alrededor de este
tema, resaltdndose el hecho que los problemas geométricos que involucran el uso de
lugares geométricos suelen plantear dificultades asociadas a la visualizacion
(Gonzalez-Ldpez, 1999), de materializar la graficacion a partir de la descripcion
sintética del lugar geométrico correspondiente. Por ejemplo, muchas veces no es
trivial imaginar ni tampoco es facil dibujar sobre un papel, un lugar geométrico de un
punto sujeto a una construccion, cuando dicho punto recorre una determinada
trayectoria.

Es el caso del siguiente problema de construccion: Dado una recta cualquiera dy
un punto exterior a ella denominado F. ¢Cual es el lugar geométrico del punto P que
se mueve de tal manera que su distancia al punto F es igual su distancia de la recta
d? No obstante, se trata de una pardbola. Lo anterior hace que no se haya
aprovechado la oportunidad de articular dicha descripcion sintética (o analitica si la
recta y el punto se dan en términos algebraicos) con su representacién visual. Una
forma de aprovechar el dinamismo para ensefiar geometria es a partir de la
construccion de curvas como lugares geométricos en un AGD como Cabri. Al
respecto Santos-Trigo (2007) afirma:
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El uso de este tipo de software permite facilmente trazar el camino que deja
parte de la configuracion (punto, segmento, triangulo, etc.) cuando se mueve
con respecto a otros elementos dentro de esa misma configuracion. Ademas,
los estudiantes pueden realizar variaciones precisas e instantaneas de sus
propias representaciones visuales que se producen bajo el uso de este tipo de
software. Esto les permite realizar constantes exploraciones y probar sus ideas
matematicas y conjeturas en una forma visual, eficiente y dinamica. (p. 143)

Se considera que el trabajar con un AGD, constituye no sélo una actividad de gran
atractivo geométrico sino que pueden hacer posible que los estudiantes reconozcan
las relaciones existentes entre objetos geométricos que, generalmente, se estudian de
manera aislada.

A continuacion se mostrard como se pueden llevar a cabo tales construcciones
geométricas en el ambiente Cabri, por ejemplo, construyendo una cénica como lugar
geométrico. Para tal efecto, se toman como referentes las construcciones geométricas
robustas® y dinamicas, utilizando la regla y el compas virtual de un AGD para
determinar, por ejemplo, punto por punto (un enfoque puntual), las partes
constitutivas de un lugar de puntos. También se acude al uso de la herramienta
“Lugar” de un AGD para hallar la figura geométrica en su forma completa (un
enfoque global) como lugar geométrico solicitado. Un ejemplo de tal situacién es
cuando se solicita construir la parabola como un lugar de puntos de manera puntual,
tales que cumplen su definicién esencial:

Una parabola es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de
tal manera que su distancia de una recta fija, situada en el plano, es siempre
igual a su distancia de un punto fijo del plano y que no pertenece a la recta.
(Lehmann, 2002, p. 149)

Al estudiar los aspectos involucrados en la representacion grafica de un lugar
geométrico punto por punto en el ambiente tradicional de regla y compas, se hace
evidente que seria un proceso muy dispendioso y repetitivo el efectuar las
construcciones correspondientes a cada punto que satisface las condiciones de ser
parabola: la equidistancia entre dos objetos, el foco y la directriz. Por ejemplo, si se
supone para cada punto M que “viva” sobre la recta directriz, se tendria que realizar
una construccion para generar un punto P correspondiente. Dado que el dominio
matematico es una recta y la recta esta “hecha” de infinitos puntos (Ver Figura 17),
entonces existiran infinitos P’s relacionados a los puntos M’s. Lo anterior tiene el
proposito de generar una nube de puntos suficientes (enfoque puntual) para luego
conectarlos por medio de una interpolacién a mano alzada, y de esta manera obtener

%0 |as construcciones geométricas robustas en un AGD se detallan en la dimensién cognitiva de este informe de
investigacion.
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una curva continla. Es evidente que con los instrumentos convencionales no se
generaria sino solo una nube de puntos pero no una figura.

Por el contrario, si se desea hacer lo mismo en el ambiente informéatico y
computacional provisto por un AGD, se tendria que considerar una sola construccién
geométrica, usando Unicamente un punto M que esté sobre la recta, teniendo en
cuenta las propiedades estructurantes de la parabola, para generar interactivamente el
resto del conjunto de los puntos P que cumplen con la propiedad de ser una parabola,
a medida que el punto M es movido. Con este ambiente informatico se generaria una
grafica que daria la idea de ver toda la figura, (enfoque global). En el ambiente
tradicional esto no es posible usando regla y compas porque seria un proceso iterativo
infinito, y ademas el conjunto generado seria discreto.

F'igura 17: Puntos qué pertéhecén ala parébola:‘

En el AGD Cabri Géomeétre podria recurrirse al uso de la herramienta “Lugar” o
bien de la herramienta “Traza” que podra dar cuenta de dicha figura solicitada.
No obstante, la distincion entre trayectoria y lugar geométrico se ve reflejada de dos
maneras, de acuerdo a estas dos herramientas.

En efecto, un lugar geométrico tal como se produce al usar la herramienta
“Lugar”, se comporta de muchas maneras como otro objeto de Cabri. Por ejemplo,
puede permanecer visible en la pantalla, moviéndose a medida que se manipulan los
elementos geometricos que lo determinan. También ocurre que un punto puede ser
construido sobre el lugar geométrico y moverse de la misma manera como un punto
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sobre otro objeto Cabri y asi mismo, puede ser definido como un objeto final en una
macro-construccion®.

Ademas, es posible obtener un lugar geométrico de objetos tales como rectas,
rayos (semirrectas), segmentos y circunferencias y por lo tanto generar sus
envolventes (Ver Figura 18).
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Figura 18: Elipse como envolvente de una recta.
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También en la version de Cabri Géométre II Plus, la herramienta “Lugar” puede
ser usada para la resolucion de problemas de construccién geométrica teniendo en
cuenta el método de los lugares geométricos (Eves, 1969) que usualmente se
recomienda en los libros de geometria métrica, el cual consiste en que la solucién de
un problema puede obtenerse por medio de la interseccion de dos lugares
geométricos, correspondientes a dos condiciones dadas. Con esto se podra hallar el
punto clave, que es la interseccidn de los lugares geométricos. Para operar con este
método se prescinde®® momentéaneamente de una de las condiciones, representando
graficamente el lugar a que corresponde la otra condicién. Haciendo lo mismo con la

%! Una macro-construccién en un AGD se define mas adelante en esta dimensién, donde se exponen las tipologias
de Tareas en estos ambientes.

52 Seglin Santos-Trigo (2007) esta es una estrategia para resolver problemas, donde se busca alguna condicion
especial del problema. A veces se refiere a ella en términos de deshabilitar o relajar unas de las condiciones del
problema para buscar la solucidn en la familia de soluciones resultante.
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segunda condicion, al prescindir de la primera, se obtendrd el punto clave de
interseccion (o los puntos claves de intersecciones) que satisface(n) al problema. En
las versiones anteriores del Cabri Géometre Il Plus, no era posible aplicar este
método porque al usar la herramienta “Lugar”, la curva que se producia no se dejaba
intersectar sus puntos con otro objeto geométrico, pero en esta version si se deja, tal
como se cumple en la Geometria. Este que era un rasgo caracteristico de la primera
versién del Cabri, claro ejemplo de cémo la Transposicién Informatica® (Balacheff
1994, 2000) es un asunto crucial en el disefio de actividades en los AGD.

En el caso de los lugares de puntos, la herramienta “Lugar” de Cabri Géomeétre II
Plus, produce un conjunto de puntos, L, tal que cada elemento es definido en funcion
de un elemento del conjunto E. En efecto: L ={P = f(M), M € E} y aparecera
sobre la pantalla como un dibujo (una representacién grafica de una curva o curva

envolvente) del conjunto L para un namero finito de f(M)54.

Para definir tal lugar geométrico es necesario seleccionar un punto M de la
construccion y luego seleccionar el punto P sobre el cual M dependa (donde una
relacion funcional existe entre P y M). El punto M es un punto “variable” que
pertenece a un conjunto (dominio matematico E) particular de puntos del plano (una
recta, una circunferencia, un segmento de recta, etc.) y el punto P esta relacionado a
M por medio de una construccion geomeétrica. Los puntos P del lugar geométrico son
calculados por el software y obtenidos directamente y no es necesario arrastrar el
punto M. El lugar geométrico es inmediatamente representado en su totalidad el cual
no era este el caso en Cabri I donde la herramienta “Lugar” estaba relacionada con el
arrastre (es decir, tenia un aspecto dindmico). De hecho, en la primera version del
software, al utilizar la herramienta “Punto sobre objeto” M (punto en ruta o también
punto variable) y un punto M’ (punto dependiente o de interseccién®) que dependia
de M, el lugar geométrico del punto M’ era producido como la traza de sus sucesivas
posiciones cuando M era arrastrado.

Un lugar geométrico también puede ser producido de forma manual al seleccionar
cualquier punto sobre la pantalla incluyendo puntos libres o semilibres y observando
la trayectoria generada cuando este punto es arrastrado. Esta segunda utilizacion de la
herramienta “Lugar” de Cabri I corresponde a la herramienta “Traza” en Cabri II.

De esta manera, la “Traza” permite al usuario mostrar ciertos objetos sobre la
pantalla que dejan una “huella” cuando ellos son movidos, o bien manualmente

%% La transposicion informética se asume en el sentido propuesto por Balacheff (1994; 2000) y que alude a
desviacion entre las representaciones y lo que se intentan representar en los ambientes informaticos y
computacionales

** n: nmero de puntos del lugar geométrico, con 5 < n < 5000.

% Los puntos dependientes o de interseccién son puntos en un AGD en los cuales no pueden ser arrastrados, ni
separados del objeto geométrico al cual dependen. También se les dice que tienen cero grados de libertad.
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usando el raton del computador 6 a través del uso de la herramienta “Animacion”. Por
lo tanto, la traza que deja un punto, no existe como un objeto de Cabri, Gnicamente
existe como un conjunto de pixeles resaltados sobre la pantalla. Resumiendo, en
Cabri Géometre 11 Plus, tal como afirma Jahn (2002), la herramienta “Traza” enfatiza
en una interpretacion dinamica de la representacion de una trayectoria de un punto,
da la sensacion que la huella fuera una curva discontinua (o discreta como lo afirma
Schumann & Green, 1997) si se arrastra muy rapido y continuo si se arrastra
lentamente, y ademas, segiin Schumann (2004), la traza refuerza la idea de una
interpretacion de una curva como un conjunto de puntos.

Mientras que la herramienta “Lugar” es caracterizada de una manera funcional
por medio de una correspondencia uno a uno entre dos puntos P y M representando,
al menos implicitamente, la imagen total de un conjunto de puntos para una cierta
funcion. Lo que implica que la curva sea caracterizada de manera global como se
entiende en este trabajo.

Bajo las condiciones descritas anteriormente, no todos los lugares geométricos
pueden ser obtenidos a través del uso de la herramienta “Lugar” de Cabri. Jahn
(2002) declara las restricciones:

Las restricciones estan relacionadas al tipo de transformaciones y
configuraciones geométricas que son posibles al utilizar el modo de arrastre.
Por ejemplo, [en la Figura 19] como el punto M es un punto libre, solo es
posible trazar el lugar geométrico requerido (una circunferencia) usando la
herramienta “Traza”. (p. 79)

Se construyen tres puntos
libres M, Oy A.

Luego, se hace pasar una
recta por Oy M.

i prr Luego, M es el simétrico
de 4 con respecto a la
recta OM. Y se activa la
herramienta Traza al
punto M. Por tiltimo, se
arrastra aleatoriamente
el punto M y M’ describe
una curva.

Figura 19: Visualizacion del lugar geométrico de M usando la herramienta “Traza”.
Tomado de Jahn (2002, p. 79)

Mientras que en la Figura 20, se presenta un caso en el cual, aunque la

herramienta “Lugar” pueda ser utilizada, una construccion auxiliar se requiere, de tal
manera que el lugar geométrico deseado (la mediatriz de AB) pueda ser generado:
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Se construye el segmento 4B.
Luego se construye una
perpendicular al segmento AB
que pase por By se le denomina
r. Luego se coloca un punto P
sobre 'y P’ es el punto medio
entre 4 y P. El lugar geométrico
que genera P’ cuando se mueve
P es la recta mediatriz del
segmento 4B.

Figura 20: Mediatriz de AB al usar la herramienta "Lugar" del Cabri.
Los lugares geométricos desde la dialéctica Herramienta — Objeto.

Para tener en cuenta la forma en que las nociones matemaéticas (en este caso, las
conicas lugares geométricos) se presentan en la actividad matematica de los
estudiantes, se considero el enfoque didactico de la dialéctica Herramienta — Objeto.

En el campo de la Didactica de las Mateméticas, segun Douady (1986, 1993), los
conceptos matematicos precisan de dos aspectos en el aprendizaje de las
Matematicas. Por un lado, se refiere a la disponibilidad funcional de nociones y
teoremas matematicos para enfrentar problemas e interpretar nuevas situaciones. En
este proceso, dichas nociones y teoremas tienen un estatus de herramienta, en tanto
que sirven o ayudan para que alguien actle sobre un problema en determinado
contexto, aunque no sea consciente de su empleo. Tal como lo resume Peltier (1993),
antes de que un objeto matematico o nocion se institucionalice o se constituya en su
devenir en un saber matematico, cumple el papel de herramienta en la resolucion de
un problema.

Por otro lado, también significa identificar las nociones y teoremas como parte de
un cuerpo de conocimientos reconocidos socialmente. Es ahi donde se formulan
definiciones, se establecen relaciones entre nociones mediante teoremas y se prueban
las conjeturas adquiriendo entonces el estatus de objeto. Al adquirir ese estatus, estan
descontextualizados y despersonalizados debido a la necesidad de comunicar a la
comunidad cientifica, y por lo tanto, las nociones deben ser expresadas de la forma
mas general posible, para integrarse a un cuerpo de conocimiento construido.

Ahora bien, en el disefio de las situaciones didacticas que se presentan en el
capitulo cuatro, se tratard de observar, al hacer el analisis de las mismas, que la
nocion de lugar geométrico en el estudio de las clnicas puede presentar esta
dialéctica, tal como se sefiala en trabajos previos del autor (Fernandez & Angulo,
2006; Fernandez, 2007; 2008a; 2008b; 2009; 2010).
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Por ejemplo, en Polya (1985), se plantea el siguiente problema de construccion:
“Inscribir un cuadrado en un triangulo dado, tal que dos vértices del cuadrado deben
hallarse sobre la base del tridngulo y los otros dos vértices del cuadrado sobre cada
uno de los otros dos lados del triangulo respectivamente” (p. 42). Entonces para
solucionarlo, se propone que el profesor dialogue con el estudiante, haciéndole
preguntas, y lo induce a que use el método de los lugares geométricos para que
descubra el punto clave y pueda solucionar el problema. Cuando se recurre al lugar
geométrico lo hace como herramienta, o tal como lo afirma Schumann y Green
(1997), como una ayuda para encontrar la solucion en problemas de construccion,
de tal manera que sirve para encontrar un punto buscado (el clave, que usualmente en
este tipo de heuristicas, es un punto de interseccion) para luego realizar otra
construccion de la figura geométrica deseada (Ver Figura 21).

Este es el
punto  Este es el lugar
c clave. geométrico que c
genera F cuando se F
mueve D. G
G F
A D E B A D E B

Figura 21: El lugar geométrico que genera el cuarto vértice del cuadrado
en el problema planteado por Polya (1985, p. 42).

Ahora bien, por un lado, resulta que esta misma estrategia del uso del lugar
geométrico, se puede hacer con problemas de construccién que involucran cénicas.

Pero por otro lado, existen situaciones didacticas donde prevalece el estudio de
las conicas como lugares geométricos (Fernandez & Angulo, 2006; Fernandez, 2007;
2008a; 2008b; 2009; 2010) donde es pertinente estudiar aspectos de la teoria
intrinseca de estas curvas desde la geometria analitica, y en donde el estudio de sus
propiedades geométricas, sus teoremas y demostraciones son susceptibles de ser
estudiados a partir de una caracterizacién puntual (estudiando y caracterizando las
propiedades de puntos individuales 6 por lo menos a que encuentren puntos
particulares que cumplen con la condicion geométrica pedida) del lugar geométrico a
encontrar, para luego pasar a una caracterizacion global, donde se pasa a estudiar las
relaciones entre los elementos constitutivos®® de la conica como lugar geométrico
pero vista como una sola y completa figura geomeétrica.

% Los elementos constitutivos de una figura son, desde la perspectiva de la visualizacién y tomando como
referente a Duval (2001), los elementos que componen la figura y que son rasgos caracteristicos de la misma, en la
misma dimension de representacion o en dimensiones inferiores. Por ejemplo, una figura en bidimensional se vera
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La generacion de un lugar geométrico en el Cabri ciertamente tiene ventajas, sin
embargo, tal como afirma Schumann y Green (1997) y Jahn (2002), se debe
complementar este enfoque al poner a hacer un lugar geométrico a mano y con regla
y compas, ya que estos dos ambientes involucran habilidades y experiencias muy
diferentes. Ademas Schumann y Green (1997) afirman que estos dos ambientes son
“métodos valiosos”. No obstante, Schumann y Green (1997) anotan que la seleccion
del ambiente para generar lugares geométricos depende de los objetivos didacticos
que persiga el profesor. Para efectos investigativos, se optd por usar el ambiente
Cabri como un medio que permitia abordar los objetivos y ademdas permitia
relacionarse estrechamente con el enfoque didactico de Herramienta — Objeto de
Douady (1986; 1993).

Por ultimo, con el AGD Cabri, se podria acceder al estudio de los lugares
geométricos desde esta dialéctica, para alcanzar un cierto nivel de formalizacién
cuando se exija una demostracion del lugar geométrico obtenido. De esta manera,
cuando se presentan las nociones matematicas en el ambito escolar a través de
situaciones didacticas, usando el ambiente Cabri es recomendable tener en cuenta esta
dialéctica.

Los aspectos centrales de esta dialéctica se ilustran en el Esquema 8.

formada por figuras bidimensionales, unidimensionales (segmentos o curvas) o de dimensién cero (puntos). En el
caso de las cdnicas, estan los puntos vértice(s), foco(s), centro, directriz (ces), eje focal, eje menor, cuerda focal,
lado recto, radio focal o radio vector, didmetro.
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[ Estudio de Lugares Geométricos en el AGD Cabri ]

|

"//* Dialéctica <~\_> i
Herramienta Objeto

!

desde un
enfoque cognitivo

&7 Ya
oy

empezar a acceder
a un cierto nivel formalista

Problemas de
Construcciéon Geométrica

Demostrar la existencia de un LG

desvinculando el hecho matematico del

Universo Interno del Cabri

Esquema 8: La dialéctica Herramienta - Objeto en esta investigacion.

2.3.2. Una revision curricular del tratamiento de las conicas a partir de
analisis de libros de texto universitarios.

Esta revision se realiza con el propdésito de estructurar un disefio curricular que
integre la tematica de las conicas en cursos universitarios de Educacién Superior,
como los de geometria analitica. Este es un asunto complejo dado que no existen
pautas ni directrices nacionales sobre la estructuracion curricular de un curso
universitario, por la autonomia que se le otorga a las instituciones de Educacion
Superior y en general por el poco espacio que se otorga al estudio de la geometria en
muchas disciplinas académicas. En este sentido se optd por revisar algunos
programas de curso de los primeros cursos de matematicas de algunas universidades
del Suroccidente Colombiano, especificamente en Cali y Pasto®’.

" En el Anexo No. 3 aparecen los programas de cursos universitarios de Cali y de Pasto. La seleccién de estas
ciudades se debe a que son dos de las mas importantes del suroccidente colombiano y porque tienen programas
académicos de Licenciatura en Matematicas, con grandes similitudes en su estructura.
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Esta indagacion también puede ofrecer una vision de conjunto sobre cuéles son
los saberes matematicos y la mirada puntual y global relativos al tema de las conicas
que se estilan en los cursos universitarios de geometria analitica. En consecuencia,
con estas revisiones se podra dar un panorama general de lo que se estudia sobre las
conicas en la Educacion Superior en el Suroccidente Colombiano.

A partir de esta revision de los programas se escogieron tres libros de texto
universitarios, en los cuales circula la tematica de las conicas, a saber: Geometria
Analitica de Riddle (1997), Algebra y Trigonometria de Zill y Dewar (2001) y
Geometria Analitica de Lehmann (2002). Sus portadas aparecen en la Figura 22.

GEOMETRIf
ANALITICA

Los criterios para la seleccion de los textos para ser analizados, en gran medida se
corresponden con la presencia de consideraciones sobre la integracion de las TIC o de
actividades que involucran de manera explicita el uso de calculadoras gréficadoras.
Tal es el caso del libro de Riddle (1997), el libro de Zill y Dewar (2001) que es
utilizado en cursos para ingenieros o carreras de ciencias econémicas y politicas en
las universidades del suroccidente y el libro de Lehmann (2002). Este Gltimo aparece
como el méas citado en los programas de estudios de los cursos de geometria para
licenciados en matematicas, matematicos y fisicos; ademas es el libro que siguen los
estudiantes que participaron de esta investigacion.

A partir de la revisién de los programas de curso, se puede concluir que el
contenido tematico conicas no es usual en los cursos para estudiantes que se estan
formando como profesionales en las facultades de ingenierias, ciencias econémicas y
politicas. Sin embargo este contenido se estudia al final del semestre de los cursos, en
un tiempo aproximado de un mes, con una intensidad de 4 a 5 horas semanales
presenciales. En general se pudo observar que este contenido tematico es usual para
los profesores en formacion inicial de los programas de pregrado de matematicas,
fisica y licenciatura en matematicas.
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Ahora bien, este contenido tematico parece reservarse para el final de los cursos y
no hay garantia que se desarrolle completa y adecuadamente. Se evidencia que se
destina poco tiempo para el estudio de la geometria analitica, quedando subsumido
en cursos como geometria®®, geometria bésica, algebra y funciones y matematicas
fundamentales, ofrecidos en los primeros semestres (Ver Anexo No. 3).

Sélo para el caso de los estudiantes que se estan formando como futuros
profesores de matematicas, se incluye en su pensum académico, el curso de
geometria analitica y vectorial, donde se da un tiempo razonable para el estudio de
las conicas. En estos cursos, se hace uso de AGD como el Cabri Géométre en su
version para computadores o en las calculadoras Voyage 200 o T1-92 Plus, ademas
del uso de la regla y el compas para el estudio de construcciones geométricas (Ver
Anexo No. 3). En general se reconoce un uso marginal de estos instrumentos,
asociado basicamente con los intereses y concepciones particulares del profesor que
orienta el curso.

Un analisis de los libros de texto universitarios seleccionados.

El analisis de los libros de texto se plante6 con la intencion de describir los
saberes matematicos que circulan en ellos y las propuestas de ensefianza asociadas.
Inicialmente se ofrece una vision panoramica que gradualmente lleva a aspectos muy
especificos del tratamiento de las conicas. Estos andlisis® se refieren
fundamentalmente a los contenidos y actividades, y se organizan en tres etapas:

1. La primera analiza una estructura tematica general del libro de texto,
resumiendo los capitulos con sus respectivas tematicas en tablas.

2. La segunda presenta una estructura tematica de la unidad o capitulo sobre
conicas, y centra la mirada en la parabola, la elipse y la hipérbola.

3. Y la ultima, esboza una mirada a las construcciones geométricas de las
cénicas como lugar geométrico, sus representaciones graficas para finalizar
con la verificacion del tratamiento puntual y global en las graficas que
aparecen en cada libro de texto.

%8 En un sentido estricto este nombre deberia de ser geometrias porque se plantean procesos y tematicas de la
geometrl’a plana, geometria del espacio y la analitica.

° La propuesta de la organizacién y estructuracién del anélisis de los libros de texto es retomada de Guacaneme
(2001).
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Libro de texto Universitario No. 1: Geometria Analitica de Riddle (1997).

En Riddle (1997) se presenta el estudio de las cénicas, explicitamente en uno de
los capitulos, sin embargo es un tema transversal como se puede apreciar en la Tabla
2. Posteriormente, se explica generalmente la manera en que se aborda cada una de
las tematicas, a excepcion de las tematicas de transformaciones de coordenadas,
coordenadas polares y ecuaciones paramétricas®™.

Tabla 2. Contenido del libro Geometria Analitica de Riddle (1997).

Capitulos® Tematicas

1.7. Graficas y Puntos de Interseccion

. Geometria Analitica plana 1.8. Ecuacion de un Lugar Geométrico

1. Vectores en el plano

Il La linea recta

IV.1. Forma Estandar® de la Ecuacién de un Circulo

V. El Circulo IV.2. Condiciones para determinar un Circulo

V.1. Introduccion
V.2. La Parabola
V.3. La Elipse
V.4. La Hipérbola

V. Secciones Cénicas

VI.1. Traslacion de Secciones Conicas

. VI.2. Traslacion de Ecuaciones Generales
VI. Transformaciones de Coordenadas

VI.3. Rotacion
V1.4, La Ecuacion General de Segundo grado
ViIl. Trazo de Curvas VII.6. Trazado Directo de las Conicas
Vil Coordgna}das Polares y ecuaciones VII1.5. Secciones Cénicas en Coordenadas Polares
Paramétricas
IX. Geometria Analitica de sélidos

El estudio de las conicas inicia desde el capitulo I con las tematicas 1.7 Graficas y
Punto de Interseccién, y se presenta dos ejemplos, en uno se grafica un circulo® de
centro el origen de coordenadas y radio 5 (x? + y? = 25) y en el otro se realizan y
comparan las graficas de la parabola y = x? y y2 = x y se diferencian cuales de las
dos relaciones es una funcion utilizando la prueba de la recta vertical. Se especifica
que al graficar en una calculadora es necesario despejar y en la expresion algebraica
(funcion explicita) y que se debe tener presente que las expresiones deben
corresponder a funciones.

% No se tienen en cuenta estas teméticas en todos los libros de texto porque este estudio no se centrd
explicitamente en estos saberes matematicos.

®1 Para cada libro de texto se ha escogido una manera diferente de ordenar los capitulos de manera que se
distingan de un texto a otro. Los libros de texto seleccionados se dividen en unidades o capitulos, que son partes
del libro dedicadas a tematicas especiales.

82 Denominada también como la forma canénica, tipica u ordinaria.

88 En este libro de texto, no se diferencia el concepto de circulo y circunferencia, por lo que se puede inferir por el
tratamiento matematico que le dan a este tema, que se trata de circunferencia. tal vez por la traduccion al espafiol
que le hicieron a este libro. Debido a que en idioma inglés, la palabra circle expresa el concepto de circunferencia
(curva cerrada plana equidistante del centro), mientras que circumference significa perimetro del circulo (la
longitud de la circunferencia). Sin embargo, disk se asocia al concepto de circulo (superficie plana limitada por
una circunferencia). También se utiliza la palabra “circle” para encerrar algo en un circulo.
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Finalizada cada temaética, se propone una seccion llamada problemas, dividido
generalmente en tres partes: actividades rutinarias, aplicaciones y uso de la
calculadora gréficadora. Al final del capitulo se presentan algunos problemas de
repaso.

En esta seccion de problema, se solicita realizar graficas en lapiz y papel y en
calculadora, de varias expresiones algebraicas, para luego distinguir cuales
expresiones son funciones o hallar puntos de interseccion y resolver algunas
preguntas referentes a diversas situaciones descritas en lenguaje cotidiano y
simbolico.

Otra caracteristica de los capitulos son las notas histricas donde se mencionan
algunos de los aportes de diversos matematicos en el desarrollo de la geometria
analitica. Por ejemplo, en el capitulo VI se reconoce como inventor de la geometria
analitica a Fermat. En el capitulo V se presenta a Menecmo como el descubridor de
las secciones conicas al tratar de resolver el problema de la duplicacién de un cubo®.
Se menciona a Pappus en la demostracion de la propiedad del foco directriz de las
secciones coénicas y a Kepler quien demostrdé que las orbitas de los planetas son
elipticas.

En la siguiente tematica 1.8 Ecuacion de un Lugar Geométrico, se propone el
segundo problema fundamental de la geometria analitica. En el segundo y tercer
ejemplo se hace alusion a una elipse y una parabola. En la solucion se utiliza la
expresion algebraica de distancia entre dos puntos en el plano cartesiano y se muestra
la grafica. Entre los problemas propuestos se le pide al estudiante hallar la ecuacion
del conjunto de puntos que satisfacen las condiciones dadas, como “la suma de sus
distancias a (0,4) y (0, — 4) es 10”.

El estudio de las conicas continda en el capitulo 1V: El Circulo. La definicion de
circulo corresponde a la de circunferencia, se infiere que ha sido una traduccion
equivoca de la version original del libro de texto en inglés. En el capitulo V:
Secciones Conicas, se determina a la circunferencia como un caso particular de la
elipse. Para ampliar los contenidos del capitulo V, se presenta un el Esquema 9.

8 Este problema geométrico, el problema de la duplicacion del cubo, se explicita en la dimensién histérico —
epistemoldgica de este informe.
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Conicas: Primero las define como curvas formadas
por la interseccion de un plano con un cono circular
recto en el espacio.

!

Luego la ecuacion Ax? + Bxy + Cy> + Dx + Ey + F = 0,
(forma general) el cual A, B y C no son cero a la vez,
representa a las secciones cénicas, con algunas excepciones.

— T~

Conicas Tradicionales Coénicas Degeneradas
Parabola Elipse Hipérbola

Por ultimo, aparecen las cénicas tradicionales:
« Definiciones: como lugar geométrico y a partir de la excentricidad. :
- Expresion algebraica a partir de la definicion en relacion a la i
representacion grafica de la conica. :
- Ejemplo de actividades del paso de la representacion algebraica al i
grafico. :
» Aplicaciones en la ciencia. :
 Seccion de problemas o ejercicios, se propone con el uso de :
calculadora. :
« Nota Hist6rica.

Esquema 9: Estructura del capitulo V: Secciones Conicas.

En los capitulos IV y V, se definen: circunferencia, parabola, elipse e hipérbola
como un lugar geométrico. En éstas, se incluyen las definiciones nominales de radio,
centro, focos y directriz, segun corresponda. También las conicas se definen en
términos de la excentricidad. Asociadas a cada definicion de lugar geométrico se
miran algunos teoremas relacionados con las expresiones algebraicas de las cénicas
(general y estandar). Algunos de estos teoremas son demostrados algebraicamente,
otros son utilizados en los ejemplos.

En el capitulo V, terminando cada una de las tematicas V.2., V.3. y V.4. de
parabola, elipse e hipérbola se presentan algunas de sus aplicaciones en la ciencia. En
el caso de la pardbola se menciona su propiedad de reflexion y su utilidad en el
calculo de las orbitas de los planetas y en la construccion de puentes. En el caso de la
elipse se menciona su uso en el modelo de Kepler del movimiento de los planetas y
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su propiedad reflectora en los espejos elipticos. Igualmente las hipérbolas se
relacionan con sus propiedades reflectoras en la construccion de telescopios y con la
mecanica celeste.

En los problemas de los capitulos IV y V, se le pide al estudiante encontrar la
expresion algebraica dada la gréfica, deducir la expresion algebraica a partir del
veértice, un punto, el centro, los focos, la directriz entre otros elementos de la conica,
realizar demostraciones y comprobaciones, graficar utilizando calculadora y resolver
situaciones en contextos de la vida diaria o de otras disciplinas. Todas las secciones
de problemas se dividen en este tipo de actividades.

En relacion a las graficas, en los capitulos V y VII se proponen métodos en el
ambiente de lapiz y papel de cada una de las cénicas tradiciones. En la Tabla 3, se
resume las caracteristicas de la manera de graficar en lapiz y papel. Estos métodos
parten de lo puntual, antes de obtener la figura de manera global.

Tabla 3. Métodos para graficar conicas en Lapiz y Papel.

Capitulo Parabola Elipse Hipérbola
Se convierte la  expresion . .
- ) Se convierte la expresion a su
algebraica a su forma estandar . -
. L forma estandar (Ej.:
Para realizar la gréfica se 2 yZ 9 2
determina los extremos | (gj.: — 5 =1) conestas | X _ Y —1) Se establ
v del lado recto y el vértice a b 22 b2 =1). Se establece
(determinacion de tres | expresiones se establecen el ol centro. sus vértices. focos
puntos), trazandose la | centro, los vértices, lo covértices, ntot ' lad t’ C X
curva de manera global. | |os focos y la longitud del lado | 250> Y 1ados Tectos. L.on
estos valores se traza la curva
recto. Con estos datos se traza la
. de manera global.
gréfica de manera global.
Se establecen el valor de B 2 — 4AC, cuyo valor o signo determina el tipo de conica. Una vez
que se establece el tipo de conica, se aplica la formula cuadratica. Las dos expresiones que se
VIl obtienen permiten hallar la gréafica de la conica, al sumar sus ordenadas para un determinado
valor de la abscisa. EI método de emplear la suma de las ordenadas en hipérbolas, elipses y
parabolas tiene una desventaja, es que las dos curvas se deben trazar con bastante exactitud.

Libro de texto Universitario No. 2: Algebra y Trigonometria de Zill y Dewar

(2001).

Este libro integra diferentes conocimientos matematicos, algunos relacionados con
la Teoria de Conjuntos, Conceptos fundamentales de Algebra, Trigonometria,
Probabilidad y Geometria Analitica. Consta de 12 capitulos, en la Tabla 4 se

presentan una panoramica general.
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Tabla 4: Contenido del libro Algebra y Trigonometria de Zill y Dewar (2001).

CAPITULOS TEMATICAS

. Logica y Conjuntos.
. Conceptos fundamentales del Algebra.
. Ecuaciones e Inecuaciones.

3.2. Férmula de la distancia y de la

. Funciones y Gréficas. circunferencia.

. Funciones Polinomiales y Racionales.

. Funciones Exponenciales y Logaritmicas.
. Trigonometria del Triangulo.

. Trigonometria Analitica.

. Sistemas de Ecuaciones e Inecuaciones.

. Matrices.

O O[NNI OA]| W [NEFO

10.1. La Paréabola.

10.2. La Elipse.

10.3. La Hipérbola.

10.4. Traslacion y Rotacion de Ejes.

10.5. Coordenadas polares.

10.6. Ecuaciones polares de las secciones
conicas.

10.7. Vectores.

10. Temas de Geometria Analitica.

11. Sucesiones, Series y Probabilidad.

En la temética 3.2 se halla la expresion estandar de la circunferencia utilizando la
férmula de distancia teniendo en cuenta la definicién de circunferencia como lugar
geomeétrico. En los ejemplos que se presentan en este libro de texto, se halla el centro
y el radio de la circunferencia dada la forma estandar o general y la ecuacion de la
circunferencia conociendo el centro, el radio o un punto de la circunferencia.

En la seccidon de ejercicios de esta tematica, proponen realizar actividades
similares a los ejemplos, como hallar el centro y el radio dado la expresion
algebraica, demostrar que la ecuacion dada representa una circunferencia, hallar la
expresion algebraica de la circunferencia dado un punto, el centro, el radio, los
extremos del didmetro, rectas tangentes y realizar la grafica de dada una relacién
(igualdades y desigualdades).

En cuanto a la iniciacién del capitulo 10, muestra cada una de las tematicas a
tratar y una nota histérica corta sobre Hypatia. En éste apartado, se resalta el tratado
de esta matematica griega que escribié un libro sobre las conicas titulado “On the
Conics of Apollonius” y que popularizo el trabajo de Apolonio y repercutio en los
trabajos de Galileo y Kepler.

En el capitulo 10 se determinan las secciones conicas en relacion a la inclinacion
de un plano que intersecta un cono circular (Ver Esquema 10). Aunque se dice que la
circunferencia es una conica, se inicia con el estudio de la pardbola (Ver Tabla 4,
tematica 3). Cabe sefialar que aunque las definiciones de las cénicas se dan en
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términos de lugares geométricos, en la introduccion se definen aludiendo a los
diferentes cortes de un plano con un cono desde un punto de vista intuitivo.

Secciones Conicas: curvas
generadas por la interseccion de un
plano con un cono circular recto.

Plano

ligeramente
inclinado

Plano paralelo a
una recta sobre
el cono

Plano Plano secante a
perpendicular ambas mitades
del cono
Paribola | Elipse
Circunferencia Hipérbola

Esquema 10: Secciones conicas en Algebra y Trigonometria de Zill y Dewar (2001).

En el capitulo 10, se recuerda que las parabolas son las gréficas de la funcion
cuadratica en relacion a su forma desarrollada y = ax? + bx + ¢ (vinculo
presentado en la tematica 4.1) y se definen como lugar geométrico. En la grafica de
una parabola se determina el eje focal o de simetria, el vértice, la directriz y el foco;
esta grafica a diferencia de las otras se distingue porque el eje de simetria no es ni
horizontal o vertical. Luego para deducir la ecuacion de la pardbola, se hace alusion a
la férmula de distancia entre dos puntos y dado que el foco se ubica en (0, p), se llega
a la obtencion de la expresion x? = 4py, esta forma estandar es equivalente a la
forma desarrollada de la parabola. Los ejemplos buscan obtener el foco y la directriz
al dar la expresion algebraica o por el contrario, hallar la expresion algebraica dada el
foco y la directriz. Las pardbolas de los ejemplos tienen como eje focal al eje y.

En las explicaciones se muestra que la parabola es simétrica respecto a su eje
focal. También se introducen las parabolas cuya ecuacion es y? = 4px. En una tabla
se resumen las caracteristicas de estos dos tipos de parabolas. Se dan cuatro ejemplos
de parabolas con el vértice en el eje de coordenadas.

Posteriormente se introducen las parabolas con vértice (h, k), cuando h y k son
distintas de 0. Se dice que estas parabolas son el resultado de traslaciones verticales y
horizontales. También se presenta una tabla que resumen todos los posibles casos de
parabolas, sus caracteristicas en posicion estandar o prototipica y su representacion
algebraica. De la misma manera, cuando el vértice es (h, k), se presentan otros cuatro
ejemplos. Finalizando esta temética se muestran las aplicaciones de las parabolas en
Optica, espejos, en el disefio de puentes y la trayectoria de proyectiles.
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En los ejercicios propuestos, se solicitan diversos tipos de actividades que se
pueden agrupar asi: hallar el foco, el vértice, el eje de simetria y la directriz de las
parabolas dada su expresion algebraica, encontrar la forma estandar de una parabola
dada algunas condiciones como el foco o puntos de la pardbola y resolver algunas
situaciones en contextos de las matematicas, la fisica o de la vida diaria en donde se
requiera para su solucion una parabola.

En cuanto a la realizacion de la grafica de la parabola, dada la expresion
algebraica, los ejemplos muestran que la ecuacion se escribe en la forma estandar
para luego determinar el vértice, el eje de simetria, el foco y dos puntos, cada uno en
una de las dos ramas de la parabola, con tres puntos de la pardbola se realizan la
grafica, este procedimiento se parte de una mirada puntual para luego generar la
globalidad de la figura. De la misma manera se realiza la gréafica de la elipse y de la
hipérbola, dada la representacion simbolica, se escribe en la forma estandar, en el
caso de la elipse se dibujan los vértices para luego trazar la figura de manera global
mientras que para la hipérbola se halla los vértices, el eje focal y las asintotas antes de
trazar la figura de manera global. En el trazo de las conicas se tiene presente su
propiedad de simetria.

En relacion a las tematicas de la elipse (temética 10.2) y la hipérbola (temética
10.3), éstas se presentan de la misma manera que la parabola. Cada una de ellas se
define en términos de lugares geométricos, se deduce la ecuacion estandar con los
focos sobre el eje x y simétrica al eje y, se hace uso del centro de la elipse y de la
hipérbola en el origen de coordenadas, y se utiliza la formula de distancia. En este

2 2
caso la expresion de la elipse es x—+y— =1vyenla hipérbola la expresion es

2 2
Z—Z — = 1. Posteriormente se introducen las expresmnes = + — =1 para la elipse
2 2
y Z_z - x— = 1 para la hipérbola, en el caso de que los focos estén sobre el eje y. Las

caracterlstlcas de estas elipses e hipérbolas se resumen en una tabla.

A partir de una grafica se determinan los elementos de cada una de las cdnicas, en
el caso de la elipse se presentan el eje mayor, el eje menor, los focos, veértices (los
cuatro Vértices) y el centro; en el caso de la hipérbola se presentan los focos, el
centro, los Vértices, el eje transverso, el eje conjugado Yy las asintotas. Se determina la
relacion de a, b y c en los elementos de la elipse y la hipérbola. Para cada caso en el
que la elipse o la hipérbola estan centradas en el origen de coordenadas, se presentan
cuatro ejemplos. Asi mismo, se muestran para cada una de estas conicas, unas notas
que indican los cambios en la expresion algebraica.

Luego, por cada caso, elipse o hipérbola, se estudia cuando tienen el centro en
x-n* —h)2 -k)? =10 &M (x h) +(y—k)2

2 — = lparala

(h, k). Se determinan las ecuaciones ~—~—
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; ; (x=h)?*  (-k)?* _ -K)?  (x=h)?
elipse y las ecuaciones T = 10 e

La deduccion de las ecuaciones no se explica.

= 1 para la hipérbola.

Se finalizan las teméticas 10.2 y 10.3 con las explicaciones de algunas
aplicaciones de la elipse y la hipérbola a la astronomia y la acustica. En cada una de
las tematicas, los ejemplos son similares a las actividades propuestas en la seccion
ejercicios.

En la tematicas 10.4, se consideran las traslaciones y rotaciones con centro (h, k),
teniendo en cuenta un nuevo sistema de coordenadas, redefiniendo la expresion
algebraica de las conicas en relacion a ese sistema, para luego terminar expresando la
ecuacion general de segundo grado Ax%+ Bxy + Cy?+ Dx+ Ey+F =0, sin
demostrarla que su grafica corresponde con tal ecuacion y sin especificar las
constantes A4, C, D, E, y F. La constante B, la explican cuando se elimina el término
xy mediante una rotacion de ejes a traves de un angulo.

Libro de texto Universitario No. 3: Geometria Analitica de Lehmann (2002).

Este libro se divide en dos grandes partes: la geometria del plano y la del espacio.
El desglose de los temas en relacion a estas grandes tematicas, y en particular a las
conicas, se presenta en la Tabla 5.

Tabla 5. Contenido del libro Geometria Analitica de Lehmann (2002).

Capitulo Temaéticas/Articulos®
Primer Capitulo: 11. Demostracion de teoremas geométrico por el
Sistemas de Coordenadas método analitico
13. Dos problemas fundamentales de la geometria
Segundo Capitulo: analitica
gur P o 14. Primer problema fundamental. grafica de una
. Gréficas de una Ecuacion y Lugares ecuacion

Geometricos 22. Segundo problema fundamental

23. Ecuacion de un lugar geométrico

GEOMETRIA PLANA

Tercer Capitulo: La linea recta

39. Ecuacién de una circunferencia, forma ordinaria.

40. Forma general de la circunferencia

41. Determinacion de una circunferencia sujeta a tres
condiciones dadas

44. Tangente a una curva

45. Tangente a una circunferencia

46. Teoremas y problemas de lugares geométricos

Cuarto Capitulo:
Ecuacion de la circunferencia

8 Los articulos son divisiones en cada uno de los capitulos como las teméticas y van enumerados de manera
secuencial a lo largo de todo el libro de texto.
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Capitulo

Tematicas/Articulos®

relativos a la circunferencia

Quinto Capitulo: Transformacion de
coordenadas

50.
51.

Traslacion de los ejes coordenados
Rotacién de los ejes coordenados

Sexto Capitulo: La Parabola

54.
55.

56.
57.

58.
59.

Definiciones

Ecuacion de la parabola de vértice en el origen y
un eje coordenada

Ecuacion de una pardbola de vértice (h,k) y eje
paralelo a un eje coordenado.

Ecuacion de la tangente a una parabola

La funcién cuadrética

Algunas aplicaciones de la parabola

Séptimo Capitulo: La Elipse

60.
61.

62.

63.

Definiciones

Ecuacion de la elipse de centro en el origen y ejes
de coordenadas los ejes de la elipse.

Ecuacion de la elipse de centro (h,k)y ejes
paralelos a los coordenados

Propiedades de la elipse

Octavo Capitulo: La hipérbola

64.

66.
67.
68.
69.

71.

Definiciones

Primera ecuacion ordinaria de la hipérbola
Asintotas de la hipérbola

Hipérbola equilatera o rectangular

Hipérbolas conjugadas

Segunda ecuacidn ordinaria de la hipérbola
Propiedades de la hipérbola

Primer resumen relativo a las secciones conicas

Noveno Capitulo: Ecuacion General de
Segundo Grado

77.
78.

Sistemas de conicas
Secciones planas de un cono circular recto

Décimo Capitulo: Coordenadas Polares

Undécimo Capitulo: Ecuaciones
Paramétricas

Duodécimo Capitulo: Curvas planas de
grado superior

GEOMETRIA
ANALITICA DEL

Decimotercero Capitulo: El punto en el
espacio

SPACI

Decimocuarto Capitulo: El plano

Decimoquinto Capitulo: La recta en el
espacio
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Capitulo Temaéticas/Articulos®®

Decimosexto Capitulo: Superficies

Decimoséptimo Capitulo: Curvas en el
espacio

Dentro de estas tematicas el estudio de las conicas inicia con la nocién de lugar
geométrico en el segundo capitulo. En este se especifican dos problemas
fundamentales en la geometria analitica:

e Dada una ecuacion interpretarla geométricamente, es decir, construir la grafica
correspondiente.

e Dada una figura geométrica, o la condicién que debe cumplir los puntos de la
misma, determinar su ecuacion.

Para mirar el primer problema se determina qué es una grafica de una ecuacion o
lugar geométrico, los interceptos con los ejes, la simetria, la extension de una curva y
las asintotas. Con estos datos se procede a explicar la construccion de curvas. En las
construcciones se presenta un caso especial de ecuaciones, las factorizables, que
reducirian algunos pasos en la construccién. Como tema final de este capitulo se
presentan las intersecciones de curvas. En algunos de los ejercicios se espera que los
estudiantes realicen la grafica de la ecuacion, teniendo en cuenta las intersecciones,
simetria y extension.

El segundo problema se aborda teniendo en cuenta la definicion de la curva.
Se dice que frecuentemente es un lugar geométrico descrito por un punto que se
mueve siguiendo una ley especifica. Para hallar la ecuacion de un lugar geométrico se
define que “la ecuaciéon f(x,y) =0, cuyas soluciones reales para los valores
correspondientes de x y y son todas las coordenadas de aquellos puntos, y solamente
de aquellos puntos, que satisfacen la condicién o condiciones geométricas dadas que
definen el lugar geométrico” (Lehmann, 2002, p. 51). A partir de esta definicion, se
presenta el procedimiento para obtener la ecuacién de un lugar geométrico. Este
procedimiento se aplica a dos ejemplos. Los ejercicios que se proponen son hallar la
ecuacion del lugar geométrico y construir la curva.

El cuarto capitulo esta estrechamente relacionado con las conicas, particularmente
empieza con la circunferencia. Esta se define como lugar geométrico y se determina
la ecuacion a partir de un teorema, que se demuestra previamente a la presentacion de
los teoremas. En los ejercicios, se solicita hallar la ecuacion de la circunferencia
segun los datos dados.
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En una de las explicaciones se presenta el desarrollo de la ecuacion ordinaria de la
circunferencia para obtener la ecuacion general, una de las preguntas se relaciona con
determinar cuando la ecuacion general corresponde a una circunferencia. Se propone
completar el cuadrado en la ecuacion general y analizar la expresion para determinar
cuando es una circunferencia. Algunos de los ejercicios proponen hallar la ecuacion
ordinaria de una circunferencia dada una ecuacion general. Si es una circunferencia se
solicita realizar la gréafica y hallar su centro y su radio. Otros ejercicios solicitan
hallar la ecuacion, radio y centro de la circunferencia que pasa por tres puntos dados,
demostrar que dos circunferencias son tangentes o concéntricas.

En otra de las tematicas del cuarto capitulo se demuestran dos teoremas relativos a
la circunferencia, el primero sobre el angulo inscrito en una semicircunferencia y en
el segundo sobre el lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que la
suma de los cuadrados de sus distancias a dos puntos fijos es constante. Para
resolverlos se recomienda remitirse al articulo 11 (demostraciéon de teoremas por el
método analitico) y 23 (ecuacion de un lugar geométrico). Los articulos en este libro
son las partes en que se dividen cada uno de los capitulos. La numeracién de los
articulos inicia en el primer capitulo y finaliza en el dltimo capitulo.

En el capitulo sexto se define la pardbola como una curva plana y como un lugar
geométrico y no se hace referencia hasta ese momento de los cortes de un plano con
un cono recto. Con la definicidn se determina la ecuacion de la parabola, primero se
presentan las pardbolas con vértice en el origen y posteriormente las que tienen el
vértice en (h, k) y el eje de simetria paralelo a un eje coordenado. Algunos ejercicios
son hallar el foco, la ecuacion de la directriz, la longitud del lado recto para la
ecuacion dada, realizar la gréfica de la parabola y discutir el lugar geométrico
correspondiente.

En el articulo 57 sobre la ecuacion de la tangente a una parabola, se tiene en
cuenta el articulo 44 sobre tangencia junto con la expresion estandar de la parabola y
la ecuacion implicita de la linea recta. A partir de la deduccion algebraica de la
ecuacion se plantea el siguiente teorema: “la tangente a la parabola y% = 4px en
cualquier punto P;(x;,y;) de la curva tiene por ecuaciony,y = 2p(x + x;)”
(Lehmann, 2002, p. 162). También se presenta la ecuacion de la recta tangente dada
la pendiente. En los ejercicios se solicita ademas de realizar la grafica, que deben
hallar la ecuacién de la tangente para la parabola dado el punto de contacto o la
pendiente. En otros ejercicios se solicita hallar el &ngulo formado por las rectas que
interceptan a la parabola o dos parabolas.

En el articulo 58 sobre la funcion cuadratica y su relacion con la paradbola, se

recomienda estudiar las propiedades analiticas de la funcion cuadréatica a partir de las
propiedades geométricas de la parabola. Al completar el cuadrado en la ecuacion
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y = ax? — bx — ¢ se deduce la ecuacion estandar o clésica de la parabola es (x +

b 1 b? ., L .

Z)z = E(y t oo c). De esta expresion se deduce el veértice y se determina que
todas las parabolas de la expresion estandar tendrian su eje de simetria paralelo al eje
y.

Se aclara que si a > 0 entonces la parabola abre hacia arriba y su vértice seria el
punto minimo y si a < 0 entonces la parabola abre hacia abajo y su Vértice seria el
punto maximo. Se analiza ademas cuando los valores de la funcion son positivos o
negativos teniendo en cuenta el valor de a y los puntos de corte con el eje x. En el
ejemplo se solita hallar el valor maximo dado la expresion de la parabola. En los
ejercicios que se proponen, se solicita dibujar la parabola ademas de hallar el maximo
0 minimo de la funcion cuadratica, hallar los valores de x para los cuales la
desigualdad cuadratica es verdadera, la funcion cuadratica es positiva, negativa o
cero; también se pide hallar los valores de x dado los valores de los ceros de la
funcion cuadrética y hallar la funcién cuadrética que permite encontrar la solucién a
una situacion.

Se finaliza el capitulo sexto con el articulo 59, en donde se presentan algunas
aplicaciones de la parabola como arco parabdlico y la propiedad focal. Dentro de los
usos se explican las propiedades de la parabola en la ley de reflexion.

El capitulo séptimo trata sobre elipses y el capitulo octavo sobre hipérbola. Al
igual que en el capitulo sexto sobre pardbola se inicia con la definicion de estas
curvas como lugar geométrico, en esta definicion se determina un punto dinamico que
describe una curva. En estas explicaciones se determinan los focos, los vértices, los
ejes de simetria, el eje normal, la cuerda, la cuerda focal, el lado recto, el diametro, la
excentricidad entre otros aspectos. Estas definiciones se acompafian de la grafica de
la elipse y la hipérbola. De la definicion se deduce las ecuaciones estandares o
clasicas de la hipérbola y la elipse simétricas a los ejes coordenados y al origen. En
algunos de los ejercicios se solicita dibujar la figura, hallar las coordenadas de los
vértices y los focos, las longitudes del eje transverso y conjugado, la excentricidad y
la longitud del cada lado recto de una hipérbola, hallar la ecuacion y la excentricidad
de una hipérbola dado sus vértices y focos, o su centro, eje transverso, foco y
excentricidad.

También se considera el estudio de la elipse y la hipérbola con centro en (h, k) y
ejes paralelos a los ejes coordenados. En los ejercicios propuestos se les solicita
deducir la propiedad intrinseca de la elipse, hallar la ecuaciéon de la elipse dados
algunos datos, discutir sobre la ecuacion general o estdndar, hallar la ecuacion
estandar de la elipse para centro (h, k) y ejes paralelos a los ejes coordenados y las
coordenadas del centro, el vértice y los focos. En cada uno de los ejercicios se solicita
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dibujar la gréfica. En el caso de la hipérbola se presentan las ecuaciones para hallar
las rectas asintotas y se analiza las hipérbolas equilateras y las conjugadas.

En el articulo 63 se presentan las propiedades de la elipse relacionadas con sus
tangentes y su aplicacion en la construccion de cadmaras secretas (superficies de
reflexién). Brevemente se mencionan otras aplicaciones en arcos elipticos y el
recorrido de los planetas alrededor del sol. Algunos de los ejercicios finales solicitan
demostrar algunos teoremas y hallar las ecuaciones de las tangentes a una elipse.

Al igual que en la elipse, se presentan las propiedades de las hipérbolas
relacionadas con las tangentes y la propiedad focal, en ninguno de las dos
propiedades se menciona sus utilidades. Algunos problemas solicitan demostrar,
hallar las ecuaciones para la tangente, la normal, las longitudes de la normal, la
tangente, la normal, subtangente y subnormal para una hipérbola dada, hallar el
angulo formado por tangentes a una hipérbola y demostrar que una elipse y una
hipérbola son ortogonales.

En el articulo 71 se resumen todo lo relacionado con la parabola, la elipse y la
hipérbola. Se dice que son secciones conicas 0 conicas, las que satisfacen la ecuacion
Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = 0 y representan un lugar geométrico. Se incluyen en la
descripcidn las conicas degeneradas o las formas limite de las conicas. Se especifica
que la circunferencia es un caso especial de la elipse. Se incluye una tabla que resume
lo mas importante de los tres capitulos, se aclara que es necesario afiadir otros datos
como las ecuaciones de las tangentes de las conicas (Ver Tabla 6).

En el capitulo noveno de ecuacién general de segundo grado, en el articulo 77
sistemas de conicas se analizan los valores de cada de los coeficientes la ecuacion
general Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 para que sea una conica. Como caso
particular se presentan las cénicas homofocales. El articulo 78 es sobre secciones
planas de un cono circular recto, es donde por primera vez se designa a la parabola, la
hipérbola y la elipse como secciones conicas. Se muestran los tres casos en que el
plano que intercepta al cono forma la elipse, la parabola y la hipérbola.
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Tabla 6: Resumen de los capitulos VI, VIl y VIII del libro de Lehmann (2002)
PRIMER RESUMEN RELATIVO A LAS CONICAS

Curva Pardbola Elipse Hipérbola
Definicién Art, 5 Art, 60 Art, 64
p = distancia del vérticeal foco | 2a = longitud del eje mayor 2a = longitud del eje tranaverso
Cor = distancia del vértice a la di- | 2b = longitud del eje menor 2b = longitud del eje conjugado
nstantes rectriz 2¢ = distancia entre losfocos | 2¢ < distancia entre los focos
2= af — 13 c? = g? + ¥
Foco sobre el eje Focos sobre el eje mayor Focos sobre ¢l eje transverso
. y? = dpx z2 gyt 2
Prion i6n ordinari otnadente Directriz: z = — p: foeo (p, 0) e E‘:"‘o?‘:‘ o P al _0? =1 0
rimera ecuacion ordinaria : 'ocos {¢, 0), (— ¢, ocos (&,0), (= ¢,
con el cje X (Art. 55, teorema 1) (Art. 61, teorema'1) {Art. 65, teorema 1)
'\"gjﬁce d?:‘l‘ n{:bohly centros de la 2t = dpy S # 2
pee ¢ hipér e el origen Efo;gf:ﬂeme Directris: y = — p; feeo (0, p) pit =1 at b !
con el eje ¥ Focos 10, ¢), (0, — ¢} Focos (0,¢), (0, —¢)
(Art, 55, teorema 1) (Art. 61, teorems 1) (Art. 85, teorema 1)
. (z—h)2 (v-—k)? (2 AP  (y—k»R
EJOfOC&I { —k)"“s—h ] + =] ——T__l
Segunda ecuacion ordinaris paralelo v iz - R @ s o b
al eje X (Art. 56, teorema 2) (Art. 62, teorema 2) (Art, 60, teorema 3)
Vértice de la B;Iriboh y centros de Ia
elipse e hipérbola en el punto (&, k) Eje focal (2-h)2  (p—k? { W—k2 (z=A)F
paralelo (@~ W) = dp(y - 1) ® e - & e !
al eje ¥ (Art. 56, teorems 2) (Art, 62, teorema 2) (Art. 69, teorema 3)
Longitud del lado recto ip » 2
a a
[ [
Excentricidad =1 e=_<1 e=-—->1

{Para la circunferencis, e = 0)

Ecuseién general de I conica careciendo del término en 2y
A+ v+ D+ By + F=0

Yasea A=06C=0
(Art, 58, teorema 3)

A y € del mismo signo
{Art. 62, teorema 3}
Para la circunferencie, 4 = C
(Art. 40, teorema 2)

A ¥ ¢ de signo distinto
(irt. 89, teorema 4)

Cacog excepcionales

Don rectas coincidentes; dos ree-

tas a8
(Ningln lugar geométrico)
(Art. 56, teorema 3)

Punto
(Ningdn lugar geométrico)
(Art. 62, teorema 3)

Dos rectas que se cortan

(Art. 60, teorema 4)
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Comparacion y analisis de los tres libros de texto universitarios.

Una de las caracteristicas del libro de texto de Riddle (1997) es la posibilidad de
integrar el uso de calculadoras graficadoras. A diferencia de los otros libros de texto
que s6lo admiten procedimientos de lapiz y papel, en éste, todas las secciones de
problemas proponen actividades con el uso de la calculadora. De esta manera, en este
libro de texto, las TIC empiezan a ser integradas a la actividad matematica, sin
embargo, es uno de los pocos libros de texto que tiene en cuenta su uso.

En los capitulos de transformacion de coordenadas se reconoce que algunas
graficas hechas en el ambiente de lapiz y papel pueden ser engorrosas para los
estudiantes, porque los procesos son largos y se recomienda el uso de graficadores
electronicos. Se reconoce la importancia de la utilizacion de las calculadoras y el
lapiz y papel, otorgandosele a cada una actividades especificas. El libro de texto se
caracteriza por darle importancia a las técnicas para elaborar graficas de curvas.

Los libros de texto de Riddle (1997) y de Lehmann (2002) se caracterizan por la
secuencialidad de las tematicas. En la mayoria de los capitulos se retoman lo
presentado en los capitulos anteriores. En el caso de las conicas vemos que desde las
primeras tematicas se estudian y aunque se amplia su estudio en un capitulo o en
varios como en el libro de texto de Lehmann (2002), siguen estando presentes a lo
largo de todos los capitulos.

En cuanto al libro de texto de Zill y Dewar (2001), se observa que en un solo
capitulo se aborda una gran cantidad de tematicas que en los libros de texto de Riddle
(1997) y de Lehmann (2002) se presenta en varios capitulos. El libro de texto de Zill
y Dewar (2001) a pesar de no ser especializado en geometria analitica le permite al
estudiante tener una vision panoramica de las conicas, con muy poca profundidad,
con respecto a los libros de texto de Riddle (1997) y de Lehmann (2002).

El libro de texto de Lehmann (2002) a diferencia de los dos anteriores enfatiza
mas sobre la nocion de lugar geométrico y le da un caracter dindmico a sus
definiciones, propicias para trabajarlo en AGD. En la seccion de ejercicios, al final de
cada capitulo, existen preguntas relacionadas con la demostracién de teoremas, en el
sentido de demostrarlas siguiendo el procedimiento del método analitico: se emplea
un sistema de coordenadas; y se coloca la figura en éste, en la posicién mas simple, es
decir, en un posicion tal que las coordenadas de los puntos de la figura simplifiquen
lo més posible los célculos algebraicos; y por altimo, se procede algebraicamente
dependiendo de las propiedades particulares que se van a demostrar. Al final del libro
de texto, se presentan las respuestas de algunas preguntas, a excepcion de las
demostraciones.
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Las actividades propuestas en los tres libros de texto, en las denominadas
secciones llamadas problemas o ejercicios se observa un vasto trabajo desde lo
algebraico, aunque dichos procedimientos se acomparfien de la elaboracion de la
grafica de la conica. En estos libros de texto, son inexistentes las actividades
propuestas que se vinculan con la construccion geométrica de lugares geometricos, a
excepcion del libro de texto de Lehmann (2002) que presenta unos dos casos.

Si bien todos estos libros de texto expresan las definiciones en términos de lugar
geométrico, no se explicitan las construcciones geométricas exactas®®. Las
elaboraciones conceptuales que se presentan son eminentemente algebraicas, dados
los elementos constitutivos de la conica (focos, directrices, vértices, etc.), con el fin
de deducir su ecuacion. Pero no hacen referencia a lo que se entiende por
construcciones geométricas. Y en cada una de las gréaficas, se sefialan las partes
constitutivas de las cénicas tales como eje focal, vértices, focos, directrices, de tal
forma que se pueda obtener las ecuaciones que las representan. En algunos casos las
graficas aluden a algunos aspectos transformacionales de manera estética: simetrias,
rotaciones, traslaciones de las conicas. En todos los métodos de graficacion se toman
algunos puntos relevantes en relacion a las caracteristicas de las cénicas como su
simetria, antes de generar la figura de manera global.

2.3.3. La Teoria de las Situaciones Didacticas como referente para el
disefio.

A continuacion se expondran las principales ideas de esta teoria que contribuyen
orientar el disefio de secuencias de ensefianza. Para examinar el papel de los AGD en
la ensefianza de las matematicas se presenta algunas consideraciones didacticas del
Ambiente Cabri como medio para el disefio de situaciones a-didacticas y la manera en
que el profesor debe gestionar una clase de geometria con el uso de la tecnologia
informaética desde un punto de vista didactico.

La Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD) de Brousseau (1986; 1997; 2007)
pretende estudiar, modelizar y contrastar empiricamente los fenémenos didacticos
que ocurren cuando un profesor se propone ensefiar una nocion, teorema o0
procedimiento a sus estudiantes. Basicamente, Brousseau fundd esta teoria desde el
enfoque de aprendizaje por adaptacion a partir de la teoria de Piaget (Siguan &
Blanck, 1987) en la cual el sujeto (en este caso el estudiante) obtiene un conocimiento
a partir de las interacciones con un medio sin la intervencion directa de un profesor.

8 |as construcciones geométricas exactas se refieren a aquellas que se realizan siguiendo procedimientos
estandarizados de la geometria euclidiana
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El alumno aprende adaptandose a un medio que es factor de contradicciones,
de dificultades, de desequilibrios, un poco como lo hace la sociedad humana.
Este saber, fruto de la adaptacion del alumno, se manifiesta por respuestas
nuevas que son la prueba del aprendizaje. (Brousseau, 2007, p. 30)

En esta teoria, se presenta la distincion y sus relaciones entre situacion didactica y
situacion a-didactica y la manera en que interviene el medio en el aprendizaje por
adaptacion.

Situacidn didéctica, Situacion a-didactica, Contrato Didactico y Fases.

En la TSD, la situacion didactica se refiere al conjunto de interrelaciones entre los
tres componentes del sistema didactico: un saber (a ensefiar), un profesor (que desea
ensefiar ese saber) y un alumno (que desea aprender ese saber). En ésta, se manifiesta
directa o indirectamente una voluntad de ensefiar, es decir, es una situacion de clase,
que es construida intencionalmente con el fin de hacer adquirir a los alumnos un
saber determinado. Dentro de esta dindmica se incluye otra dimensién: la situacion a-
didactica.

En la situacion a-didactica el profesor prepara tanto un problema o una secuencia
a los estudiantes en la que se fomenta el aprendizaje por adaptacion, asi como unas
condiciones a través de un medio. Una situacion a-didactica esta desprovista de
intencionalidad didactica. En efecto, es el estudiante quien construye el conocimiento
solo si se interesa personalmente en solucionar el problema propuesto. De esta
manera, la motivacion del estudiante es generada por el mismo problema y no por las
acciones e intenciones explicitas del profesor por ensefiar.

Asi mismo, en una situacion a-didactica se da una interaccion entre el sujeto y un
medio para resolver un problema. Como el medio es impersonal, no tiene ninguna
intencion didactica: no desea ensefiarle nada al alumno. Es decir, con el medio se va a
realizar unas acciones, que produzca unas retroacciones adecuadas (que puedan ser
interpretadas por los estudiantes para validar sus acciones). En otras palabras, el
estudiante se vera en una micro-comunidad cientifica resolviendo situaciones
problema sin la intervencion directa del docente, con el proposito posteriormente de
institucionalizar el saber adquirido.

Al respecto de lo que provoca las situaciones problema en esta teoria, Obando y
Munera (2003) afirman lo siguiente:

La situacion problema debe permitir al estudiante desplegar su actividad
matematica [...] la situaciébn problema debe tener, como parte de los
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elementos que la constituyen, dispositivos que permitan a los alumnos
desarrollar, de manera auténoma, procesos de exploracién tales como la
formulacién de hipdtesis, su validacion, y si es del caso, su reformulacion.
Este trabajo permite la elaboracién conceptual de los objetos matematicos
presentes en la situacion. (p. 186)

Segun Chamorro (2003; 2005), para que una situacion sea a-didactica, se deben
cumplir las siguientes condiciones:

1.

El alumno debe poder entrever una respuesta al problema planteado (debe
tener los conocimientos que le permiten comprender cual es el desafio de
la situacion).

La estrategia de base debe mostrarse rapidamente como insuficiente (de lo
contrario no se produciria una evolucién hacia la estrategia 6ptima que se
busca).

Debe existir un medio de validacion de las estrategias (la propia situacion,
sin la intervencion del maestro, debe decir al alumno si su estrategia es o
no valida para resolver el problema propuesto).

Debe existir incertidumbre, por parte del alumno, en las decisiones a
tomar (el alumno no sabe de antemano si el procedimiento que va a usar
dara resultado, tiene que probarlo para saberlo).

El medio debe permitir retroacciones (la informacion sobre el resultado de
sus acciones debe venir de la propia situacion, no del profesor).

La situacion debe ser repetible (debe poder repetirse varias veces sin que
se desvele cual es procedimiento adecuado, de lo contrario el alumno
estaria obligado a aprender a la primera, no habria espacio para el error).
El conocimiento buscado debe aparecer como el necesario para pasar de la
estrategia de base a la estrategia dptima [estrategia ganadora]. (Chamorro
2003, pp. 74-75)

Si se desea comprender el funcionamiento de una clase de matematicas, no basta
con observar lo que hace el profesor y los estudiantes; tampoco es suficiente describir
los hechos didacticos que utilizan (los unos para estudiar, el otro para dirigir su
estudio) ni el dominio que muestran de las mismas. Al respecto Chevallard, Bosch y
Gascon (1997) afirman lo siguiente: “Para entender los hechos didacticos que pueden
observarse en una clase de matematicas, es preciso interrogarse sobre la
estudiabilidad de la cuestion matematica planteada y sobre las restricciones que
emanan del contrato didactico.” (p. 195). En este sentido estos mismos autores
declaran que el profesor debe tener en cuenta que el saber matematico esté obligado a
adaptarlo, a modificarlo, a recortarlo, a reorganizarlo. A este conjunto de
transformaciones que sufre el saber a efectos de ser ensefiado, se le denomina en
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Didactica de las Matematicas, Transposicion Didéactica (Chevallard, 1997), de tal
manera que emerja un conocimiento®’ entre los estudiantes.

Con respecto a esto ultimo, Chamorro (2005) sefiala:

Este concepto [la Transgosicién DidActica] reenvia pues, de forma inmediata,
al pasa del saber-sabio[*®] al saber ensefiado, lo que indica ya la necesidad de
ejercer una vigilancia epistemoldgica sobre la distancia, necesaria, entre estos
dos saberes, vigilancia que corresponde a la Didactica de las Matematicas. (p.
82)

Pero dado que al interior de una clase se dan multiples relaciones entre los actores
del sistema didactico, este conjunto de relaciones determina, de manera implicita en
la mayoria de las veces, una serie de reglas que determinan las obligaciones de cada
una de las partes implicadas en el proceso. Estas relaciones giran alrededor de dos
hechos fundamentales: el maestro debe proponer al estudiante las situaciones
apropiadas para que éste al trabajar con ellas aprenda el conocimiento que se le quiere
ensefiar, pero a la vez el estudiante debe asumir su responsabilidad de trabajar en la
propuesta que le realiza su profesor. Dichas reglas determinan el llamado contrato
didactico. Claro esta que estas reglas no son un contrato en el sentido estricto de la
palabra ya que sus clausulas algunas veces permanecen implicitas, y no hay manera
de que éstas se hagan explicitas. Resumiendo, el contrato didactico comprende el
conjunto de comportamientos que el profesor espera del alumno y el conjunto de
comportamientos que el alumno espera del docente.

Segun Chevallard, Bosch y Gascén (1997), uno de los principios de la Didactica
de las Matematicas es pretender buscar y explicar fendmenos didacticos que aparecen
cada vez que alguien se ve llevado a estudiar matematicas. Las explicaciones
didacticas deben partir de la descripcion de la actividad matemética que realizan
conjuntamente profesor y alumnos en el aula y fuera de ella, asi como de las clausulas
del contrato didactico que rigen esta actividad. De esta manera, por ejemplo, al
estudiar las interacciones que acontecen en una situacion didactica, Brousseau (1986;
1997; 2007) ha identificado algunos efectos que pueden inhibir o interrumpir la
construccion de conocimiento que lleva a cabo el estudiante dentro del medio
didactico que el profesor elabora. Basicamente, son actitudes que generan efectos
negativos en el proceso ensefianza y aprendizaje, o bien, en la definicion del contrato
didactico. Brousseau (1986; 1997; 2007) al explicar la TSD indica cinco efectos: el

%7 En la TSD, se diferencia saber y conocimiento. El conocimiento es una experiencia personal, mientras que el
saber es institucional, es decir que recibe la sancién de una comunidad de “sabios”, quienes deciden lo que es ese
saber.

88 E| saber-sabio designa el conjunto de resultados admitidos por verdaderos por la comunidad cientifica de
referencia, los matematicos en este caso, en tanto que el saber ensefiado es la parte de las matematicas que son
ensefiadas finalmente, de forma efectiva en un nivel escolar determinado.
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Topaze, el Jourdain, el deslizamiento meta-cognitivo, el uso abusivo de la analogia y
el envejecimiento de las situaciones de ensefianza. Estos se encuentran detallados en
su obra.

Como se ha observado, en la TSD el conocimiento emerge del proceso de resolver
problemas matematicos. Sin embargo, para gestionar este conocimiento, la teoria ha
clasificado las situaciones a-didacticas en situaciones de accion, formulacion o
comunicacion y de validacion, tal y como lo sefiala Artigue y Houdement (2007) en
su estudio:

El conocimiento matematico se atribuye a funciones diferentes que estan
ligadas a tres categorias de situaciones [didacticas]: situaciones de accién, de
comunicacion, y de validacién. Emerge primero como un medio para la accion
a través de modelos que pueden permanecer implicitos, pero no pueden
desarrollarse sin la construccion de un lenguaje apropiado y tiene entonces que
llegar a ser parte de un cuerpo coherente de conocimiento. EStos pasos
diferentes dependen de dialécticas distintas; dialécticas de accion, formulacion
y validacion, las cuales requieren, para llegar a ser efectivas, organizaciones
distintas de las relaciones de los estudiantes con el conocimiento matematico.
(p. 366)

En la dialéctica de accion, ligadas a las situaciones del mismo nombre, segun
Chamorro (2003) afirma que el estudiante formula, prevé y explica la situacion,
organizando sus estrategias a fin de construir una representacion de la situacion que le
sirva de modelo y le ayuda a tomar decisiones. Las retroacciones proporcionadas por
el medio funcionan como sanciones™ positivas 0 negativas, segin el caso de sus
acciones, lo que permite al sujeto adaptarlas a efectos de aceptar o rechazar una
hipdtesis, o escoger entre varias soluciones. Cada estrategia lleva asociados una serie
de conocimientos especificos, diferentes de una a otra, y portadora en ocasiones de
concepciones diferentes.

Por lo tanto, la TSD sugiere que el estudiante debe transitar por unas fases
escolares (Peltier, 1993) de accion, formulacion y validacion, mientras que la fase de
institucionalizacién recae por completo en la exposicion del profesor.

Al respecto, Peltier (1993) afirma que los procesos de disefio de las situaciones
didacticas, se organizan en estas tres fases principales, cada una de ellas deberia

% Las sanciones se entienden como las validaciones o invalidaciones que hace el sujeto ante las retroacciones y
acciones que hace usando el medio, es decir, para decidir si alcanzé o no lo que se proponia. Si la accion que
realizo el sujeto no alcanza lo que queria, entonces la validacion es negativa, y el sujeto modifica su accion para
poder alcanzar lo que se propone. Si la accién es lo que el sujeto queria, la validacion es positiva y el sujeto
refuerza dicha accion.
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desembocar en una situacion a-didactica, es decir, en un proceso de confrontacion
del estudiante ante un problema dado, en el cual construird su conocimiento.

Fase de accion 6 de investigacion: En ella se propicia la interaccion de los
estudiantes con el problema a resolver, en esta etapa, los estudiantes buscan las
soluciones posibles y plantean alternativas que resultan exitosas, para llegar a
respuestas practicas al problema. En esta fase los estudiantes, aparte de generar
acciones con el medio, anticipan, conjeturan, formulan hipétesis, y las prueban. Esta
fase también es generadora de una actividad matematica. Segun Peltier (2003):

La actividad matematica en el estudiante consiste en la elaboraciéon de una
estrategia, de un procedimiento que permita anticipar el resultado de una
accion aun no realizada — o actual — sobre el cual se dispone de informacion.
El rol de la anticipacion es fundamental. (p. 7)

Fase de formulacion: En esta etapa, los estudiantes deben ser capaces de
comunicar la solucion del problema, mediante el uso de un lenguaje que corresponda
a sus ideas y sea suficientemente descriptivo y asequible a sus compaiieros. El
profesor también puede ser un interlocutor con quien intercambien informacion.
Segun Peltier (1993):

En una situacion de comunicacion entre pares, aparecera la nocion de prueba
necesariamente donde se veran aparecer en los estudiantes diferentes niveles
de pruebas: pruebas pragmaticas, fundadas en la accion, sobre la experiencia.
Y pruebas intelectuales, fundadas sobre un razonamiento. (p. 7)

Fase de validacion: una vez que los estudiantes han interactuado de forma
individual o de forma grupal con el medio, deben justificar la pertinencia o validez de
la estrategia puesta en marcha, elaborar la verificacion, deben ser capaces de
demostrar mediante pruebas, que su solucion al problema es correcta y funcional, lo
cual obliga a la conceptualizacion adecuada y ordenada del fendmeno analizado, a la
relacion con otros fendmenos y a la formulacion de conclusiones.

El AGD como el medio.

En la TSD, Brousseau (1986; 1999; 2007) ha considerado que en el proceso de
elaborar una solucion por parte del estudiante, esta se da gracias a la interaccion entre
las acciones del estudiante con un medio, el cual le permiten efectuar algunas clases
de acciones para resolver el problema, y asi mismo el medio ofrece una retroacciones
a sus acciones que le permitan validar o invalidar sus acciones.
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Margolinas (2009) le da al medio la connotacion de a-didactico, y debe tener el
significado de un medio “matematico”, donde considera que lo “matematico” es en el
sentido de la intencionalidad matematica que persigue la situacion.

Segun Acosta (2010), el medio debe ser seleccionado o disefiado de manera
cuidadosa para que los conocimientos, producto del aprendizaje por adaptacion, sean
lo mas parecidos posible al saber que se quiere ensefiar. De esta forma, se considera
que el Cabri Géométre Il Plus es un medio adecuado para que surja el aprendizaje por
adaptacion de la geometria en el ambito escolar, pues el universo interno de este
AGD, garantiza que todos los fenémenos (estaticos y dinamicos’) asociados con la
construccion y la manipulacién de figuras geomeétricas se corresponden con la teoria
de la geometria euclidiana y analitica.

Se debe enfatizar que este medio favorece procesos y habilidades para desarrollar
pensamiento geométrico y asi mismo, permite que los estudiantes se involucren en
situaciones donde pueden hacer actividades matematicas propias del quehacer del
matematico.

La gestion de las clases mediadas por los AGD: tipologias de tareas.

En un AGD la comunicacion con el estudiante (6 el usuario del software) esta
basada en la visualizacion que, ademas, tiene la peculiaridad de ser dinamica. Asi,
una actividad imprescindible es relacionar los hechos geométricos con la informacion
observada en un dibujo que se mueve, o en una figura en el que se pueden desplazar
ciertos elementos para obtener nuevos dibujos con las mismas propiedades
geomeétricas que el dibujo originalmente dado.

Este aspecto dinamico es fundamental y novedoso, segiin Laborde (1998b), en la
visualizacion e incide en la generalizacion y en la abstraccion, en el descubrimiento
de propiedades invariantes y en la posibilidad de conjeturar y experimentar el
cumplimiento de propiedades geométricas que no estaban previamente establecidas.

La intervencion del profesor como gestionador de la actividad cognitiva en la
clase es fundamental cuando se trabaja geometria con los estudiantes usando un AGD
debido a que se trata de fomentar en el alumno la reflexion encaminada a dar

™ | os fenémenos estaticos y dinamicos son fenémenos visuales en Cabri, que Acosta (2010) presenta en sus
investigaciones. Para éste investigador, un fendmeno estatico, es por ejemplo, un dibujo estatico que aparece en la
pantalla producido al activar una herramienta del AGD pero que corresponde a la teoria geométrica en la cual se
esta trabajando. En cambio, un fendmeno dinamico lo define en términos del desplazamiento que sufre los objetos
geométricos en el Cabri, de manera que se conservan 0 bien todas las propiedades declaradas explicitamente (al
usar una herramienta de construccion) 6 aquellas que se deducen tedricamente de ellas.
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significado a las percepciones visuales dinamicas; en definitiva, de conseguir que los
estudiantes establezcan relaciones entre diferentes sistemas de representacion para un
mismo concepto geométrico (Hitt, 1998; 2000; 2002). Y puedan asi, lograr la
comprension del hecho geométrico.

De tal manera, que para el disefio didactico se tendré en cuenta la importancia de
las tipologia de tareas geomeétricas que se pueden proponer a los estudiantes cuando
se integra los AGD, sacando provecho del uso de las representaciones matematicas
ejecutables y dinamicas propias del ambiente. Esta caracterizacion que se presentara
ha sido adaptada de los trabajos investigativos de Laborde (1998a; 1998b; 2001;
2008).

Tareas Tipo I: construccion de figuras.

En el ambiente tradicional de una clase de geometria sin computadores, una de las
actividades tipicas presentadas por el profesor es darle a los estudiantes un enunciado
verbal (hablado o escrito) donde se les exige trazar una figura geométrica hecha con
papel y lapiz. Esta tarea se refiere a que los estudiantes tienen que pasar de una
representacion verbal dada a una representacion grafica produciendo el (los) objeto(s)
geométrico(s) usando instrumentos de dibujo geométrico, tales como la regla y el
compas.

Pero esta misma actividad llevada a un AGD es diferente por la misma naturaleza
y las especificidades que trae consigo el ambiente informéatico. Segin Laborde,
(1998a; 1998b; 2001; 2008), si en este tipo la propuesta al estudiante consiste en
producir figuras, usando un AGD, entonces se puede hacer algunas variaciones en la
gestion de este tipo de tareas. En consecuencia, se pueden observar tres categorias, las
cuales son: I-A, 1-B y I-C.

I-A). La construccién de una figura geométrica donde sea ostensible la
permanencia de los invariantes geométricos cuando se somete al modo de
arrastre.

Evidentemente, se trata de una actividad de construccion geométrica donde el
profesor le da el enunciado al estudiante y también le proporciona el AGD, de tal
forma que debe realizar el dibujo del objeto geométrico. Sin embargo, no es facil para
los estudiantes porque ellos tienen que recurrir a sus conocimientos geométricos,
definiciones, conceptos y propiedades para generar la figura geométrica pedida. El
proceso de validacion del trazado es por medio del modo de arrastre. En ultimas, el
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profesor solicita una construccién geométrica robusta y no blanda™. El estudiante en
este tipo de tareas, segun Laborde (2003), debe recurrir al uso de conocimiento
geomeétrico pero también al conocimiento instrumental que €l tiene del AGD.

I-B). La construccion de una figura pero cumpliendo ciertas condiciones
geomeétricas.

Debido a que en los AGD las figuras geométricas son de naturaleza dindmica, en
la actividad de construccion se puede incrementar el grado de dificultad agregandole
a las condiciones que debe cumplir el problema, un cierto comportamiento a la figura
solicitada cuando es sometido al movimiento de ciertos elementos geomeétricos
basicos. Para realizar este tipo de tarea, se requiere el andlisis de las figuras en el
ambiente informatico, en términos del grado de libertad de los elementos basicos. Las
condiciones que deben cumplir los puntos fijos y los puntos méviles pueden requerir
un orden diferente en el procedimiento de la construccion.

Dentro de este tipo de tarea, por ejemplo, se les puede preguntar a los estudiantes
acerca de cual es el lugar geométrico de los puntos que cumple con cierta(s)
condicion(es) dada(s). Que la construyan, que conjeturen y luego verifiquen, con las
herramientas que proporciona el ambiente, que la figura geométrica que ellos creian
que era efectivamente esa, y luego que la curva o figura obtenida deba cumplir con
las condiciones, caracteristicas y definicion de tal lugar geométrico.

I-C). La construccién de una figura pero usando ciertas herramientas del
software.

Esta actividad es cuando el profesor les pide a sus estudiantes que construyan un
objeto geométrico, pero usando exclusivamente cierto tipo de herramientas del mend
que ofrece el ambiente. El tipo de herramientas lo decide el profesor, por eso él debe
conocer todas las herramientas que dispone el ambiente informatico.

El ambiente Cabri permite personalizar los menus para cada sesion de trabajo con
los estudiantes, de tal manera que el profesor puede llegar previamente a configurar
los menus, restringiendo o desapareciendo algunas herramientas y asi los estudiantes
se verian obligados a crear estrategias nuevas para resolver el problema, recurriendo
unicamente a las herramientas que el profesor considerd que eran necesarias.

™ |as construcciones geométricas blandas en un AGD se detallan en la dimensién cognitiva de este informe de
investigacion.
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Tareas Tipo I1: descripcion verbal.

En la clase de Geometria, es comun solicitar a los estudiantes que dada una
representacion grafica en el papel (o en el tablero), ellos deban describirla
verbalmente, bien sea por escrito 6 de manera hablada. Es decir, que los estudiantes
deben comprender el dibujo que estdn mirando y dar una representacion verbal.

Por lo tanto, las representaciones graficas hechas en el ambiente tradicional de
papel y lapiz, son dibujos estaticos, pues no se tiene movimiento ni el profesor puede
saber si se preserven los invariantes geométricos. En cambio, cuando se lleva este
tipo de tarea al AGD, lo primero que el estudiante observa en la pantalla es un dibujo,
sin embargo, puede empezar a explorarlo, ya sea por medio del arrastre para
encontrar invariantes o recurriendo a otras herramientas tales como la medicion de
magnitudes o bien por la comprobacion de propiedades. Por ejemplo, al trabajar con
Cabri, si se les pasa a los estudiantes una figura geométrica, entonces los estudiantes
tienen que “develar” el proceso de construccion que produjo esa figura, para ello,
recurren a explorar cuales son los puntos que se dejan arrastrar de la figura, qué
invariantes aparecen cuando se arrastra alguno de sus objetos iniciales, llega a utilizar
las herramientas de medir, comprueban si los puntos de la figura son colineales, si
pertenecen a un objeto matematico, si cumplen con ciertas caracteristicas de los
objetos matematicos que ellos creen que posiblemente sea, y por lo tanto, se atreven a
dar una explicacion verbal, a argumentar o a realizar una demostracion del hecho
geometrico que dicen que son consecuencia de la exploracion del objeto construido.

Segun Laborde (1998b), esta tarea que el estudiante realiza usando un AGD, es
importante porque inicia el camino hacia la sistematizacion y verificacion ordenada
de los aspectos de la teoria geométrica misma, como la formulacidn de conjeturas en
una forma condicional que luego a través de una demostracion llega a validarse.
Asimismo, afirma que el ambiente informatico puede facilitar la apropiacion de la
actividad de la explicacion a los estudiantes, dandole importancia al fendmeno visual
que ellos aprecian en la pantalla.

Concluyendo acerca de este tipo de tarea, se hace ostensible la necesidad de
realizar una descripcion discursiva ante tales situaciones. Debido a que, por un lado,
segun Laborde (1998b), para eliminar las ambigliedades o equivocos que los
estudiantes puedan percibir en una imagen visual. Y por otro lado, segin Murillo
(1999), el proceso de expresar en palabras una conclusion geométrica observada,
supone un esfuerzo considerable y necesario para la adquisicion de conocimientos
geométricos.
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Tareas Tipo I11l: cajas negras y macros.

En esta tarea a los estudiantes se les da una figura en pantalla y ellos no saben
cémo fue construida. También se configura el menu Edicion de un AGD como Cabri,
de tal manera que se les desactiva la herramienta que permite revisar la manera en
que fue realizada la construccion. La tarea consiste en que los estudiantes deben
reconstruir la misma figura que aparece en el ambiente, es decir, trazarlo en la
pantalla lo mas fielmente posible, de tal manera que, se comporte de la misma manera
que la figura dada cuando es arrastrada. Al llevar a cabo esta clase de tarea en un
AGD, se involucra, tanto la interpretacion de figuras en términos geométricos como
su reconstruccion por medio de las primitivas geométricas del software. Laborde
(1998a; 1998b) le denomina a este tipo de actividades de “caja negra”

Laborde (1998a; 1998b; 2001) afirma que estas actividades de cajas negras no
pueden realizarse en un ambiente de papel y lapiz debido a que un dibujo no
transmite una informacidn propia ni sobre las relaciones respectivas entre sus partes.
Aparte de solicitarles que tienen que reproducir la figura dada en el ambiente,
también se les pide que la describan discursivamente y por escrito.

De acuerdo con esta misma investigadora, las actividades de cajas negras
requieren dos operaciones hechas por los estudiantes:

Explorar la figura desconocida y encontrar el comportamiento cuando se
arrastra, hacer un analisis de las propiedades geométricas que permanecen
invariantes bajo los efectos del arrastre, y en particular hacer la distincién
entre lo que es eventual y lo que es necesario en la apariencia visual de la
figura bajo el modo de arrastre.

Verificar si las propiedades geométricas supuestas de la figura se satisfacen
utilizando otros recursos del software. Por ejemplo, si tres puntos parecen
estar alineados, los alumnos pueden trazar una recta que pasa por dos de ellos
y verificar si esta recta pasa por el tercer punto cuando todo el dibujo es
arrastrado. (Laborde, 1998b, p. 119)

Estas dos operaciones se basan en una interaccion entre procesos de visualizacion
y procesos de conceptualizacion, la primera operacion es una interpretacion de los
aspectos visuales por medio de nociones tedricas, la segunda operacion consiste en
validar las interpretaciones teoricas al verificar si los dos dibujos permanecen
superpuestos mientras se arrastra el dibujo.
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Este tipo de tarea parece contribuir, de una manera muy apropiada, a la
construccion de relaciones de los alumnos entre propiedades geométricas y visuales
por un lado y al conocimiento geométrico por otro.

Como conclusién, como lo que se quiere es que los estudiantes re-construyan lo
que el profesor les da, y ademas que realicen el mismo procedimiento de la
construccion, el profesor o los estudiantes (6 el usuario del AGD) pueden usar unas
funciones gréficas del ambiente, denominadas macro-construcciones que son nuevas
herramientas creadas y hechas para utilizar procedimientos geométricos recurrentes,
definidos por el usuario.

Tareas Tipo 1V: enunciados de teoremas y su validacion.

Este tipo de tarea esta siendo actualmente investigado en muchas partes del mundo
con el renacimiento de la geometria a través de la integracion de los AGD en el aula
de clases. Tiene que ver con los procesos de argumentacion y demostracion en
Geometria.

Al respecto, se entiende la demostracién en los AGD, de acuerdo con Camargo,
Perry y Samper (2006) o en Perry, Samper, Camargo, Echeverry y Molina (2007)
como una actividad que combina dos aspectos estrechamente relacionados: el proceso
de demostrar y el producto de la demostracion. El proceso incluye acciones propias
de la heuristica como visualizar, explorar, analizar, conjeturar y verificar siempre y
cuando movilicen el razonamiento hacia la busqueda de validacion, de tal forma que
den significado a la actividad de argumentar para aceptar afirmaciones y provean los
elementos para responsabilizarse de la verdad de dichas afirmaciones. El aspecto
producto incluye acciones propias de la préactica de justificar, que movilizan el
razonamiento argumentativo hacia la formulacion de explicaciones, pruebas o
presentaciones sistematicas de resultados.

Los hallazgos de este tipo de investigaciones han mostrado la efectividad de
realizar conexiones entre los enunciados, la exploracion sistematica en el ambiente, la
construccion geométrica, y la verificacion del teorema para favorecer los procesos de
argumentacion y demostracion en los estudiantes.
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Tareas Tipo V: Cambio de representacion grafica a la algebraica.

Esta tarea es propuesta por Schumann (2004). Basicamente consiste en que
teniendo la curva ya construida en un AGD, el usuario le solicita al ambiente que le
presente automaticamente la ecuacion que representa dicha curva, usualmente con la
herramienta “Coordenadas o ecuacion”. Mas que una tarea, Schumann (2004)
propone un método para combinar el uso de un CAS con un AGD cuando se estudian
curvas. También enfatiza que esta herramienta puede servir para corroborar el tipo de
ecuacion que corresponde a la curva construida en el ambiente y en la cual se cree
que esta siendo representada graficamente en la pantalla.

2.3.4. Consideraciones finales de la dimension didéactica.

A lo largo de esta dimension de analisis, se han estudiado tres grandes apartados:
las definiciones de lugares geométricos para gestionar la ensefianza, el analisis de
libros de texto alrededor de las cénicas, y la TSD como referente para el disefio
didactico que dentro de esta teoria, estan delimitadas la tipologia de tareas en Cabri.
El estudio y la organizacion de estas secciones en esta dimension puede indicar a
primera vista que estan estrechamente relacionados las dos primeras y la ultima con el
disefio de tareas, pero si se realiza un analisis mas profundo, se puede llegar a inferir
que en ningun momento se forman compartimentos aislados entre estos apartados,
porque efectivamente se llegan a relacionar estrechamente entre si, desde una
perspectiva didactica.

Desde lo didactico es claro que un profesor de matematicas debe dominar tanto
las definiciones matematicas asi como las representaciones matematicas asociadas a
ella cuando trata de ensefiar algun objeto matematico a sus estudiantes. Este es un
aspecto central pues las definiciones buscan establecer criterios que sirvan como
marco de referencia para que, a traves de la actividad matematica, los estudiantes
puedan construir los conceptos matematicos de manera significativa. También es
claro que las definiciones desarrollan un papel central en la gestion de clase por parte
del profesor, de ahi que se considere pertinente un analisis de las mismas en los libros
de texto.

Este tipo de analisis se realizan desde aproximaciones en Didactica de las
Matematicas que problematizan cémo las nociones cambian en su devenir histérico.
De manera particular se toma en cuenta la Transposicion Didactica (Chevallard,
1997) de esos saberes que se pretende ensefiar.
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En este sentido, se puede observar en el andlisis realizado a los libros de texto,
que si bien la definicion de cdnicas permanece invariante ante la geometria analitica,
a veces son tratadas como lugar geométrico y algunas otras veces como “secciones de
un cono”, sin entrar a especificar las propiedades geométricas de la geometria del
espacio. Algunas son definiciones del lugar geométrico que han sido escritas desde lo
estatico y otras desde lo dinamico. Otro aspecto que no cambia, es que las
definiciones llevan consigo el sentido y la connotacion algebraica de manera
persistente.

De esta manera, en esta dimension, se realizé un esfuerzo por aclarar cual era el
sentido y la connotacién que juega el papel de la nocion de lugar geométrico cuando
se ensefian las conicas en la geometria analitica. Y ademas, de tomar partido por una
definicion apropiada, de tal manera que se pueda comprender cuando se utiliza un
ambiente dindmico como el Cabri. Asi mismo, se debe aclarar que ademas, esta
nocion cambia ante un AGD, y la manera de producir un lugar geométrico también es
diferente. Pero esta distincion se debe tomar de acuerdo con las posibilidades y
objetivos didacticos que se busquen.

En esta perspectiva, la realizacidon de un analisis de libros de texto no sélo es una
labor de la noosfera™ sino también que deberia ser del profesor de matematicas quien
con la ayuda del texto, organiza y complementa su labor en el aula de clase. Asi
mismo, los libros de texto universitarios presentan diversos enfoques en funcion de
los intereses de las editoriales y del momento en que se escriben. Pero a la hora de
seleccionar un libro de texto para gestionar la clase de matematicas, debe tenerse en
cuenta la misma recomendacién que se presentd para el uso de las definiciones:
depende de los intereses didacticos que se persigan.

Asi mismo, un analisis de libros de texto le proporciona una formacion
profesional y una panoramica holistica al profesor de matematicas que lo efectle, de
tal manera que puede llegar a tener elementos didacticos para decidir cuando y como
usarlo efectivamente, de manera critica y constructiva, en el sentido de que no se
reproduzcan textos sin propuestas alternativas de situaciones de ensefianza, esto se
afirma ya que este analisis mostro que existe una ausencia notoria de actividades o
tareas de construccion geométrica en los libros de texto de geometria analitica
actuales pero en cambio se ha notado que la propuesta de efectuar construcciones
geomeétricas aparecen en libros de texto y diccionarios (Klein, 1927; Brufio, 1957; De
la Borbolla & De la Borbolla, 1957; Anfossi, 1961; Eves, 1969; Puig, 1970;
Warusfel, 1972) que fueron escritos, antes del movimiento de las Matematicas
Modernas (Kline, 1986) del siglo pasado.

2 | a noosfera en el campo de Did4ctica de las Matematicas desde la postura francesa, se le denomina a la capa
exterior de la sociedad que contiene a todas las personas que piensan sobre los contenidos y métodos de
ensefianza: asociaciones de especialistas, comisiones de reflexion sobre la ensefianza, sindicatos de profesores,
asociacion de profesores, asociacion de padres de familia, etcétera.
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De otra parte, tanto el AGD Cabri Géométre, en tanto medio a-didéctico y los
libros de texto ofrecen posibilidades para disefiar y gestionar una secuencia de
situaciones didacticas diferentes. Por tal motivo, es el profesor quien debe tener en
cuenta el contexto escolar, y asi mismo delimitar y complementar aquellas
caracteristicas que desee resaltar para obtener un objetivo propuesto.

Por ejemplo, los libros de texto que contienen definiciones de conicas como lugar
geométrico escritas en términos dinamicos o aludiendo al movimiento de un punto
del conjunto de puntos, son perfectamente ajustadas al Cabri, sin embargo, no se
puede seguir un libro de texto que contenga actividades que no son propias de un
medio ejecutable ya que las actividades que aparecen en estos, usualmente son
estaticas, algebraicas y algunas de coordinacién entre representaciones graficas y
algebraicas, perdiéndose el trasfondo y sentido geométrico de las situaciones.

En otras palabras, la orientacion y la connotacion didéctica de las actividades en
Cabri y las actividades en los libros de texto no son compatibles. Entonces la
complementariedad que se sugiere efectuar a las actividades usuales de aprendizaje
propuestas en los libros de texto de geometria analitica puede girar alrededor de tener
en cuenta un medio como Cabri para darle un valor didactico a las situaciones de
ensefianza, y en consecuencia, se deba ser consecuente y considerar la tipologia de
tareas que han surgido en el seno de investigaciones didacticas cuando se ha
integrado efectivamente el Cabri a las clases de Geometria.

Otro punto importante por resaltar que emergio de este analisis de libros de texto,
es que al revisar los programas de clase de los cursos universitarios donde se trata el
tema de las conicas, reveld inmediatamente que este tema es marginal. Unicamente
los estudiantes que se estan formando como futuros profesores de matematicas las
estudian en detalle, lo cual se puede evidenciar al revisar los programas de los cursos
consultados (Ver Anexo No. 3).

Por dltimo, al usar la TSD como referente tedrico para el disefio, y tomando en
consideracion los elementos didacticos de la misma, asi como su consistencia tedrica,
permitio observar los factores didacticos implicados en este andlisis, que condicionan
el aprendizaje y, en consecuencia, la gestion y actuacion en la clase por parte del
profesor.

3 El Cabri es un medio a-didactico en tanto que no es un medio material, de acuerdo con la TSD, esta desprovisto
de una intencionalidad didactica (Brousseau, 2007), y obedece de manera pertinente a lo matematico de la
situacion.
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) CAPITULO 3.
DISENO DEL DISPOSITIVO EXPERIMENTAL

En este capitulo se presenta los criterios generales del dispositivo experimental
derivados del marco teorico y la manera codmo han encontrado una instanciacion en su
elaboracion.

El contenido de este capitulo esta relacionado con la concepcién, el disefio y el
analisis de la secuencia didactica, en los siguientes asuntos: 1. Consideraciones
metodologicas, 2. El modelo con el cual se llegd a construir el dispositivo
experimental, 3. La manera en que se reflejo los analisis preliminares en el disefio y
4. Las selecciones generales del dispositivo como las hipdtesis del disefio, las
variables micro-didacticas, las unidades de analisis y el propdsito general de la
secuencia.

3.1. Consideraciones Metodologicas

Las consideraciones metodoldgicas que orientaron el disefio provinieron de la
micro-ingenieria didactica, que a su vez tomé como referente la ingenieria didactica,
y que en la perspectiva de Artigue (1995), se caracteriza por su naturaleza
experimental alrededor de la concepcion, disefio, realizacidn, observacion y analisis
de secuencias didacticas, a partir de un estudio de caso.

A este nivel micro de la ingenieria didactica, Artigue (1995) hace referencia a
investigaciones que tienen como objeto, el estudio de un determinado tema, son
estudios de tipo local, y toman en cuenta, principalmente la complejidad de los
fendmenos en el aula. De esta manera, se construyd una serie situaciones didacticas,
que se pusieron en acto y en donde se tratd que los estudiantes de un curso de
geometria analitica aprendieran el concepto de conica como lugar geométrico.
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Asi, se procedio a realizar las cuatro las fases que la estructuran y se relacionan
estrechamente: 1. los andlisis preliminares; 2. el disefio de las situaciones de
ensefianza y sus andlisis a priori; 3. La experimentacion; y finalmente, 4. Los analisis
a posteriori y la validacion y confrontacion con los a priori.

En la fase de planeacion se proporcionan elementos didécticos, cognitivos y
epistemoldgicos para que emerja el dispositivo experimental, y asi pueda constituirse
la siguiente fase, la del disefio, donde se efectlan analisis a priori, las hipétesis del
disefio y las variables micro-didacticas indispensable para que se pueda hacer la
experimentacion y recoleccion, tratamiento de la informacion recogida, porque sin el
dispositivo no se puede hacer la experimentacion. Sin embargo, la secuencia de las
fases no es lineal, en la cual uno lleva a la siguiente, porque puede que se efectie la
experimentacion y luego se devuelva a la fase de disefio con miras a la
retroalimentacion y evaluacion y puesta en acto de nuevo. Sin embargo, todas estas
fases apuntan a la fase de validacion donde se confrontan y organizan los analisis a
priori con los a posteriori. Esta Ultima fase es importante porque se llega a
determinar si las hipdtesis de investigacion y el problema de investigacion se
pudieron responder. En el Esquema 11, se resume las fases del enfoque metodoldgico
adoptado.

Analisis
Experimentacion ¢=p  posteriori y

evaluac'g
Organizacion
de los datos

Analisis «» Concepciony
Preliminares Anélisis a priggi

|_| Disefio de las

Situaciones Recoleccién

— Didactica

. . Tratamiento Confrontacion

— Cognitiva — Hlpgitse;srl]%del _ dela — conlosa
informécién priori

[ Hist- | Varlables Validacion
Epistemoldg. didacticas interna

Unidades de
Analisis

Esquema 11: Fases de la metodologia de micro-ingenieria didactica.

En este sentido, a continuacion se muestran los criterios de disefio derivados del
marco tedrico y la manera como han encontrado una instanciacion efectiva en su
elaboracion, a través de un modelo para el disefio.
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3.2. El Dispositivo Experimental

A continuacion se presentan particularidades que originaron el disefio del
dispositivo experimental y se muestra como se lleg6 a una instanciacion efectiva en
su elaboracién, para luego dar cuenta de las selecciones generales que fundamentan el
disefio de la secuencia didactica.

El disefio del dispositivo experimental puso en funcionamiento las relaciones
entre: las hipotesis de investigacion (HI 1 e HI 2), los andlisis preliminares
(dimension epistemoldgica, cognitiva y didactica) y el problema de investigacion
(Ver Esquema 12).

Problema de
Investigacién

)

Y

Dispositivo

Experimental: la

secuencia de
situaciones

Hipotesis de
investigacién
HI 1y HI2

Analisis
Preliminares

Esquema 12: Factores que incidieron en el dispositivo experimental.

No obstante, este dispositivo ofrece una particularidad que ya ha sido sefialada por
Laborde y Perrin-Glorian (2005) al referirse a las micro-ingenierias que han tomado
como referente la Teoria de las Situaciones Didacticas: el AGD Cabri Géomeétre
juega el papel de mediador a lo largo del dispositivo experimental.

En la via de presentar los vinculos entre los andlisis preliminares y la concepcion
y disefio de una secuencia didactica, se consideré el modelo que dio estructura al
dispositivo experimental: el modelo de disefio didactico propuesto por el Profesor
Luis Moreno en el proyecto del Ministerio de Educacion Nacional (2004b),
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Incorporacion de Nuevas Tecnologias al Curriculo de Matematicas de la Educacion
Media de Colombia:

El disefio didactico [Ver Esquema 13] pasa por la reflexion sobre la naturaleza
del conocimiento y la cognicién. Estos son los dos ejes sobre los que éste
descansa con la ayuda de la gestion del profesor, quien se pregunta
permanentemente queé es lo tiene que hacer ahora que dispone de dispositivos
computacionales que procesan informacion. De esta reflexion surgen los actos
pedagdgicos (experiencias de aula) que se sistematizan a través de documentos
como: articulos, ponencias y materiales de divulgacion. (Ministerio de
Educacidn Nacional, 2004b, p. 56)

NATURALEZA DEL

/ CONOCIMIENTO \‘

DIDACTICA '\iE STION @ ——
COGNICION | —— PEDAGOGICOS
DISENO / .

CURRICULAR SISTEMATIZACION

Esquema 13: Modelo del Disefio Didactico (Ministerio de Educacion Nacional, 2004b, p. 56)

Este modelo ha sido recomendado por el Ministerio de Educacién Nacional
(2004b) para proyectos de integracion de las TIC en la ensefianza y aprendizaje de las
Matematicas.

Para Moreno el disefio didactico es una actividad que parte de la dimension
Didactica, porque permite pensar en la elaboracion de situaciones didacticas teniendo
en cuenta el impacto mediador de las TIC. Este punto de partida contempla dos
rasgos particulares: primero parte de los desarrollos investigativos de la Didactica de
las Matematicas, lo que significa que sugiere considerar los aspectos teéricos para
articularlos a la préctica, lo que conlleva al segundo rasgo: existe una concepcion de
la didactica, como un hacer reflexivo en un acto pedagdgico.

Luego toma en consideracion la dimension Epistemolégica analizando la
naturaleza del objeto matematico en la disciplina, en el @mbito escolar y cuando hace
parte de una herramienta computacional. Asi mismo, la dimension Cognitiva
contempla cuestiones tales como los errores, obstaculos y dificultades, y enfoques
cognitivos comprendidos en la investigacion.

163



Estas tres dimensiones determinan la necesidad de un cambio en la gestion del
profesor, donde el rol cambia pero no desaparece. Estas modificaciones en el
quehacer se dan por las modificaciones del mediador computacional, ya que ejecuta
ciertas funciones cognitivas. En consecuencia, el profesor dirige el proceso de lo que
sucede al interior del aula. Todos estas consideraciones llevan que se den actos
pedagdgicos y posteriormente la Sistematizacion de la experiencia, teniendo en
cuenta que esta dindmica se inscribe en un proceso de disefio curricular.

La sistematizacion de la experiencia de aula, es entendida como un proceso que
hace divulgativa la indagacion y los esfuerzos de innovacion emprendidos por el
profesor con el propdsito de generar situaciones problema que sean significativas en
el aprendizaje del estudiante. Precisando aln mas esta idea, la sistematizacion da
cuenta, tanto del proceso de la fundamentacion, como del proceso del dispositivo, y la
puesta en escena en el aula de las situaciones problema, se dirige especificamente a
evidenciar como la integracion del AGD Cabri Géométre (utilizado como mediador
de conocimiento en las situaciones a-didacticas), moviliza y potencia en los
estudiantes los procesos involucrados.

En este punto debe destacarse el hecho de que una propuesta didactica como esta,
se inscribe en un proceso de desarrollo curricular, donde se enfatiza en un proceso de
transformar el curriculo por medio de investigaciones y por ende, de practicas
pedagbgicas que se movilizan en el ambiente de educativo de las clases de
matematicas, apuntando a la sistematizacion.

3.3. De la Teoria al Disefo

A continuacién se presentan una serie de consideraciones que emergieron como
resultado de los analisis preliminares desde cada una de las dimensiones. Estos
elementos sirvieron de fundamento al proceso del disefio del dispositivo
experimental.

3.3.1. Y desde lo Historico — Epistemoldgica.

1) Puede sefialarse que la tension histérica que se manifiesta en la dialéctica
puntual — global permitié que a nivel del disefio de las situaciones se
reconociera la importancia de plantear problemas geométricos que
requirieran transitar por ambos enfoques, a partir de situaciones problemas
relativas a la construccion de las conicas. Por esta razon, en el dispositivo
experimental se alternd entre situaciones que empezaban por lo puntual y
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2)

3)

4)

5)

terminaban en lo global al ser representadas algebraicamente y otras
situaciones en las que empezaban por lo global pero debian considerar el
caracter puntual de algunas de sus propiedades intrinsecas, tal y como lo
efectué Apolonio.

Asi como Werner o Durero realizaron construcciones puntuales de las
conicas como métodos de trazado para resolver problemas, asimismo, se
involucro esta caracteristica en el dispositivo experimental.

Por otra parte, los problemas abiertos’ propuestos en estas situaciones,
cumplen la funcién de ser detonadores de acciones y estrategias matematicas
para encontrar soluciones. Esta es la entrada a lo sintético para llegar a lo
analitico, de tal forma que se pueda llegar a concebir las conicas como
Descartes lo hizo, como un conjunto de puntos. Con esto se busca diferentes
formas de construir un punto moévil de tal forma que ‘“el movimiento
regular” de dicho punto permitiera contener a la nube de puntos (es decir,
una construccion global), y que luego deban encontrar la expresion
algebraica. Con esto se intenté plasmar la naturaleza compleja de las
conicas, al hacer pasar, la mirada holistica, a la mirada puntual, pero
substituyéndola luego por parejas ordenadas relacionadas entre si en una
ecuacion y que permitiese resolver el problema.

Otra tension de orden epistemoldgica fue que se reconocio la necesidad de
involucrar en el disefio, un trabajo sistematico de situaciones problema
relativo al lugar geométrico de las conicas. En consonancia con esta revision
teodrica, se considero, en el disefio didactico, problemas geométricos que
permitan hacer el transito de la geometria al algebra tal como lo realizd
Descartes. Este criterio se corresponde con la idea de trabajar con la
geometria sintética para arribar a la geometria analitica cuando se resuelven
problemas de geometria. De esta manera, se puede dar el paso a la
representacion algebraica. Hay un cambio de lo perceptual en los problemas
geométricos a lo abstracto que existe en el trasfondo de los mismos, cuando
se va pasando por las diferentes las fases propuestas de las situaciones.

Algunos problemas geométricos que se retomaron en la situaciones, son
variaciones de problemas clasicos como el de las Tangencias de Apolonio
(Rabu-Boyé, 2009).

™ Seglin Artigue y Houdement (2007), la solucién de los problemas abiertos no se reduce a una aplicacion directa
de resultados conocidos o de herramientas, estos estan situados en un contexto familiar a los estudiantes que les
induzca a conjeturar, explorar, ensayar, debatir, demostrar, evaluar y autoevaluarse, es decir, a comportarse como
si fueran un matematico. El proposito en los problemas abiertos (desde la postura de la Didactica de las
Matematicas) es que los estudiantes al interactuar con el medio y entre ellos mismos, construyan un nuevo
conocimiento matematico. También son conocidos como situaciones problema.
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

3.3.2. Desde lo Cognitivo.

Se partié de considerar global y lo puntual en la representacion gréfica del
objeto matematico en cuestion y llego a ser fundamental en el dispositivo
experimental.

Dado que la prueba diagndstica dio a conocer una serie de concepciones que
tenian los estudiantes sobre las conicas, el dispositivo intentd configurar una
estrategia didactica que permitiera superar las ideas erroneas.

Los cambios de representacién matematica propuestos fueron necesarios para
la transicién de lo sintético a lo analitico y de lo puntual a lo global. Por otra
parte, la visualizacibon matematica jugd un papel fundamental en la
elaboracion de conjeturas solicitadas en las segundas fases de cada situacion.

En el proceso de construir lugares geométricos, permitié que se abordara una
dimension instrumental para el tratamiento de las curvas algebraicas. En
primera instancia, las situaciones podian ser construidas tan solo usando regla
y compds; pero se quedarian en la fase de construir la nube de puntos
planteada, y lo que se pretendia al usar el AGD Cabri Géométre era que se
pensara en construir la forma y la posicion de la curva de tal manera que esta
adquiriera el caracter ejecutable al ser arrastrados puntos de la construccion
que la determinarian revelando su propiedades invariantes. Esta posibilidad
es reforzada en libros de texto que reconoce la importancia de la utilizacion de
las calculadoras y el lapiz y papel, en lo concerniente a las técnicas para
elaborar graficas de curvas.

Se tomd en cuenta que al graficar las cénicas y esbozar sus propiedades,
basados construcciones geométricas seria una condicion necesaria para formar
y desarrollar el concepto de lugar geométrico de estas curvas.

En relacién con lo anterior es claro que a través de la mediacion del AGD se
pueden ilustrar la generacién punto por punto usando la herramienta “Traza”,
el cual apoya la interpretacion de la definicion de la conica como lugar
geométrico. Este tipo de tareas se corresponde con la idea de las variaciones
dinamicas de los valores de los pardmetros (por ejemplo, para investigar
varios casos y para generar familias de curvas). Lo que se requiere es que el
usuario, al trabajar en el AGD Cabri Géometre, sea capaz de generarlas como
objetos graficos referenciables, es decir, la traza surge como producto de una
construccion que involucra una definicion de lugar geométrico.
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

3.3.3. Desde lo Didactico y desde AGD Cabri Géometre Il Plus como
medio.

Se lleg6 a cristalizar las situaciones de accion, formulacién y validacién de la
TSD en cada una de las tres fases que contempla las situaciones.

Lo didactico se concentr6 en la organizacion de la clase, a partir de las
situaciones de accion, que luego se tornaban de formulacion, validacion y de
institucionalizacion.

En el anélisis realizado a los libros de texto, la definicion de conicas muestra
que son tratadas como lugar geométrico y algunas otras veces como
“secciones de un cono”, estas variadas acepciones también juegan un papel
central en el disefio de las situaciones dado que es evidente que estas cambian
en un AGD, y la manera de producir un lugar geométrico también es diferente.

Las estrategias de usar el método de los lugares geométricos al ser
involucrados en la actividad intelectual de los estudiantes puede llevar a que el
saber matematico puesto en juego sea tratado desde la dialéctica herramienta —
objeto.

En cuanto concierne a la integracion del AGD Cabri Géomeétre, el disefio tuvo
en cuenta el papel didactico de las gréaficas construidas en este ambiente de tal
manera que fuesen Utiles para familiarizar a los estudiantes con las conicas
vistas como lugares geométricos.

Uno de los aspectos centrales de la mediacion del AGD Cabri Géometre, es
que permite que los estudiantes puedan explorar los lugares geométricos como
medio de transicién entre la definicion de una figura, en el sentido euclidiano,
operando de manera global a una nocion de lugar geométrico, que utiliza un
conjunto de puntos, es decir, se convierte en una definicion puntual. Llegando
a considerar que a partir de un solo punto y por medio de una construccion
geomeétrica, se pueda construir un punto que produzca la traza y por ende se
pueda arribar a una generalidad en la situacion. Con esta estrategia, se podria
dar la idea de un lugar geométrico “hecho” de puntos y no como algo
compacto o global. De fondo se empieza a considerar el lugar geométrico visto
como una funcion matematica.

En este dispositivo, se contemplé la posibilidad de que los estudiantes

experimentaran matematicamente al realizar las construcciones geométricas,
usando las herramientas de medida del AGD para que buscaran relaciones
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8)

9)

cuantitativas entre las distancias entre los puntos dados pero que luego debian
de prescindir de lo figural para tratar de caracterizar la curva globalmente
desde lo algebraico. En este caso el AGD funcionaria como puente entre el
nivel espacio — grafico y el nivel tedrico cuando se estudian los lugares
geométricos.

Ademas se tuvo en cuenta la importancia de presentar a las conicas para
estudiar el comportamiento de fendmenos de cambio continuo. En tal sentido
se propusieron situaciones en el AGD Cabri Géométre relativas a lugares
geométricos de las cénicas que exploraban la traza de un punto sujeto a
algunas restricciones y en particular que remitian a la funcion de esos puntos
y de manera mas especifica a modelos computacionales de las funciones.
Igualmente algunas de las situaciones propuestas se refieren a curvas
algebraicas que al ser exploradas en un AGD pueden contribuir a cerrar la
brecha entre la geometria sintética y la algebraica. El sentido de estas
situaciones se apoya en la idea de que en los AGD, ofrecen una variedad de
problemas, de estrategias de solucién y de relaciones de interés matematico
que apoyan las actividades de modelacion matematica.

La transicion entre los diferentes tipos de tareas geométricas del AGD Cabri
Géomeétre, permitid el uso de diferentes representaciones matematicas
ejecutables y dindmicas propias del ambiente.

10) En este orden de ideas, el disefio de las situaciones contempla la obtencion de

ecuaciones algebraicas a partir de la construccion sintética de una curva y de
esta manera se promueve la el aprendizaje matematico y la argumentacion
para las ecuaciones algebraicas producidas por el AGD Cabri Géometre. Las
situaciones dieron la posibilidad de usar la herramienta “Coordenadas o
ecuacion” del ambiente informatico al finalizar la actividad de construccion,
permitiendo extender las acciones de los estudiantes de una forma explicativa,
interpretativa y verificadora de los fendmenos visuales producidos en la
pantalla.

Lo anterior se puede sintetizar en el Esquema 14.
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/ DidActico: * El AGD Cabri: \

« Las fases de las situaciones. * La mediacion instrumental.
« Los fenémenos didacticos en el aula. « Las conjeturas.
+ Dialéctica Herramienta - Objeto. « La experimentacion.

«Lo curricular: en los libros de texto, existen | *Las construcciones robustasy blandas.
gréaficas pero no construcciones geométricas y | « Los tipos de tareas en el Cabri.
privilegian las representaciones algebraicas.

El Diseno de las
Situaciones
Didacticas

Cognitivo:

« Lo puntual hacia lo global y las idas y vueltas. Historico - Epistemolégica:
« Dificultades en las conceptualizaciones de lugar

geométrico y el hecho de que crean que las « Las construcciones geométricas puntuales.

conicas se puedan hacer con regla y compas. *El tratam!ento smte,tl_co.

« La visualizacion. « El tratamiento analitico.

« Las representaciones utilizadas y los cambios de | *L0S dos problemas fundamentales en la
representacion. Geometria Analitica.

* De lo perceptual a lo tedrico.

o J

Esquema 14: Los factores involucrados en el disefio experimental.

3.4. Selecciones Generales y Propdsito de la Secuencia

En consonancia con estos analisis realizados en la dimension historica,
matematica, didactica y cognitiva es posible establecer una serie de variables micro
didacticas” y algunos elementos teérico - empiricos asociados a las mismas que a su
vez permiten formular las siguientes hipétesis de disefio.

™ En un sentido bésico, una micro variable didactica es un elemento de la situacién que puede ser modificado por
el profesor, y que afecta a la jerarquia de las estrategias de solucién que pone en funcionamiento el alumno. De
esta manera se puede considerar que las variables didacticas son aquellas que el profesor modifica para provocar
un cambio de estrategia en el alumno y que llegue al saber matematico deseado. Es recomendable tener en cuenta
que no “todo” sea variable didactica en una situacion, sino sélo aquel elemento de la situacion tal que si se actia
sobre él, se puedan provocar adaptaciones y aprendizajes.
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Primera hipotesis del disefio:

Al construir una nube de puntos que pueden pertenecer a cualquiera de las
conicas, y en el proceso de experimentar con la configuracion geométrica construida,
los estudiantes generarian diversas conjeturas que llevarian a realizar diversas
construcciones globales que pueden ser robustas 6 blandas, de tal manera que éstas
contengan o pasen por la nube de puntos dada u obtenida.

Segunda hipétesis del disefio:

En las construcciones geométricas (puntuales o globales) realizadas en Cabri, se
generarian visualizaciones que permitirian caracterizar una nube de puntos o una
curva en relacién con una definicion de conica como lugar geométrico y en
consecuencia, hallarian la expresion analitica que contiene dichos puntos o que define
la curva.

Las hipdtesis anteriormente planteadas en torno al dispositivo experimental,
permiten delimitar el proposito general de la secuencia:

Proposito general de la secuencia:

Cabe anotar que este propdsito se deviene de los factores anteriormente
presentados en este informe de investigacion. En este sentido, el proposito general
aparece contextualizado en una situacion de intervencion en un aula regular.

Lo que se pretendid en la secuencia fue involucrar a los estudiantes en un proceso
de actividad matematica donde se les creo un ambiente educativo para que pudieran
pensar geométricamente, explorar, analizar, conjeturar, visualizar, representar,
modelar un conjunto de puntos con ciertas caracteristicas, resolver, validar y
argumentar, en el contexto de situaciones geométricas arraigadas en las matematicas
mismas. Estas actividades matematicas y cognitivas tuvieron el objetivo de producir
un aprendizaje: que la conica la llegaran a comprender como un conjunto de puntos
determinados (un lugar geométrico) que tienen unas propiedades métricas y
geométricas, llevandolos a estudiar puntos particulares de la curva para luego hacer la
transicion de aprender las caracteristicas geométricas de la curva desde un punto de
vista global, usando como estrategia geométrica las construcciones geométricas en el
ambiente Cabri. El paso a lo global estuvo determinado al tratar de solucionar el
problema propuesto, encontrando una construccion geométrica (robusta) que
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cumpliese con las restricciones impuestas y les permitiera llegar a construirla luego
de manera algebraica. El paso a lo puntual estuvo determinado por encontrar una
construccion global al analizar las propiedades geométricas de puntos particulares de
la conica.

En cuanto a las variables micro-didacticas identificadas y puestas en juego en las
situaciones didacticas, estan:

i. El tipo de construcciones geométricas. En los disefios se considerd
construcciones geométricas puntuales y globales. En el caso de las
construcciones puntuales se generaron un conjunto finito de puntos y para las
construcciones globales se obtiene la traza finita de una cénica y que da la
apariencia de ser continua en la pantalla. Una de las caracteristicas de las
construcciones puntuales, es que todos los puntos se obtienen a partir de la
interseccion dos lineas y por tanto es una construccion estatica, en
consecuencia, ningun punto se deja arrastrar. Mientras que las construcciones
globales son dinamicas, en tanto que es posible construir la curva completa
como un lugar geométrico generado a partir de un punto que se arrastra.

ii. Las herramientas de Cabri. Estas se corresponden con las denominadas
variables de comando e incluyen rasgos caracteristicos de los AGD tales como
el arrastre, los macros y la posibilidad de construccion de lugares geométricos
0 Locus. En términos mas especificos puede los estudiantes tienen a su
disposicion todas las herramientas de Cabri, a excepcién de una herramienta,
“Conica”. Para ello, al comenzar la situacion, ellos descargan de la Web del
curso, los archivos pertinentes para cada situacion. Uno de los archivos
entregados restringe el uso de esta herramienta. Esta herramienta suprimida en
esta situacion se activa al seleccionar cinco puntos y construye
automaticamente la conica que los contiene y al acercar el cursor a la curva
determina el tipo de cdnica. En cuanto a las otras herramientas de Cabri, los
estudiantes pueden necesitar la herramienta “Traza”, y la Herramienta
“Lugar”, el modo de arrastre, las herramientas de medida tales como
“Distancia y longitud”, “Coordenadas o ecuacion”, “Calculadora”, entre otras
herramientas.

En correspondencia con estas variables micro-didacticas es posible establecer
como unidades de analisis’ las siguientes:

e El tipo de construccidén geométrica que puede ser blanda o robusta;

78 Estas fueron adaptadas a partir del esquema de las unidades de analisis que fue propuesto en la investigacion de
Camargo y Guzman (2005).
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e Los tipos de representaciones matematicas que se involucran en la solucién de
cada una de las situaciones problema, y

e Fendmenos didacticos e interaccion didactica.

Estructura general de cada una de las situaciones:

Por Gltimo, en este capitulo se puede anticipar a afirmar que en cada una de las
situaciones disefiadas se presentaron tres fases diferenciadas (Ver Anexo No. 4):

Fase 1, de construccion geométrica;

Fase 2, donde se reflexionaba sobre la construccion (puntual o global) realizada
en la anterior fase, se escribia una conjetura de lo que aparecia en la pantalla y se
validaba a través de una nueva construccion geométrica robusta que contuviera la
nube de puntos o se validaba usando el modo de arrastre del AGD, y por altimo;

Fase 3, donde se proponia pasar a la representacion algebraica.

En la Tabla 7, se presenta la articulacion de los analisis preliminares con las fases
de las situaciones didacticas disefiadas.

Tabla 7: Articulacién del andlisis preliminar con las situaciones didacticas.

Fases

Dimensio-
nes—

Didactica

Cognitiva

Epistemoldgica

Construccion geométrica

eFase de accién de
acuerdo con la TSD.

e Tarea en Cabri Tipo | y
111. Se les da una macro y
se les restringe las
herramientas del Cabri.

e Construccién robusta y
estatica.

Experimentacion

e Fase de formulacion de
acuerdo con la TSD.

e Construccién robusta o
blanda. Son dinamicas
pues exigen movimientos.

e El Cabri como medio que
permite retroacciones.

e Conjeturacion.

¢ Enfoque puntual o global
a través de
construcciones
geomeétricas.

e Abordar el error de
considerar  que las
conicas se pueden
construir usando

Unicamente la regla vy
compds. Lo que se
construye son puntos de
la cénica, pero no la

e Tratamiento puntual y
global de las cdnicas.

e Tratamiento sintético de
las conicas.

e Problemas clasicos de la
geometria.

e Definiciéon de la conica
como lugar geométrico
desde el punto de vista
dinamico.
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Fafes Dimensio Didactica Cognitiva Epistemoldgica
nes—
eEl uso del Lugar figura de manera global,
Geométrico como al usar estos
Herramienta dentro de la instrumentos.
dialéctica herramienta — | e Abordar el
objeto. desconocimiento del
e Tarea tipo Il: descripcion significado  de  lugar
verbal y Tipo IB porque geométrico.
tiene que construir la | e La visualizacion
curva que cumpla ciertas | e El tipo de
condiciones (que pase por representaciones
los puntos de la nube matematicas.
construida). e Las representaciones
ejecutables.
e El AGD Cabri Géomeétre
e Fase de Validacion de 11 Plus como mediador de
acuerdo con la TSD. conocimiento.
e Tarea tipo IV: los
estudiantes enuncian una elLos dos  problemas
Validacion conjetura y la deben fundamentales de la

validar usando un sistema
de representacion
algebraica. En algunos
casos recurren a realizar
la Tarea tipo V.

geometria analitica.
¢ Enfoque analitico.

A continuacion se presentan los andlisis a priori de las situaciones.
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) CAPITULO 4.
DISENO DE LAS SITUACIONES DIDACTICAS Y SUS ANALISIS
A PRIORI

En correspondencia con las fases de la micro-ingenieria didactica, en este
capitulo se constituye la tercera fase: “el disefio de las situaciones didacticas y sus
analisis a priori”, por tanto se retoma algunos de los planteamientos de Artigue
(1995):

Este analisis a priori se debe concebir como un andélisis de control de
significado. Esto quiere decir, de forma muy esquematica, que si la teoria
constructivista sienta el principio de la participacion del estudiante en la
construccion de sus conocimientos a través de la interaccion con un medio
determinado, la teoria de las situaciones didacticas que sirven de referencia a
la metodologia de la ingenieria didactica ha pretendido desde su origen,
constituirse en una teoria de control de las relaciones entre el significado y las
situaciones. (p. 44)

De esta forma, el objetivo del analisis a priori es determinar de qué modo las
elecciones realizadas permiten controlar el comportamiento de los estudiantes y los
significados que ellos construyen. Para ello, el analisis se basa en varias hipdtesis,
cuya validacion estard indirectamente en juego durante la cuarta fase, en la
confrontacion entre el andlisis a priori y el analisis a posteriori.

Para Ferrari (2001) los analisis a priori de las situaciones didacticas disefiadas
permiten controlar el proceso y las variables didacticas puestas en juego,
conjeturando con sustento los efectos esperados. Es en consecuencia una fase
prescriptiva como predictiva.

En primera instancia, se presenta un plan de actuacion e instrumentos para recoger
la informacion.
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4.1. Plan de Actuacion e Instrumentos para Recoger la Informacion

Se disefiaron ocho situaciones problema, tres relacionadas con parabolas, tres con
elipses y dos con hipérbolas. En cada una de ellas se plantean construcciones
puntuales y globales, siempre iniciandose el estudio de una coénica desde las
construcciones puntuales (Ver Anexo No. 4).

Las situaciones problemas fueron desarrolladas en parejas de estudiantes, usando
Cabri Géometre Il Plus. Los estudiantes accedian a las indicaciones de las situaciones
problemas o enviaban su trabajo al curso virtual de geometria analitica, un espacio
en la Web, por lo que uno de los requerimientos de los computadores era el acceso a
internet.

Los archivos de Cabri proporcionados tenian la restriccion del comando
“Conicas”, ademas se presentaba en la hoja Cabri una figura construida (macro 0 caja
negra), cuyo estudio debe iniciar la tarea solicitada.

Cada grupo de estudiantes recibia dos hojas de papel al inicio de cada sesién. En
la primera hoja, se presenta el enunciado de cada problema geométrico. En ésta se
dan las indicaciones e instrucciones de la situacién problema que remite 6 bien a una
construccion puntual 6 a una global usando Cabri y se le sugiere que escriban sus
conjeturas frente a la construccion realizada.

La segunda hoja de papel, es la hoja de trabajo del estudiante, que debera
entregarse al finalizar la sesion de clase. En ellas escribiran sus conjeturas, las
estrategias ganadoras de los procesos de construccion geométrica que ellos realizaron,
asi como preguntas pertinentes a cada situacion.

Una vez los estudiantes inician su trabajo en Cabri, se les indica que inicien el
registro de sesion. Los estudiantes al finalizar su trabajo deberan enviarlo en un
archivo comprimido al curso virtual de geometria analitica, por lo que el profesor
debe tener presente en su clase, un espacio de tiempo para explicarles los detalles de
como realizar estas actividades.

Gutiérrez (2005) determina que el registro de sesion es una valiosa herramienta
porque permite ver lo que se borra y las manipulaciones que se hicieron de los objetos
hechos bajo el modo de arrastre, también permite ver en qué momento de la sesion de
trabajo surgen las ideas que les permiten avanzar hacia la solucion del problema, o
que les llevan a un bloqueo. Sin embargo, esta opcion no permite grabar voz,
descartandose las discusiones de los estudiantes.
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Como trabajo en casa se les propone la obtencién de la representacion algebraica
de la cénica que pasa por los puntos dados o hallados. Luego se les pedird que
entreguen la demostracion escrita a través del curso virtual de geometria analitica.

Antes del desarrollo de las situaciones problema es necesario que los estudiantes
conozcan las construcciones robustas clasicas y dinamicas en un AGD de una
parabola, una elipse y una hipérbola. En este sentido, para este trabajo se realizaron
previamente a la experimentacion de esta investigacion, las construcciones
geométricas de las conicas propuestas por Diaz-Barriga (2006) presentadas en el
Anexo No 7.

También es necesario que los estudiantes conozcan las definiciones de las conicas
como lugares geométricos en donde se explicitan las relaciones métricas intrinsecas,
asi como sus expresiones algebraicas en su forma canonica y estandar y los elementos
geométricos que las caracterizan. Para tal efecto, se tuvieron tres horas de clase antes
de esta experimentacion, donde el profesor les explico los teoremas y propiedades
algebraicas de las cénicas asi como la génesis historica de estas curvas.

En la Tabla 8, se hace un resumen del orden de la secuencia de experimentacion
de cada una de las situaciones problema, del tiempo estimado. Ademas se determinan
los instrumentos de recoleccion de datos usados. Para cada situacién problema se
estima un tiempo de dos horas, es decir de una sesion de clase.

Tabla 8: Planificacion de la experimentacion de cada una de las situaciones problema.

SITUACIONES PROBLEMA (SP) PUESTAS SESION/ TIEMPO IRnggngill\EAchl-l(—)?\ngEE
EN ACTO ESTIMADO INFORMACION
1. SP No. la Puntual (Nube de puntos de | 1 sesion (primera)/2 . .
Parabola) horas - _V|deogr_abaC|ones de las
2. SP No. 1b Puntual (Nube de puntos de la | 1 sesién (segunda)/ 2 interacciones  de los
Parabola de Werner) horas pqrﬂapantes_de la clase
3. SP No. 1c Global (Problema de Tangencia de 1 sesion (tercera)/ ) \{lr(:]e?graé)aC|_or_1lesn .de las
Apolonio sobre Parabola) 2 horas i ;ae iaste:so dee\alilugc;i?) cla.
4. SP No. 2a Puntual (Nube de puntos sobre 1 sesion (cuarta)/ o - .
Elipse) 2 horas - Eleglstr:(_) def_Sesllon eln Cdabrl.
5. SP No. 2b Puntual (Nube de puntos sobre 1 sesion (quinta)/ i Cas:ic Ivo Tinal reafizado €n
Elipse con un rectangulo dado) 2 horas ) Obser.vaciones
6. SP No. _2c Global .(Problema de Tangencia de 1 sesion (sexta)/ - Trabajo en casa: obtencion
Apolonio sobre Elipses) 2 horas Y
I be d b BN (SEotimo/ de la representacion
7. SI? !\lo. 3a Puntual (Nube de puntos sobre 1 sesion (séptimo) algebraica de la grafica
Hipérbola) 2 horas obtenida
8. SP No. 3b Global (Problema sobre Ila 1 sesion (octava)/ - Hojas de trabajo.
Potencia de un Punto) 2 horas
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4.2. Andlisis a priori de las situaciones problemas

Aunque se realizaron ocho situaciones problema, en este trabajo se presenta el
analisis a priori y a posteriori de tan solo dos situaciones problema (Ver Anexo No.
4, donde aparecen las ocho situaciones problema propuestas con sus respectivas hojas
de trabajo). La razon de esta ultima seleccion, se debe a que las dos situaciones
problemas analizadas son suficientes para indagar los aspectos planteados en la
investigacion, ademas en todas las situaciones se repiten algunos procesos de
construccion que se deseaban analizar.

Para cada una de los analisis a priori de las situaciones problema se presenta una
descripcién general donde se dan cuenta de las fases 0 momentos de la TSD, los
propositos, los saberes matematicos que se movilizan y los comportamientos que se
prevén.

Todas las situaciones empiezan por un momento de accion debido a que se le
solicita a cada pareja de estudiante, realizar una construccion que posteriormente
valida sus propiedades por medio del arrastre, esto lo lleva a confrontar el medio con
el enunciado, dado en la hoja de trabajo. En el desarrollo de cada una de ellas, se
pueden dar los momentos de accion, validacion, formulacidn e institucionalizacion.

4.2.1. Andlisis a priori de la situacion problema No. 1a.

Descripcion General

Esta situacion surgio a partir de un problema que fue propuesto en Anfossi (1961)
para el ambiente lapiz y papel. La situacion problema se modificé al ser tratada en el
medio ejecutable de Cabri y al adaptarse de acuerdo a las tipologias de Laborde
(1998a; 1998b; 2001; 2008), surgieron preguntas que movilizan pensamiento
geométrico alrededor del dinamismo que ofrece el ambiente informaético, al
establecerse una construccion geométrica que pueda mostrar globalmente la nube de
puntos dada.

La situacion problema esta constituida por tres fases:
Inicialmente el estudiante debe recibir dos archivos de Cabri, uno de ellos

contiene una construccion geométrica de un rectangulo ABCD, dados su base (el
segmento AB) y su altura (el segmento AD), para el cual se deja arrastrar los extremos
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de estos segmentos y en consecuencia, pueden ver que la figura sigue siendo un
rectdngulo bajo el arrastre de los extremos de los segmentos AB y AD. EIl objetivo
propuesto fue que a partir de ese rectangulo y de unos puntos que aparecen en el
segmento DC, construyan una nube de puntos que son estaticos porque van a ser
generados por los estudiantes como puntos de interseccion. En esta fase solo
construira la nube de puntos.

La segunda fase se divide en dos partes, a) y b). La parte a) se vincula con la
formulacion de una conjetura acerca de cual creen que sea el tipo de cénica que
incide por esos puntos construidos. En la parte b) se les pide que realicen una
construccion geométrica dindmica y robusta que genere un lugar geométrico que
contenga la nube de puntos. Esta fase se constituye en un momento de accién debido
a que los estudiantes proponen diversos procedimientos de construccion geométrica
como solucion a tal problema. Asi mismo, en esta fase, entra a jugar el otro archivo
de Cabri, el cual contiene el conjunto de herramientas restringidas del ambiente. Esto
con el fin de que no puedan usar la herramienta “Coénica”, porque con cinco puntos de
la nube construida en esta fase, ellos podrian saber qué cénica resultaria, por esa
razon, se les quita esa herramienta para que la actividad de la conjetura tenga sentido
(momento de formulacion). No obstante, en la parte b) de esta segunda fase, se les
pide que validen su conjetura cuando hayan encontrado la construccion geométrica
dindmica que vaya recorriendo los puntos de la nube, al explicar por qué razon
funciona dicha construccion.

En la tercera fase se les pide una demostracién analitica de su conjetura. Por lo
tanto se constituye en una fase de validacion. Esta la deben de entregar en la siguiente
sesion de clase. Vale recalcar que con esta fase, se trataria el segundo problema
fundamental de la geometria analitica, de dada una figura (la curva que pasa por esa
nube de puntos) entonces se debe hallar la ecuacion.

Una manera de validar la construccion dinamica y robusta que se les solicita en la
segunda fase es a partir del arrastre de uno de los extremos de los segmentos AB y
AD que determinan los lados del rectangulo ABCD.

La construccién inicial en la primera fase es puntual, porque tienen que hallar una
nube de puntos pero posteriormente tienen que realizar la construccion global en la
segunda fase, y lo deseado es que encuentren una construccion geométrica que sea
robusta.

En la fase de institucionalizacion se piensa develar la respuesta vélida de la
conjetura y una construccion robusta. En el caso de que no surja una construccién
robusta por parte de los estudiantes, el profesor puede mostrarles algunos pasos de la
construccion geométrica que sirva como estrategia ganadora (el lugar geométrico
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como herramienta, véase el apartado 2.3.1 sobre los lugares geométricos desde la
dialéctica herramienta — objeto) para encontrar el foco. Con el foco y el vértice
encontrados de manera exacta, los estudiantes pueden encontrar la parabola que
pasaria por la nube de puntos siguiendo las indicaciones de Diaz-Barriga (2006).

Previo a la experimentacion, los estudiantes usaron el lugar geométrico como una
herramienta en dos problemas geométricos presentados por Polya (1985), partiendo
de usar el ambiente informatico para encontrar el punto clave y luego dando la
solucion en términos algebraicos, usando un sistema de coordenadas apropiado. Uno
de los problemas se trabajé en el tema de linea recta y otro en el tema de
circunferencia. Esto con el fin de que conocieran y usaran el método de lugar
geométrico como herramienta en las situaciones problemas que se presentan en la
secuencia disefiada.

Propdsitos

e Generar representaciones graficas estéaticas y dindmicas usando el Cabri para
estudiar las partes constitutivas de la parabola, para ello es necesario que los
estudiantes retomen la definicion de parabola como lugar geométrico, trabajada
previamente en clase.

e Determinar la expresién algebraica de la parabola que contiene la nube de puntos
en un sistema de coordenadas cartesianas determinada por el estudiante.

e Describir la articulacion entre las representaciones graficas y algebraicas de la
parabola construida por el estudiante.

Saberes matematicos involucrados en la Situacion Problema

En el desarrollo de la Situacion Problema No. 1a, es necesario validar el tipo de
conica obtenida en la nube de puntos. Los estudiantes pueden realizar diversas
demostraciones geomeétricas y algebraicas, a continuacion se presentan algunas:
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Una solucion desde la proporcionalidad para determinar que la conica que
pasa por los puntos es una parabola:

Esta solucion da cuenta de la parte b) de la segunda fase, la validacién de la
conjetura.

Los estudiantes pueden realizar en Cabri las nubes de puntos, obtenidos con las
intersecciones de los segmentos trazados desde C a los puntos 1a, 2a hasta 9a con las
lineas verticales perpendiculares al segmento DC (Ver Figura 23).

D| 1 2b 3b 4b 5b 6

9| i

8a __-———"’”#H#:'//
Rt ’/,

7 //// //

Ba // » // //

4a /////

2a //

1a

Figura 23: Nube de puntos de la situacion problema 1a.

En la anterior nube de puntos se observan varios triangulos, como los que se ven
en la Figura 24, tdmense uno de estos donde k € {0,1,2,3,4 ...}
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Figura 24: Triangulos semejantes a partir de la nube de puntos.
Por la naturaleza de la construccién geométrica, los triangulos AABC y AAED son
rectangulos (£E = 2By «E = 90°) y tienen un angulo en comun, 2A, por lo tanto
los tridngulos son semejantes por el criterio A-A (AABC ~ AAED).

Por lo que sus lados correspondientes son proporcionales:

y _ka
kb Na
Despejando y se obtiene:
— b k2
Y=N

De la anterior expresion N y b son valores constantes, mientras que k toma
diferentes valores, k € {0,1,2,3,4...}. Si C pasa por el origen de un plano cartesiano,

., _ b o .
entonces la expresion se puede escribir como y = e donde x toma valores en

N U {0}. De esta manera la expresion algebraica y el dominio matematico tomado en
consideracion, corresponde a una nube de puntos finitos discretos graficados que
pertenecen a una parabola simétrica al eje y.

Otra solucion para justificar que la nube de puntos pertenecen a una
parabola:

Esta da cuenta de las fases 2 y 3, construccion global de una parabola y validacion
de la conjetura respectivamente.
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¢Como se puede probar que los puntos pertenecen a una parabola?
Se procede a utilizar el método de las alturas:

Se comienza con la construccion ya dada, donde se encuentran algunos puntos de
interseccidn, se toma un punto arbitrario F (Ver Figura 25).

N ¥
A D
A B
1
D
T2 3 A 15 67— o
r”::/;éz
5| [T
f// L ?/
1
5 | O
s |
E
5
il
A B

Figura 25: Obtencion del punto F.
Se traza una recta perpendicular al lado AD por el punto F y luego se realiza la

interseccion de ésta con el eje y, a tal punto de interseccion se le denomina H, para
luego trazar una circunferencia con centro en C y radio CH (Ver Figura 26).
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Figura 26: Obtencion del punto H'y circunferencia de radio OH.

Al trazar una recta m que pasa por B y por H, se encuentra el punto de
interseccidn de la circunferencia con la recta m, denotado por G.

Luego se traza la recta n que pasa por G y F'’, seguidamente se traza la
perpendicular a la recta n en el punto F y la interseccion de esta perpendicular con la
recta m se denotara con E (Ver Figura 27).

7 Si los puntos pertenecen a una paréabola, esta recta es tangente.
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Figura 27: Construccion de las rectas perpendiculares ny m.
Asi el triangulo EGF es por construccion un triangulo rectangulo, y FH es su
altura, entonces los tridngulos EHF y HGF también seran rectangulos (Ver Figura
28).

Luego aplicando el Teorema de la Altura al triangulo EGF, se tiene:
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E
Figura 28: Triangulo rectangulo EFG.
FH EH
GH FH

Donde FH es x, GH es 2y, luego x y y deben ser distintos de cero, para que
pueda existir la construccion del triangulo rectangulo EFG, y denotemos a la medida
del segmento EH como k.

X k
2y N
Asi la ecuacion obtenida es
x? = 2ky

Si k es constante, entonces los puntos pertenecen a una parabola por la estructura
de la ecuacién obtenida.

Como el conjunto de puntos dados es finito. Se puede comprobar midiendo en
Cabri que la distancia de EH es constante para cualquiera de los puntos de la nube.

Por lo que:
x? = —2ky

Donde el signo menos se incorpora para coincidir con la orientacion, segun la
escogencia del plano cartesiano.

Por dltimo, se determina la distancia k = EH y se grafica la ecuacion en el AGD,
como se puede ver en la Figura 29, y se tiene que la parabola encontrada que pasa
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efectivamente por todos los puntos de la nube, ademas se comprueba que la
construccion pasa la prueba de arrastre, al mover los extremos de los segmentos AD y
AB.

Ny
A D G
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Figura 29: Gréfica de la parabola que pasa por la nube de puntos.

Construccion dindmica usando lugar geométrico de Cabri para hallar la
parabola:

En esta construccion se da cuenta de la fase 1 (construccion puntual) y la fase 2
(construccion global). A lo largo de este trabajo, se espera que los estudiantes utilicen
el método de lugar geométrico como estrategia de solucién, si encuentran el foco y
luego la directriz de la parabola, dado su Vértice, eje focal y puntos de la parabola, de
esta manera, el lugar geométrico actuaria como herramienta. En este documento, a
esta estrategia se le denomina la estrategia ganadora, como la mas Gptima cuando
tienen en cuenta la definicidn de parabola como lugar geométrico.

Se parte del hecho de que la nube de puntos generada con anterioridad debe estar
contenida en una parabola con vértice en C, concava hacia abajo y el eje de simetria
es una recta que contiene al segmento CB. Por simetria axial al eje CB se encuentran
los puntos de la parabola ubicados a la derecha de su eje de simetria (Ver Figura 30).
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Figura 30: Hallando otros puntos de la parabola.

Se construye una posible directriz, a partir de un punto sobre el eje de simetria que
permite tener el control de la directriz. La directriz debe ser perpendicular al eje de
simetria de la pardbola. De esta manera, la recta directriz cambia su posicion a partir
del punto sobre el eje, siendo invariante la relacion de perpendicularidad de dicha
recta con el eje de simetria. Luego se trazan rectas perpendiculares a la directriz que

pasen por los cuatro primeros puntos de la parabola obtenidos por simetria axial (\Ver
Figura 31).

Directriz

D 1 2 4 7 8 g c
0 //’:::55%
s 1T

7 ///?7/

6 ///

5 | A

s 1

s 4+

2 /‘/

1

A

B
Figura 31: Puntos de la parabola obtenidos por simetria axial.

Se trazan circunferencias con centro en los puntos de la parabola con radio hasta
el punto de interseccién de la supuesta directriz y las rectas perpendiculares. Al
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mover la supuesta directriz se observa que las circunferencias se interceptan en un
punto sobre el eje de simetria, este punto cumple con la condicion de ser el foco de la
parabola. Las circunferencias se han trazado porque el foco es equidistante de la

pardbola y de la directriz y los radios de las circunferencias garantizan la
equidistancia (Ver Figura 32).
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Figura 32: Circunferencias con centro en un punto de la parabola y tangenciales a la directriz.

Dado que en Cabri se corresponde con el hecho de que sélo se generan los puntos
de interseccion entre dos objetos geométricos, se requiere de la herramienta “Lugar”
para hallar el foco. Lo primero que se encuentra es el punto de intercepcion de la
primera y ultima circunferencia (la de menor y mayor radio) y luego se determina el
lugar geométrico (que aparentemente es una hipérbola) de los puntos de intercepcion
de las dos circunferencias (éste juega el papel de herramienta segin Douady (1993)).
Posteriormente para hallar el foco de la pardbola se encuentra el punto de
intercepcion del eje de simetria (recta que contiene el segmento CB) y el lugar
geométrico generado por las dos circunferencias cuando se mueve el punto que
controla la posible directriz. (Ver Figura 33).
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Figura 33: Lugar geométrico de los puntos de interseccion de dos circunferencias al mover la directriz.

Una vez que se ha obtenido el foco se puede hallar la directriz porque es una linea
perpendicular al eje de simetria con la misma distancia del vértice al foco, en esta
pardbola el punto C es el vértice. Con este foco y la directriz, se efectla la
construccion dinamica y robusta de la parabola como aparece en Diaz-Barriga (2006).
(Ver Anexo No. 7). En consecuencia, se verifica que esta nube de puntos pertenece a
una parabola (Ver Figura 34), al pasar el test del arrastre a los extremos de los
segmentos AB y BC.
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Figura 34: Obtencion del foco como punto de interseccion entre el lugar geométrico y el eje de simetria.

Es posible que los estudiantes efectien el procedimiento de esta construccion
geométrica robusta sin comprender por qué funciona. Sélo aquel estudiante que
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descubra la construccidon tendra en cuenta la definicion de la parabola que esta puesta
en juego. Se espera que los estudiantes tengan dificultades en hallar la construccion
global, robusta y dindmica porque necesitan entender la definicion de parabola y
ademas conocer las herramientas del Cabri.

Otra demostracion algebraica:

Esta solucidon da cuenta de la fase 3, la obtencion de la representacion algebraica.

Ubiquese el rectangulo ABCD en el plano cartesiano de manera que C esté en el
origen de coordenadas. En la Figura 35, se observan las rectas perpendiculares al eje

xyaly.
x=-10a = x=8a | x=-6a x=-4a x=i2a |
x=+9a x=-7a: x=-5a; x=z-3a x= -a
D=(-10a,0) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 C=(0,0)
X' (10a,-a)=9 /////% y=-a
i
8 B /?r/ / y=-2a
/

7 ] / Y= -3a

ol P y=-4a

5 // / y=-5a

4 y=-6a

.

3 y=-T7a

2 y=-8a

1 y=-9a
y=-10a

A=(-10a, -10a) B= (0, -10a)
Figura 35: Rectas perpendiculares a los lados del rectangulo ABCD.
Donde los vértices del rectangulo ABCD tiene como coordenadas:

A = (—10a,—10a), B = (0,—10a),C = (0,0) y D = (—10a, 0). Como el Vértice
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de la parébola coincide con el origen y su eje de simetria es el eje y, entonces la
ecuacion de la parabola es de la forma x2 = 4py (1).

Para hallar el valor de p es necesario encontrar un punto de la parabola distinto
del vértice, dendtese M. Para hallar M se requiere encontrar el punto de interseccion
de la recta que pasa por el punto 9 del segmento AD y el punto C con la recta
X = —a.

El punto 9 sobre segmento AD tiene como coordenadas (—10 a, —a)

Como dos puntos determinan una recta, entonces la ecuacion de la recta que pasa
por el punto 9 del segmento AD y C = (0,0) es:

_a—

y—(—a) = Tu—oo(x — (=10a))

1
y = E(x+10a)—a

1
y=5X (rectal)

Como se requiere encontrar el punto de interseccion de la recta [ con la recta
X = — a, entonces se tiene un sistema de dos ecuaciones y dos incdgnitas.

y=5x @ x=-a @

Sustituyendo (3) en (2), tenemos que y = %0 (—a) = ;—g :
Luego el punto de interseccion, M = (—a,;—g ).
Como la parabola x? = 4py pasa por el punto M, entonces:
(_a)Z =4 —_a
~*P70

Despejando p = —2.5a. Sustituyendo este valor entonces y = —10ax?, en este
caso a es una constante y corresponde a la unidad de division de los ejes x y y. Por lo
que se determina que las coordenadas del foco son iguales a (0,p) es decir F =
(0,—2,5a) y la ecuacion de la directrizes y = —p, es decir y = 2,5a.

En esta solucion, se utiliza el siguiente teorema:
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La ecuacion de una parabola de vértice en el origen de coordenadas cartesianas y

eje de simetria el eje y, tiene como ecuacion x2 = 4py, donde el foco es el punto
(0,p), y la ecuacion de la directriz es y = —p. Si p > 0, la parabola abre hacia
arriba, si p < 0, la parabola abre hacia abajo.

Comportamientos previstos en la situacion problema No. la:

Se prevén dificultades para aceptar la situacién problema. Los estudiantes pueden
no querer hacer una construccion geométrica, debido a la inercia de las précticas
usuales de ensefianza, en las cuales el estudiante toma una actitud pasiva frente a
lo que proponga el profesor.

Tal y como se observd en la dimension de analisis cognitivo, es posible que sea
mas dificil de hallar, para la mayoria de los estudiantes, una construccion
geométrica dindmica que genere globalmente el lugar geomeétrico.

Se prevén que emerjan construcciones blandas. No obstante, puede que éstas
arrojen ideas claves para que lleguen a las construcciones robustas.

Es posible que los estudiantes no se hayan podido apropiar o aprendido la
construccion clasica de la pardbola (Diaz-Barriga, 2006; Fernandez, 2009b) y por
tanto no puedan hallar una construccién geométrica o realizar una validacion.

Segun lo afirmado en el analisis cognitivo, el observar una nube de puntos para
luego completarla, quizas genere evidencias visuales que desencadenen en
visualizaciones o imagenes mentales en las cuales dichos puntos hacen parte de
una rama’® de una conica. De esta manera, frente a tener que encontrar los
elementos que caracterizan la parabola, tales como el foco o la directriz,
seguramente empezaran a explorar designando el foco como el punto B, al lado
BC como posible eje focal y al vértice de la pardbola como al vértice C del
rectdngulo ABCD, imaginandose que la parabola abre hacia abajo.

Otra dificultad que se prevé es que muchos estudiantes no lleguen a hacer la
demostracion algebraica en la fase 3 (de validacion), debido a que tal vez no
lleguen a comprender la generalidad que se busca con la construccion global. De
nuevo, lo global encierra la generalidad.

" Una rama son partes separadas de la representacion grafica de una conica. En el caso de la parabola y la elipse
tienen dos ramas cuando las divide un eje focal. En cambio, las ramas de la hipérbola son cada una de las dos
partes separadas de esta curva.
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Es necesario que los estudiantes se hayan apropiado de las herramientas “Lugar”
y “Traza”, del Cabri. En este caso, se espera que el proceso de familiarizacion del
Cabri que han tenido previamente, sirva para que los estudiantes puedan usar
estas herramientas.

En la fase de accién, cuando lleguen a la conjetura, el profesor los podria
cuestionar haciéndoles pensar que lo que ellos creen no lo es, en otras palabras,
hacerlos entrar en duda, en términos constructivistas, crearles un conflicto
cognitivo.

Para sortear las dificultades, se planearon algunas intervenciones del profesor, de
tal manera que surja algun camino, o les produzca un conflicto respecto a un
procedimiento utilizado o introducir una nueva informacién que cuestione a los
estudiantes sobre lo que han considerado, como por ejemplo, designar los
elementos constitutivos de la paradbola en mencion. Para tal efecto, se tenian
pensados algunos cuestionamientos a los estudiantes tales como:

e (Cudl es la definicion de la conica como lugar geométrico que, de acuerdo
a la conjetura de los estudiantes, sea la que mas se ajusta? Esta pregunta
tiene el objetivo de que los estudiantes vuelvan a experimentar con el
Cabri. Es decir, que las retroacciones que da el medio, permitan hacer la
devolucidn de la situacion problema.

e ;Qué elementos (puntos o segmentos) de la construccién dada o de la que
hicieron, se dejan arrastrar, de tal manera que el lugar geométrico que
obtuvieron sea invariante ante la accién propia del arrastre y que

simultaneamente siga siendo el lugar que pase por la nube de puntos? Esto
con el fin de validar o invalidar, bajo el modo de arrastre, su construccion.

4.2.2. Andlisis a priori de la situacion problema No. 1c.

Descripcion General

Esta situacidn es un caso particular de los famosos diez problemas de tangencia de

Apolonio de Perga (Rabu-Boyé, 2009). Sin embargo, el autor de esta situacion

encontro este problema planteado para la geometria sintética y para el ambiente de
lapiz y papel usando regla y compas en Brufio (1957). Obviamente el problema se
modificé en relacion al medio ejecutable de Cabri y se adapté de acuerdo las
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tipologias de tareas que Laborde (1998a; 1998b; 2001 y 2008) propone para usar en
Cabri.

Esta situacion problema esta constituida por cuatro fases.

La primera fase tiene como objetivo realizar una construccion geométrica que
involucra conocimientos geométricos de:

Circunferencia.

Radio y centro de una circunferencia.

Linea recta.

Recta tangente a una circunferencia en un punto,

Recta perpendicular a una recta que pase por un punto de ella.
Mediatriz de un segmento.

Lugar geométrico.

Parabola.

En esta construccion, deben poner en actos los conocimientos sefialados
anteriormente para encontrar la figura que cumple algunas condiciones y que lo
llevan a encontrar el lugar geométrico de una parabola. Esta fase o0 momento de la
situacion es de accion porque deben actuar y usar el medio para validar o invalidar
bajo el modo de arrastre. Para hallar esta conica, entonces debian usar la herramienta
“Traza” o “Lugar” de Cabri.

En la segunda fase, se le hace una variante al problema propuesto en la primera
fase. Por lo tanto, también es una fase de accion y de experimentacion. Asi que se
espera que la construccion no sea dificil para los estudiantes, aunque se modifican las
etiquetas de los objetos geométricos involucrados. El objetivo es hacer variar una
recta perpendicular que depende de un punto mévil A que esta sobre un segmento
F;M y que genera un lugar geométrico. Se espera que los estudiantes deduzcan que la
curva generada se constituye en una familia de parabolas al mover el punto A, y que
piensen si es 6 no la misma construccion de la fase anterior.

En la tercera fase hay una serie de preguntas que guian la exploracion y el andlisis
que deben hacer los estudiantes frente al lugar geométrico obtenido en la fase 2. El
objetivo de las preguntas es que reflexionen acerca de la familia de parabolas que se
genera al arrastrar el punto A. Esta fase también tiene como objetivo que los
estudiantes se involucren en una actividad propia del quehacer matematico, que los
Ileve a confrontar sus concepciones frente a la teoria. Se constituye pues en una fase
de comunicacién o formulacion a la luz de la TSD cuando deben dar explicaciones
por escrito en la hoja de trabajo dada.
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En la dltima fase, se solicita hallar la representacion algebraica de la pardbola
obtenida en la primera fase. Se espera que cada estudiante ofrezca su propia
expresion algebraica, ya que depende del sistema de coordenadas que ellos
seleccionen y de los objetos geométricos involucrados en la construccion.

Las dos construcciones geomeétricas que se solicitan tanto en la fase 1 como en la
fase 2 son construcciones donde se encuentra una figura, en este caso la parabola,
pero bajo el enfoque global, es decir se observa la “totalidad” de la figura, y no es
puntual debido a que no existe una nube de puntos que deban construir. Lo deseado

es que encuentren una construccion geométrica que sea robusta y que ademas se
observe la figura de manera global.

Propdsitos

e Realizar una construccién geométrica para hallar un lugar geométrico.
e Trabajar la definicion de parabola como lugar geométrico.

e Estudiar las regularidades de wuna familia de parabolas y validar la
experimentacién hecha con el Cabri.

e Comparar las construcciones geométricas hechas en la fase 1y fase 2.

e Obtener la expresion algebraica de una pardbola en particular generada en el
problema de tangencia. Y articular las representaciones graficas y algebraicas de
la pardbola construida por el estudiante.
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Saberes matematicos involucrados en la Situacion Problema:

Construccién dinamica usando el lugar geométrico de Cabri para hallar la
parabola

En el caso de la construccion de la primera fase, el estudiante debe hallar una
circunferencia tangente a la recta d en B de modo que pase por A.

Para esto se traza la recta perpendicular a d, porque el radio de una circunferencia
es perpendicular a la recta en el punto de tangencia y se traza la mediatriz al
segmento AB porque cualquier punto de la mediatriz es equidistante al punto A y el
punto B, de modo que cualquier circunferencia con centro en un punto de la mediatriz
contiene a A y B. La interseccion de estas dos rectas es el centro de la circunferencia
(Ver Figura 36).

Figura 36: Construccion de la circunferencia tangente a la recta d.

Luego, se determina el lugar geométrico de C con respecto a B. Para esto se usa la

herramienta “Lugar” seleccionando primero el punto C y posteriormente el punto B
(Ver Figura 37).
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Figura 37: Lugar geométrico del centro de la circunferencia tangente a la recta d.

Si compara las caracteristicas del lugar geométrico en relacion a la construccion
se determina que es una parabola, con foco en A y directriz d. Ya que la distancia del
punto A y la recta d al lugar geométrico es igual, en este caso representadas como
radios de una misma circunferencia.

En la fase 2 se realiza una construccion similar a la fase 1 con algunos cambios en
la notacién de los objetos geométricos y determinando la interseccion de dos rectas,
una perpendicular a la recta d y otra perpendicular al segmento F; M. Mostrar este
procedimiento puede ser Util para hallar la solucién de la primera fase, dado que al
tener las hojas de trabajo pueden iniciar con la fase 2 o resolviendo la fase 2 pueden
retornar a la fase 1. Al hallar el lugar geomeétrico se obtiene una pardbola (Ver Figura

38).

“ F1
\
n....
....

Figura 38: Lugar geométrico de la segunda fase.

Para probar que es una parabola se utiliza la misma construccion de la situacion
l1a para hallar el foco, por lo que se determina el eje focal como la recta perpendicular
a d que pasa por F; y el vértice como la interseccion del supuesto eje focal y el lugar

geométrico (Ver Figura 39).
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Figura 39: Construccién del eje focal y el vértice.

Luego se construye una recta paralela a d llamada s, que es la supuesta directriz
de la parabola, se trazan dos rectas perpendiculares y se hallan los puntos de
interseccion de estas rectas con el lugar geométrico llamados los puntos K y O.
Tomando como centros estos dos puntos, se trazan dos circunferencias tangentes a la
recta s. Se halla el punto de interseccion de estas dos circunferencias (Ver Figura 40).

]

L
......
......

-
i

}/A
/

Figura 40: Construccién de la recta s y dos circunferencias tangenciales a ella.

Para hallar el foco se usa la estrategia ganadora (se revelé como funcional) de la
situacion pasada, es decir, se encuentra el lugar geométrico como punto de
interseccion de las dos circunferencias con respecto a la recta s cuando se mueve ésta
a través del eje focal. El punto de interseccion de este lugar geométrico y el eje focal
es el foco de la pardbola (Ver Figura 41).
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Figura 41: Obtencion del lugar geométrico de la interseccion de las dos circunferencias.

Con este foco y utilizando una circunferencia se determina la directriz llamada b,
se traza una recta perpendicular a b, del punto de interseccion de estas dos rectas
Ilamado T, se halla la mediatriz entre H y T, el punto de interseccion entre la recta
perpendicular a b y la mediatriz es C, éste es el que genera el lugar geométrico que
cumple las condiciones de ser parabola (construccion clasica de la parabola, Ver
Figura 42). Esta parabola coincide con el lugar geométrico hecho en la fase 2, por
tanto son parabolas.
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s Esta recta

b

T

Figura 42: Construccion de la parabola sobre el lugar geométrico.

Al mover el punto A, la construccion de la pardbola sobre el lugar geométrico

sigue siendo congruente (Ver Figura 43).

Figura 43: Verificacion de la construccion por la prueba del arrastre.

T
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Demostracion algebraica: obtencion de la expresion algebraica

Se va a considerar que la recta d es el eje x y a partir de ella se determina un
sistema de coordenadas cartesianas, por lo que A = (x,,y,) Y B = (x1,0). A es un
punto fijo mientras que B cambia.

Para hallar la circunferencia tangente a la recta en d, se ha trazado una recta
perpendicular a d por B, esta recta llamada p tiene la siguiente ecuacion x = x;. Sea
m la recta que es mediatriz al segmento AB, el punto de interseccion entre el

segmento AB y la mediatriz se le nombra como M, y sus coordenadas son (%,%)

(Ver Figura 44).

A= (x2,y2) C= (x1y)

4-x1)/2, y2/2)

B=(x1,0)

Figura 44: Asignacion de coordenadas a los puntos A, B, Cy M.

Dado que C es el centro de la circunferencia tangente, entonces es este mismo
punto quien determina el lugar geométrico cuando se mueve sobre la recta directriz.
De éste se conoce que su abscisa es x;Yy es necesario encontrar su ordenada.

Para hallar su ordenada, se va considerar la interseccion de las rectas m y p. Por

lo que es necesario hallar la ecuacion de la recta m que es perpendicular al segmento
- X1—X2 -
AB y por tanto su pendiente es . Y la ordenada en el punto de corte con el eje y
2

es.
(x1 — x2)x;

y -—
2 V2

Asi que la ecuacion de la recta m se escribiria:

(1) y = (xl;zxz) x+y, — (x1—y922)x2
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Como se va hallar el valor de la ordenada del punto C, se considera que la
ecuacion de la recta p es x = x; y sustituyendo en (1) se obtiene:

1 2
y=—(x—x)*+ ¥,
Y2

Y dado que x; cambia y x, y y, son constantes, se tiene que el lugar geométrico
del centro de la circunferencia es una parabola con ecuacion:

1 2
y=—&—-x)"+Y;
Y2

En la fase 3 de esta situacion 1c, se formularon las siguientes preguntas para que
las respondieran por escrito y las experimentaran a la luz del uso del Cabri. Las
respuestas a las preguntas son:

En relacion a la pregunta 3.1. se espera que los estudiantes afirmen que al mover
A sobre el segmento F;M se generan modificaciones de la abertura del lugar
geométrico. Cuando A se acerca a F; se contrae mientras que cuando A se acercaa M
se expande hasta coincidir con la recta d.

En la pregunta 3.2. se espera que los estudiantes respondan que el lugar
geométrico corresponde a una parabola cuyo foco y directriz cambian al mover A
sobre el segmento F;M. Una manera de probarlo es realizando la estrategia
ganadora, descrita anteriormente, porque el lugar geométrico se superpone sobre la
construccion de la fase 2 y al mover el punto A ambos lugares geométricos contintian
siendo iguales, por tanto son parabolas.

La construccion de la estrategia ganadora permite obtener el foco y la directriz.
De esa manera se da respuesta a las preguntas 3.2. y 3.3.

Sélo cuando A es el punto medio de F; M, o la recta AP es mediatriz del segmento
F; M es cuando F; es el foco y la recta d la mediatriz. (Respuestas a la preguntas 3.4.
y 3.5.).

Cuando A coincide con M, el lugar geométrico se superpone sobre la recta d,
cuando A se acerca a F; la pardbola se contrae, se reduce su abertura. (Respuesta a la
pregunta 3.6.).

A medida que A se mueve sobre el segmento F; M, la recta AP corta al lugar
geométrico en dos puntos (se convierte en recta secante), sélo cuando A es el punto
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medio del segmento F;M la recta AP, entonces es recta tangente. (Respuesta a la
pregunta 3.7.).

Sélo cuando la recta AP es la mediatriz del segmento F;M, la construccion
determina el foco en F; y la directriz se torna la recta d, porque la mediatriz por su
definicidn determina que F; esté a igual distancia de P como M de P. Lo que implica
que la pardbola como conjunto de puntos y la mediatriz como otro conjunto de
puntos, tienen en comun el punto P. A dicho punto, se le denomina punto de
tangencia, y la mediatriz llegaria a cumplir simultaneamente el papel de recta
tangente a la pardbola en el punto P. (Respuesta a la pregunta 3.8).

Comportamientos previstos en la situacion problema No. 1c:

e Se prevén dificultades para aceptar la presentacion de una situacion problema que
contiene muchas fases. Esto debido a la serie de instrucciones que aparecen en las
dos hojas de trabajo entregadas.

e Tal y como se observé en la dimension de analisis cognitivo, es posible que sea
mas dificil de hallar, para la gran mayoria de los estudiantes, una construccion
geométrica dindmica que genere globalmente el lugar geométrico.

e Se prevé que no encuentren el lugar geométrico buscado en la primera fase,
debido a que no tienen en cuenta:

- el dinamismo que se imprime en esta situacion. De pronto piensan de manera
estatica las configuraciones geométricas, mas aun, cuando en la primera fase
se le solicita que utilicen la herramienta de Cabri “Fijar/liberar” que hace
perder el dinamismo al punto A, de la fase 1.

- la definicion de mediatriz como lugar geométrico.

- la definicion de circunferencia como lugar geométrico.

e Se prevé que tan solo obtengan en la primera fase, un punto que cumple con las
condiciones del problema. Este seria el punto medio hallado entre el punto pie de
la perpendicular bajado desde el punto A a la recta dada d. Este punto cumple con
las condiciones de ser el centro de una circunferencia solicitada.

e Una dificultad es que los estudiantes no se hayan apropiado o aprendido la

construccion clésica de la pardbola (Diaz-Barriga, 2006; Fernandez, 2009b), ya
que se considera fundamental en la solucién de esta situacion.
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e Se prevé que en la fase tres no respondan correctamente a la pregunta 3.2. ;Por
queé razén la forma obtenida corresponde a una parabola?

e Asi mismo, se prevé que no encuentre el foco y la directriz pertinente a la
parabola que se mueve y que depende de la posicion del punto A en la pregunta
3.3.

¢ De la misma manera, en la pregunta 3.3. se prevé que es facil determinar cual es
el eje focal de la familia de parabolas, ya que esta recta seria perpendicular a la
recta dada d. Se pronostica que los estudiantes no pongan en funcionamiento la
estrategia ganadora de la anterior situacion problema, pues ésta es una manera de
encontrar el foco y la directriz cuando se tiene determinado el eje focal.
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CAPITULO.
EXPERIMENTACION Y ANALISIS A POSTERIORI

Atendiendo al esquema general de la metodologia adoptada, y una vez que se han
realizado los andlisis preliminares y la planeacion de la secuencia de situaciones
didacticas (capitulos 2, 3 y 4) se procede a la ultima fase de la micro-ingenieria
didactica. Por lo que se describe la secuencia observada durante la experimentacién y
se efectia el andlisis a posteriori, para validar la metodologia mediante su
confrontacion con los analisis a priori.

5.1. Caracterizacion de la Poblacion y Descripcion del Estudio

La experimentacion de este trabajo de investigacion se realizd con 25
estudiantes”® de segundo semestre de la Licenciatura en Mateméticas de una
Universidad de la ciudad de Pasto, Colombia. La edad promedio de ellos era 18 afios
de edad. Estaban matriculados en el curso de geometria analitica y el profesor que
oriento las clases fue el mismo investigador. El curso tenia una intensidad semanal de
4 horas y el estudio de las conicas corresponde a la sexta unidad de un total de 8
unidades. El programa de dicho curso se presenta en el Anexo No. 3y corresponde al
semestre de Febrero- Junio de 2009.

En cuanto a la organizacion de la informacion y envio de algunas tareas, se uso la
plataforma Moodle en un curso virtual, en donde se constituyd un espacio que
complementa la presencialidad del curso. En este ambiente virtual los estudiantes
descargaron los archivos para el desarrollo de las situaciones y asi mismo enviaron a
este espacio virtual sus construcciones geométricas hechas en el AGD.

" Los apellidos de los estudiantes que participaron en este trabajo, fueron cambiados por apellidos ficticios,
siguiendo los procedimientos éticos normales de una investigacion educativa.
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En cada una de las sesiones se contd con dos tipos de videograbaciones: la
primera registra imagen y sonido de las interacciones entre profesor - estudiantes o
estudiante-estudiante y la segunda se obtiene de las camaras de vigilancia del aula de
computadores, en donde solamente se registraron imagenes.

En el Anexo No. 5 se presentan las descripciones de las primeras
videograbaciones, que permiten observar los procedimientos usados y determinar las
razones de algunas de las conjeturas de los estudiantes en la solucion de las
situaciones problemas.

En cuanto al uso de las segundas videograbaciones, éstas determinan la cantidad
de estudiantes por sesion, la ubicacion de las parejas en el salon y los tiempos de
trabajo en parejas, de todo el grupo y de la intervencion del profesor. A diferencia de
las primeras grabaciones, éstas toman registro de solo imagenes y solo se detectan
cuando hay movimiento en el aula de computadores. Estos datos permiten obtener un
tiempo aproximado de cada una de las fases del desarrollo de la situacion didactica.

En algunas sesiones se cont6 con observadores externos®. Sin embargo, sélo
estuvieron presentes en seis de nueve sesiones (Ver Anexo No. 6).

Es importante destacar que los estudiantes participantes de esta investigacion ya
habian tenido experiencia en el uso del Cabri tanto en el curso (en el semestre
anterior) denominado geometria euclidea, con el mismo profesor, asi como en el
curso de geometria analitica, tres meses antes de esta intervencion didactica, durante
los meses de febrero, marzo y abril de 2009. Esto significa que los estudiantes
estaban familiarizados con la mayoria de las herramientas del AGD y habian
conocido el sentido de las construcciones geométricas robustas en Cabri, donde se
habia negociado y aceptado (en un contrato didactico implicito) por la mayoria de los
estudiantes.

Durante las nueve sesiones de la investigacion, los estudiantes trabajaron siempre
en parejas. Se aclara que se efectuaron nueve sesiones de clases con estos mismos
estudiantes, en salones convencionales bajo el enfoque tradicional, cada una de estas,
previa a cada una de las nueve sesiones de la investigacion. Esto con el fin de que
tuvieran suficientes elementos conceptuales y procedimentales desde lo analitico tal y
como se estila en un curso tradicional de geometria analitica. Asi mismo, en estos
espacios académicos adicionales se realizaron procesos inherentes a cada una de las
fases de institucionalizacion de los problemas geometricos por parte del profesor. El

8 | os observadores externos fueron estudiantes de tltimo semestre del programa de Licenciatura en Mateméticas
y un profesor de la Universidad participante, que tenian como funcidn registrar las sesiones de clase por medio de
grabaciones de audio y realizar observaciones de aula. Ademas los observadores tenian cierto involucramiento con
el trabajo de los estudiantes.
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objetivo de las sesiones adicionales, fue trabajar lo analitico de las cénicas. En
contraste con lo que se realizo en las sesiones de investigacion, donde se trabajo lo
sintético de estas curvas, pero no dio un tratamiento analitico de éstas.

En relacion a la fechas de experimentacion, en la Tabla 9 se presenta un resumen.

Tabla 9: Organizacion de la puesta en acto de la secuencia de situaciones problema (SP) con datos reales.

INSTRUMENTOS
No. DE
SITUACIONES PROBLEMA AULA/ <
DE FECHA RECOLECCION
SESIONES PUESTAS EN ACTO HORA DE
INFORMACION
Aula7.
1 Martes 05 | SP No. la Puntual (Nube de puntos de | de 6:00
de Mayo Parabola). pma
8:20 pm
Aula 3.
2 Miércoles | SP No. la Puntual (Nube de puntos de | de2:00
06 de Mayo | Parabola). pma
4:00 pm
Aula 7.
3 Martes 12 | SP No. 1b Puntual (Nube de puntos de | de 6:00 Vid baci
de Mayo Parébola de Werner). pma - Videograbaciones
8:20 pm de las interacciones
de los participantes
Aula 6. de la cl
4 Miéercoles | SP No. 1c Global (Problema de | de2:00 | Ve'dgg ?:1g-ac'ones
13 de Mayo | Tangencia de Apolonio sobre Parabola) pma ideograbaci
4:00 pm de las camaras de
vigilancia.
Aulaz. | Registro de Sesion
5 Martes 19 | SP No. 2a Puntual (Nube de puntos de | de 6:00 en %:abri
de Mayo Elipse) pma .
8:20pm | - Observaciones.
SP No. 2a Puntual (Nube de puntos de | Aula6. | Trabajgl en casa
- . obtencion de la
6 Miércoles | Elipse) de 2:00 representacion
20 de Mayo | SP No. 2b Puntual (Nube de puntos de pma -
Elipse con un rectangulo dad 4:00pm | algebraica de la
pse con un rectangulo dado.) Aulap7 grafica obtenida.
* | - Hoj de trabaj
Martes26 | SP No. 2c Global (Problema de | de6:00 ojas  ce Tanjo
7 : . - recogidas durante
de Mayo Tangencia de Apolonio sobre Elipses) pma cada sesién
8:20 pm '
Aula 6.
8 Miércoles | SP No. 3a Puntual (Nube de puntos de | de 2:00
27 de Mayo | Hipérbola) pma
4:00 pm
Aula 6.
Sdbado 30 | SP No. 3b Global (Problema sobre la de 8:00
9 de Mayo Potencia de un Punto) am a
12:00
am

Como se puede apreciar, se tenian previstas 8 sesiones para el dispositivo
experimental pero en total se efectuaron 9 sesiones. El tiempo planeado no resulté ser
igual al tiempo usado. En la Gltima sesion se necesitaron dos horas mas y la primera
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situacion fue la de mayor tiempo. Las situaciones problema que se consideraron para
este analisis a posteriori, se sombrearon de color gris en la Tabla 9. En esta misma
Tabla se observa que las construcciones geométricas punto por punto, fueron las que
mas tiempo necesitaron.

Durante la intervencion de las ocho situaciones disefiadas no hubo interrupciones
0 cese de actividades.

5.2. Descripcion General de las Sesiones y Analisis de Prueba Diagnoéstica sobre
Concepciones

A continuacidn se presenta una descripcion general de las sesiones analizadas y al
final un andlisis de las preguntas abiertas.

Las sesiones de trabajo se llevaron a cabo entre el 5 de Mayo y el 30 de Mayo de
2009. Durante este periodo se trabajo con los 25 estudiantes. Para describir las
sesiones se tuvieron en cuenta las observaciones y las videograbaciones. (Ver anexo
No. 6). En este caso solo se describira brevemente la sesion No. 1, 2 y 4.

Sesion No.1: (Martes 05 de Mayo, Situacion Problema No. 1a, Nube de puntos de
Pardbola). Tal y como estaba previsto, el profesor empez6 la sesion repartiéndoles la
situacion problema y la hoja del estudiante respectiva (hoja de trabajo), los
estudiantes se organizaron en parejas y usaron un computador. El profesor les dijo
que deben entregar el trabajo al final de la sesion. También manifestd de qué manera
y de dénde descargaban los archivos de Cabri que debian utilizar y que hacian alusion
en la hoja de trabajo. Hasta ese momento, casi todos los estudiantes empezaron a
realizar la actividad en Cabri, pasaron 40 minutos y este proceso estaba pensado para
10 minutos. Este periodo de descarga de archivos, de crear una carpeta para que ellos
empezaran a registrar la sesion de Cabri, fue un tiempo que no se tuvo en cuenta,
tampoco se considero la lentitud del envio y recepcion de datos a traves de la Internet,
debido a que en ese momento se presentaron fallas, pero finalmente accedieron a los
archivos de Cabri.

El ambiente en ese momento fue de expectativa para los estudiantes e iniciaron
entusiasmados el trabajo.

Al empezar cada estudiante tenia en sus manos las dos hojas de trabajo que se le

habian entregado, y empezaron leyendo el enunciado del problema y haciendo la
primera fase sin ningln problema.
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Sesion No.2: Miércoles 06 de Mayo, Situacion Problema No. la, Puntual (Nube
de puntos de Parabola). Esta sesion estaba prevista para la situacién problema 1b, que
trataba sobre otra nube de puntos de una pardbola propuesta por Werner y que se
pudo apreciar en el apartado 2.1.2.1 del analisis histérico — epistemoldgico. Pero no
se logro trabajar esta actividad en esta sesion, sino en la sesion No. 3, tal y como se
aprecia en la Tabla 9. Tampoco se present6 esta construccion puntual de Werner en
este analisis a posteriori debido a que las respuestas de los estudiantes fueron muy
parecidas a la situacién problema No. la. En consecuencia, lo que sucedié en esta
sesion fue que se decidio dar continuacién a la situacion problema No. 1a, y al final
el profesor realiz6 la institucionalizacion de los elementos matematicos que
estuvieron en juego en la primera situacion.

Sesién No.4: Miércoles 13 de Mayo, Situacion Problema No. 1c, Global
(Problema de Tangencia de Apolonio sobre Pardbola). Esta sesion se centré en
trabajar un problema de tangencia que generaba la parabola desde el enfoque global
usando la herramienta “Lugar” de Cabri, para luego pasar a una configuracion
geométrica similar al problema que generaba una familia de parabolas y en donde a
los estudiantes se les hacia una serie de preguntas donde tenian que argumentar por
qué cada curva (miembro de esa familia) era una parabola.

Es de recalcar que no hubo una nube de puntos sino que los estudiantes generaban
de forma completa la figura y usando construcciones geometricas auxiliares alrededor
de dicha figura, encontraron los elementos constitutivos de la parabola. La fase 3, se
dejé de tarea para la casa, la cual consistié en que debian pensar y escribir una
situacién analoga al problema de tangencia pero usando geometria analitica. Es decir,
los objetos geométricos dados en la fase 1 debian darlos en términos algebraicos y la
resolucién del mismo también algebraicamente.

Esta situacién sobre parabolas, cerrd el ciclo de actividades (situacion problema
1a, situacién problema 1b y esta situacion) usando Cabri para estudiar las parabolas.
Dada la premura del tiempo, y ademas de que todos los estudiantes estuvieron
entusiasmados trabajando de manera concentrada en esta situacion hasta la fase 3, se
decidi6 que la etapa de institucionalizacion fuese en la siguiente sesion de clase.

Analisis de prueba diagnostica sobre concepciones

Se estudiaron las respuestas a cinco preguntas abiertas que se les plantearon a los
estudiantes sobre las nociones matematicas que iban a estar presentes en las
situaciones disefiadas el primer dia de clase del curso de geometria analitica. Las
respuestas de la prueba diagnostica se encuentran en el Anexo No. 2. denominado
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“Preguntas Abiertas Sobre Concepciones”. A continuacion se presenta el analisis de
las respuestas.

1. ¢Qué significa para Usted una Figura Geométrica?

El objetivo de esta pregunta era identificar las concepciones de los estudiantes
acerca de lo que para ellos significa una figura geométrica. Se pensaba que los
estudiantes ya sabian o tenian conocimientos relativos porque habian tomado un
curso previo de geometria euclidea. Al clasificar las respuestas se pudieron detectar
seis concepciones que se pueden apreciar en el Anexo No. 2.

Los estudiantes no usaban términos propios de la geometria y los que la usaban se
referian a los nombres de los objetos vistos en el curso de geometria euclidea.

La concepcion que mas se presentd en los estudiantes se podria resumir asi: “Es
algo que se construye o forma a partir de una coleccion (un conjunto de ...) o unioén
de elementos geométricos: puntos, lineas rectas, segmentos, angulos, lineas curvas, es
cerrada, tal que tienen una forma”.

Dicha concepcidn se encontr6 en 15 de 25 estudiantes que se presentaron ese dia.
Es decir, el 56% del total de los estudiantes. En ésta, se puede apreciar un intento de
decir que es algo que se construye o se constituye de “algo”, y dan ese “algo” en
términos geomeétricos. Ellos aludian a alguna representacion grafica por los elementos
geométricos que mencionaban en sus respuestas, tal vez influenciados por el curso de
geometria euclidea.

Mientras que una de las concepciones con el porcentaje mas bajo fue decir: “Es
algo que se puede representar en un medio tangible o intangible (bien sea en papel,
cartén, arena, 0 en una pantalla de computador, o en un tablero) y tiene un caracter
grafico, visual, que se observa. Es un dibujo.”.

En esta pregunta un solo estudiante escribié esto, y aludia rdpidamente a las
representaciones. Es decir, se observa que solo un estudiante tiene un perfil
geomeétrico en términos representacionales.

Hubo otra concepcién en términos de darles atributos. No obstante, en términos

generales, los estudiantes tenian ideas que se relacionaban con su experiencia
intuitiva o visual.
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2. ¢Que significa para Usted una correspondencia biunivoca entre dos
conjuntos?

El objetivo de esta pregunta era tratar de conocer lo que sabian sobre lo biunivoco
0 si sabian de relaciones. Dado que en geometria analitica se empieza estudiando los
puntos y el plano a través de una correspondencia biunivoca establecida, entonces se
considerd pertinente esta pregunta.

La concepcion que presentd un mayor porcentaje fue: “Una correspondencia
biunivoca es simplemente una correspondencia entre dos conjuntos tal que a cada
elemento del primer conjunto se corresponde con solo un elemento del segundo
conjunto, y cada elemento del segundo conjunto se corresponde con solo un elemento
del primer conjunto.”

Pues bien, fue del 52% y en términos generales se podria decir que la mitad de los
estudiantes sabian qué era una relacion matematica entre dos conjuntos. Esta
concepcion también se pudo ver influenciada, primero porque en el curso de
geometria euclidea se estudio la recta numérica como una correspondencia biunivoca
entre nameros reales y puntos, asi como el estudio de la unidimensionalidad. Y
segundo, estaban influenciados por los cursos de Matematicas Fundamentales y
Estructuras Algebraicas, pues habian visto los temas sobre relaciones y funciones. En
cambio hubo dos estudiantes que no respondieron, dando un porcentaje de 7.4%.

3. ¢ Qué significa para Usted la gréafica de una funcién?

Esta pregunta tenia la intencidn de averiguar qué sabian de lo que es una grafica 'y
también de indagar sobre la nocion de funcion. Aunque esta ultima no se trabaje
explicitamente en un curso de geometria analitica, si lo habian trabajado en cursos
del semestre anterior. La concepcion que se categorizé como la méas aceptada por la
mayoria fue: “Es una representacion visual (un dibujo) en el plano cartesiano de una
funcidn que tiene unas ciertas caracteristicas. Es una curva o linea curva o linea recta
que es la representacion figural”.

En lo anterior se nota que saben que la gréfica se puede dar en un sistema de
coordenadas, aludiendo a representaciones visuales. El porcentaje de aceptacion entre
la mayoria fue de 55.6%, lo que demuestra que méas de la mitad del total de
estudiantes tiene buenas ideas al respecto.

Hubo otras concepciones un poco aisladas, vista como descripciones
procedimentales de formar, construir o hacer algo en un soporte y la manera en que se
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hace con un 14.8% de la poblacién total. Otros dos estudiantes lo afirmaban en
términos de descripciones pero sin aludir a lo visual.

4. ¢Queé significa para Usted un Lugar Geométrico?

Esta fue la pregunta mas critica y de mas interés para la investigacion. La
concepcion que salié a flote en la mayoria con un 63% fue que la respuesta era
basada en términos del contexto de la pregunta: “Es un sitio 0 lugar o espacio
ocupado por algo (que puede ser geométrico).”

Se notd que era un porcentaje alto de estudiantes que no sabian lo que significaba
un lugar geométrico y que por lo tanto le daba peso a la justificacion de esta
investigacion y que se debia de hacer algo urgente al respecto. Como se observo, la
mayoria clasifico en esta concepcion, por lo tanto desconocian la nocion que iban a
trabajar en las cdnicas y para responder rapidamente recurrian a parafrasear la
pregunta 0 a buscar un significado en términos de la misma palabra: Un lugar
geométrico es un “lugar” que es geométrico.

Solo cuatro estudiantes respondieron en términos del curso de geometria
analitica, representando un 14.8% del total de estudiantes: “Es el conjunto de todos
los puntos (x,y), y solo aquellos puntos en el plano, cuyas coordenadas satisfacen
una o mas propiedades o condiciones dadas, que puede establecerse en una ecuacion
F(x,y)=10.>

5. ¢Qué significa para Usted un Conjunto de Puntos en el plano cuyas
coordenadas satisfacen una propiedad geométrica?

Esta fue la pregunta que generd concepciones que no marcaba una tendencia
general hacia una u otra. Por ejemplo, el 26% afirm¢ lo siguiente: “Es una grafica. Es
una traza. Son puntos en el plano cartesiano que satisfacen (que cumplen con la
ecuacion de la grafica). Es un lugar geomeétrico. Es una curva. Son puntos en el plano
cartesiano que pertenecen a la grafica de la ecuacion dada”.

Las respuestas se ven influenciadas por la palabra plano, que remitia a lo visual o

grafico. En cambio, hubo un 18.5% que parafraseaba lo mismo que se habia
preguntado.
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Entre las respuestas, la de mayor preocupacion para el desarrollo de este trabajo es
la de Lugar Geométrico. Por lo que en el desarrollo de las situaciones, éste es un
aspecto a tener en cuenta por parte de las intervenciones didacticas.

A continuacién se presenta una descripcion general de las sesiones analizadas y al
final un andlisis de las preguntas abiertas.

5.3. Analisis de Resultados Obtenidos durante las Sesiones de Trabajo
Correspondientes a las Situaciones Problema

Para dar cuenta de los resultados, se determinaron las siguientes unidades de
analisis: los tipos de construccion geométrica, las representaciones matematicas y los
fendmenos didacticos que se presentaron. Los datos se obtuvieron a partir de lo
resefiado en la columna Instrumentos de Recoleccion de Informacién de la Tabla 8.

5.3.1. Analisis a posteriori de la situacion problema No. 1a.

Se not6 que todos estuvieron concentrados y atentos a la situacion propuesta y
contrario a lo que se habia previsto de acoger una actitud pasiva, esto no ocurrio.
Todos los estudiantes se involucraron de manera activa y no hubo oposicion por parte
de ellos para que fuesen grabados en video ni tampoco acogieron una actitud de
temor al ser registrados, a pesar de que habian cinco personas que no eran del grupo,
los cuales eran tres observadores externos, el camardgrafo y el asistente del
camarografo.

Esta situacidn que en principio estaba pensada para trabajarla en una sesion de dos
horas se demord dos horas mas, debido a que la situacion no fue sencilla de resolver,
pues requirieron de algunos elementos conceptuales de las coénicas, no se
consideraron los aspectos técnicos del acceso a la plataforma virtual y ademas todas
las situaciones se caracterizaron por ser extensas. Estas dos horas fueron realizadas en
la sesion No. 2.

Los estudiantes comenzaron la primera fase de la situacion al construir la nube de
puntos como intersecciones de rectas con segmentos. Luego de que el profesor
observo que casi todas las parejas tenian la nube construida, y que por lo tanto, la fase
1 se habia cumplido para todos, intervino presentado unas instrucciones sobre la
construccion puntual y haciendo énfasis en que debian responder a la fase 2 de la
situacién, que debian leer muy bien los enunciados y que existian dos partes en la
fase 2, donde necesitaban formular una conjetura y en la segunda parte requerian
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validarla. También les indico como y cuando debian responder a la fase 3. Esto se
puede ver en el Anexo No. 5 sobre la descripcién de los videos, sesién 1, minuto 13
de grabacion, asi como en el Anexo No. 6, linea de texto 49 y 50.

En cuanto a la movilizacion de saberes matematicos para usarlos en las
construcciones que realizaron en Cabri, se pudo apreciar que primero expresaron su
conjetura verbalmente y luego por escrito en sus hojas de trabajo. A continuacion se
presentard el andlisis de la primera parte de la fase 2 de esta situacion.

Se analizaron los registros escritos de los estudiantes, pero luego se escogieron
algunos de las parejas que trabajaron para el analisis. La seleccion se realizd con el
objeto de presentar los diferentes tipos de argumentos y construcciones que son de
interés para esta investigacion.

En esta sesion asistieron 20 estudiantes y de estos, 19 entregaron su hoja de
trabajo. En total fueron 12 hojas de trabajo recogidas, dado que algunos trabajaron en
parejas, de las cuales en 8 hojas de trabajo se pudo encontrar que conjeturaban que la
nube de puntos pertenecia a una parabola (66,7%), 3 afirmaron que era una elipse
(25%) y una que era una elipse pero su argumentacion cambi6 cuando escribieron que
era parabola (8,3%).

En la Tabla 10 se presentan algunas de estas respuestas. Al final de la descripcion
de la conjetura, aparecen entre paréntesis los apellidos de la pareja.

Tabla 10: Conjeturas de los estudiantes agrupadas por tipos de conicas.
DESCRIPCION DE LA

CONJETURA FIGURA
CONJETURA
- ﬁmn!: |.,- o5 Lo, « )
Establecen que el vértice de i : T bag Yoot focs ro e L
, e " ooy definicich o < 5 v e, e .
la parabola es el punto C y n Iy Judie Tia=e.oh freceatis _con coale
se o Vo diemaly St e mign <o X
el foco es uno de los puntos & posn por g foaleealowotal 2B
SObre el Segmento CB. Supongo que es una parébola y que su foco es el punto F’ que pertenece a la recta que
(Fa-ardo) pasa por C y B, como se por definicién que si trazo una circunferencia con centro en
J C y radio CF, el otro punto de interseccion sea K se que la diametriz es parabola a la
recta CB y que pasa por K.
Figura 45: Conjetura de Fajardo.
Parabola

Establecen que el vértice de
la pardbola es el punto C y

el foco es el punto de
triseccion del segmento CB.
(Noguera y Revelo)

Con respecto a la nube de puntos descritos en el grafico, suponemos
que el lugar geométrico que describen dichos puntos es una
parabola, para ello procedemos a encontrar el foco y la directriz.
Tomamos como foco el punto de triseccién del segmento BC, luego
trazamos la directriz por medio de una construccién geométrica.
Por tltimo representamos el L.G. que se describe.

Figura 46: Conjetura de Noguera y Revelo.
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DESCRIPCION DE LA
CONJETURA FIGURA
CONJETURA
= _Cntersecier S & = ]
- Upe Jrem o oLt s gt~
:Estab[ecen que el vértice de s 1 s oo i o ”r‘r(“ »}:Mx_ .
a parabo|a es el punto A y preapfovencies coan  [n parsex S'metifea 4ela ok paife Jt4
el foco es un punto sobre el Para nosotros es una parabola con vértice en el punto 4, y el foco se
segmento AB (Estupiﬁan y encuentra en el segmento AB. Los puntos de interseccion entre las
0 E b L perpendiculares y el segmento AB sera el cento de una circunferencia
COFO). ( scobar'y ara) y el radio sera el punto de interseccién entre las perpendiculares y las
rectas trazadas desde los nimeros. Los puntos de interseccién entre
las perpendiculares y las cirunferencias seran los puntos simétricos
de la otra parte de la parabola.
Figura 47: Conjetura de Escobar y Lara.
Elipse Explican que para ver
completamente la elipse, Porsomes__qie oWt & olor wprenls e e o
basta con aplicar simetria PP o S L ML
. . oran _ye | dge
aXIaI,’reerxmn 0 proyeCtar' Pensamos que la nube de puntos represente un; elipse ya que al
(Ramirez Yy Restrepo). aplicar la simetria axial a ambos lados, los puntos dan la apariencia
(Machado y Saavedra) de cuando se los une forman una elipse.
Figura 48: Conjetura de Ramirez y Restrepo.
Llegan a la conclusién que
es Cisoide de Diocles,
cuando a la nube de puntos
Cisoide de le efectlan una
Diocles tra.nsformacmn de simetria 12 03 45 83 c
axial con respecto al lado 5
DC. Ellos llegaron a la ;
conclusién por que la ’
habian estudiado, usando el 4
libro de Lehmann (2002, p. S
44), anteriormente cuando 1
se traté el capitulo dos . A . .8
sobre  los [?asos de Figura 49: Nueva conjetura de Ramirez, Escobar y
graficacion de curvas. Lara

Ahora bien, de acuerdo con estas conjeturas, se puede afirmar que varios
estudiantes usaron conocimientos geométricos relativos a los elementos constitutivos
de una parabola, como son el vértice, el eje focal, la directriz, el foco de la parabola,
si ésta abre hacia arriba o hacia abajo, si esta rotada, etc.

De las 7 parejas que dijeron que era una parabola, todos afirmaron que el posible
vértice de la pardbola era el punto C del rectangulo dado. Asi mismo, que la parabola
era concava hacia abajo, sin embargo, ninguno expresé con exactitud dénde se
encontraba el foco y la directriz para llegar a constituirse en una construccion robusta.

En algunas conjeturas se describe el procedimiento de construccion de la
parabola, pero estas construcciones son blandas, los mismos estudiantes en las
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retroacciones con el medio, se dieron cuenta que no eran construcciones geometricas
que pasan por la nube de puntos dada cuando arrastran alguno de los puntos moviles.
Los puntos moviles los arrastran hasta que la nube de puntos se superponia a la
parébola que construyeron usando la supuesta directriz y el supuesto foco. El profesor
en sus tres intervenciones que hizo al grupo en esta situacion (Ver Anexo No. 5 sobre
la descripcién de los videos), siempre les recordaba que el arrastre validaba o
invalidaba sus acciones.

Por ejemplo, de las parejas que poco mostré experimentacion usando el Cabri,
Ilegaron a afirmar unicamente que el punto C era el foco (Pérez y Navarro).

El resto de estudiantes se atrevieron a decir mas elementos constitutivos de la
parabola. Algunos llegaron a afirmar que el foco era un punto estatico, porque lo
designaban como un punto de interseccién, o un punto que surgia de una construccién
auxiliar, como ejemplo se presentan las siguientes afirmaciones, que se encuentran en
el Anexo No. 5.

El foco es el punto B (Echeverry).

El foco es el punto A (Jurado).

El foco es el punto medio del segmento CB (lbafiez y Davila).

Y el foco es uno de los puntos de triseccion del segmento CB (Noguera y
Revelo).

Mientras que los estudiantes que realizaron un punto dinamico como foco, es
decir, un punto que se dejaba arrastrar, que era construido sobre un dominio, como
por ejemplo, un punto sobre un segmento, afirmaron:

e El foco era uno de los puntos sobre el segmento CB, (Escobar y Lara) y (Fajardo).
e EIl foco era un punto sobre el segmento AB, (Estupifian y Ocoro) y (Escobar y
Lara).

Los que ubicaron un foco dindmico habian podido llegar a la estrategia ganadora,
pero tenian que hacer que la recta directriz se moviera y no el foco. Por lo tanto, sus
construcciones fueron blandas, sin embargo, se pudo observar que pudieron haber
llegado a la robusta, si hubiesen tenido mas tiempo y mas experimentacion con el
ambiente informatico.

Lo importante de esta estrategia ganadora, era que tenian que construir un punto
que se dejara arrastrar, y ademas debia de haberse colocado sobre el eje focal y con
este, hubiesen construido una recta perpendicular al eje focal, que pasard por dicho
punto, para que se llegara a convertir en la directriz dindmica. Entonces esta se
constituiria en una estrategia de base que al evolucionar llegaria a ser la estrategia
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Optima o ganadora. Pero se reitera que solo designaron un punto movil como foco y
no un punto maévil que determinara la directriz.

Otras dos parejas (Saavedra y Machado, Ramirez y Restrepo) afirmaron en la
primera sesion de esta situacion que por la nube de puntos pasaba una elipse (Ver
Tabla 11).

Una pareja hizo una nueva conjetura afirmando que era la curva la Cisoide de
Diocles que se habia estudiado dos meses antes, en el mismo curso. Esto
afirmaciones se evidencia en el video, en la segunda sesion de esta situacion (Ver
Anexo No. 5)

En cuanto a la utilizacion de la nocién de lugar geométrico, se pudo observar que
Fajardo realiz6 una estrategia que usualmente se estila en el ambiente de lapiz y
papel, le pudo ayudar a visualizar o a imaginarse por donde iria la curva (Ver Figura
50). La estrategia fue unir los puntos con segmentos.

w]
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A B
Figura 50: En la nube de puntos, Fajardo la une por medio de segmentos.

En términos generales, los estudiantes que mas se aproximaron a la construccion
robusta, pero que nunca llegaron a ella, emplearon las herramientas de Cabri “Lugar”
y “Traza”. Estos mismos, fueron los que tomaron el foco como punto dindmico.

Otros usaron conocimientos geométricos tales como recurrir a la definicion de
parabola que se habia dado, en términos de lugar geométrico, usando foco y directriz.

La gran mayoria usaron conocimientos de geometria transformacional como la
simetria axial con respecto al lado BC para que apareciera otra rama de la parabola o
aplicando tres veces esta transformacion geométrica para formar una figura (que ellos
la denominaron elipse) como una nube de puntos (Ver Figura 51) para una elipse.

A continuacion, se presenta la Tabla 11 a modo de resumen, las construcciones

blandas que realizaron los estudiantes en esta primera sesion. Se obtuvieron a partir
del registro de sesion que tiene Cabri.
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Tabla 11: Construccion blanda cuya conjetura fue una elipse o una parabola.

Apellidos
de los
Estudiantes

DESCRIPCION DE LAS
CONSTRUCCIONES

FIGURA

CONSTRUCCIONES CUYA CONJETURA DIJERON QUE UNA ELIPSE

Ramirez vy
Restrepo

Hallan los puntos de la nube de
puntos solicitadas y luego trazan
circunferencias concéntricas al
punto A cuyo radio va hasta cada
uno de los puntos de la nube.
Luego hallan otros puntos a partir
de la interseccion de estas
circunferencias y rectas
perpendiculares al lado AB. Con
simetria axial encuentran los
puntos del lado derecho de la
supuesta elipse. En la
construccion se observan algunas
distancias. En sus intentos por
mostrar que es una elipse realizan
la construccion, tratando de
ubicar los puntos de la nube de
puntos sobre el lugar geométrico.

7.24cm

1 23 45 6789 c

[
?

A . 18,48 cm

Figura 51: Construccién blanda de Ramirez y
Restrepo.

Saavedra 'y
Machado

Luego de hallar la nube de
puntos, efectan  diferentes
construcciones como rectas y
circunferencias. La
intencionalidad de las primeras
construcciones no es definible, al
parecer intentan mostrar que los
puntos pertenecen a un arco de
circunferencia.  Posteriormente,
determinan como foco de una
parabola el punto B y junto con la
directriz, la construyen. Sin
embargo, con el arrastre
descubren que los puntos no
pasan por la pardbola. Borran la
construccion y  realizan la
construccion de una parabola, por
fuera de estos puntos para
recordar el procedimiento y
aplicarlo.
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Figura 52: Construccion blanda de Saavedray
Machado.

Séenz

Realiza la nube de puntos y revisa
la construccion de una hipérbola.
Intenta que una pardbola con
vértice en C y eje de simetria en
AB pase por la nube de puntos.
Realiza una elipse, la mueve e
intenta que pase por la nube de
puntos. Esta elipse tiene los focos
sobre el segmento AB. Luego
construye otra elipse cuyos focos
no pasan por el segmento AB y
trata de que los puntos pasen por
ella. En otras palabras esta

- mwhmm-loou:;b

B

S
W

Figura 53: Construccion blanda de Saenz.
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Apellidos
de los
Estudiantes

DESCRIPCION DE LAS
CONSTRUCCIONES

FIGURA

intentando cuadrar los puntos a
una elipse.

CONSTRUCCIONES CUYA CONJETURA DIJERON QUE PARABOLA

Noguera y
Revelo

Realizan la nube de puntos y
encuentran por arrastre una
parébola con vértice en C y eje de
simetria CB que se aproxima a la
nube de puntos. Luego por
simetria axial con respecto CB,
hallan los otros puntos de la
parabola. Realizan la
construccion de la parabola y
moviendo el foco, hacen que
coincida con la nube de puntos.
Dividen el segmento CB en tres
parte iguales y determinan que el
foco estd a 2/3 de C, tomando
como unidad CB. Sin embargo, al
arrastrar  AD, la parabola se
desajusta. Revisa la construccion
de una parabola.

B

™~
>
W

Figuré 54: Construccién blanda de Noguera y Revelo.

1 23 4567 8 9 c

Escobar y
Lara.

Hallan la nube de puntos, luego
construyen varias circunferencias
con centro en los puntos de
interseccion de las  rectas
perpendiculares al segmento AB'y
radio hasta el punto que pertenece
a la nube de puntos. Al parecer
intentan conjeturar que es una
pardbola con foco sobre AB y
vértice A. Sin embargo su
conjetura no concuerda con la
construccion. Esta construccion
fue basada en la situacion
problema 1b, la pardbola de
Werner, que la descargaron del
Campus Virtual, antes de que se
pusiera en acto la sesion 3.

]
/
/]

X
JARR\Y

2 pwho e~omo

|
;_,/

1\

Figura 55: Construccion blanda de Escobar y Lara.

Fajardo

Halla la nube de puntos y los une
con segmentos. Luego supone que
B es el foco de una parébola,
traza dos segmentos  uno
perpendicular a la directriz desde
el punto de la nube y otro desde
ese punto al foco, pero los
resultados no son equidistantes.
Ahora toma como foco, un punto
sobre segmento BC y toma
nuevamente la distancia de un
punto de la nube a la directriz y al
foco, en este caso los resultados
se aproximan. Mueve el foco,
fijindose que las dos distancias

6,42 cm

-
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421 cm ;
23,456,169
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Figura 56: Consfruccién blanda de Fajardo.

B
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Aﬂi'::)dsos DESCRIPCION DE LAS FIGURA
. CONSTRUCCIONES

Estudiantes

sean iguales. Como los resultados

no concuerdan, le agrega mas

cifras decimales a las distancias.

Por altimo, se observd que muchos estudiantes fueron conscientes de tratar de
comprender por qué razdn la construccion geométrica robusta que se estaba
esperando, funcionaba. Es el caso de los estudiantes Ramirez y Restrepo, quienes
afirmaron la necesidad de encontrar una relacibn matematica que subyacia a la
generacion de la nube de puntos. En el registro de video se detecta el momento en que
se da el siguiente dialogo, sin embargo, es en el registro de audio, donde se puede
apreciar completamente lo siguiente:

o Observador 1: ;Entonces dado esa nube de puntos, cudl es el siguiente paso
para resolver el problema, para saber qué curva es, 0 sea, qué es lo que uno
tiene que saber para resolver este problema?.

o Ramirez: creo que uno debe encontrar cual es la relacion que guardan esos
puntos.

o Observador: ¢La relacion que guardan los puntos?

o Ramirez: Si!

o Observador: Por ejemplo, ¢cual relacion seria?

o Ramirez: Por ejemplo, encontrar una forma, no sé... en que ..., que forme una
cdnica o algo asi.

o Observador: Si tratas ahi... y si vas trazando entonces da una curva, /cierto?

o Ramirez: si, es que intuitivamente seria una pardbola, pero tendriamos que

demostrarlo.

o Observador: Por eso, ;Como demostrarias que es una parabola?

o Ramirez: No se, encontrariamos un punto como el vértice, el foco, no sé...
tratariamos de dibujarlo geométricamente.

o Observador: Basicamente es buscar si se cumplen las propiedades, cierto?.

o Ramirez: es si cumple con las caracteristicas de la parabola, de una hipérbola,
de una conica.

o Observador: ¢Y qué caracteriza a una parabola?.

o Ramirez: que estén a igual distancia de la directriz y del foco.

En el anterior dialogo, se observo que la estudiante Ramirez sabia que la nube de
puntos era algo intuitivo pero necesitaba encontrar una demostracion. La
demostracion le daria la certeza de la construccion que encontraba, pero antes debia
encontrar una relacion matematica entre los puntos.

Al respecto, muchos estudiantes al tratar de encontrar esa relacién, acudieron a las
herramientas de medicion de Cabri o acudieron a usar la herramienta que muestra los
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ejes de coordenadas del plano y luego a que Cabri les mostrase las coordenadas de los
puntos seleccionados y luego a sacar las distancias entre la nube de puntos y los
supuestos focos y directriz (Ver Anexo No. 5, en sesion I, DVD No.2, tiempo 05

seg.).

En la situacion Problema No. 1a, se observd el efecto Topaze, cuando el
estudiante Sdenz en la segunda sesion de esta situacion, al comenzar la actividad,
empez6 diciendo que la conjetura para esta situacion era una parabola, pero €l en la
sesion anterior habia afirmado que era una elipse, y cuando se le cuestiona por cual
conjetura se decide finalmente, él afirmé que el otro profesor que estaba como
observador, habia hecho sefiales que efectivamente si era una pardbola. Entonces
Saenz desistié de la idea de que posiblemente fuese una elipse, no por sus propios
medios sino porque estaba pendiente de algun gesto o acentuacién de ideas del
profesor del curso o de uno de los observadores externos. Al respecto, se puede
evidenciar en el siguiente registro de dialogo, cuando el profesor se le acerca a
preguntarle cudl es el procedimiento de construccion y en la pantalla de Saenz tiene la
nube de puntos y un lugar geométrico que pasa por esos puntos:

o Profesor: Usted habia dicho ayer que era una elipse y hoy dice que es una
parabola y trabaja sobre ella. {Entonces?

o S&enz: Ah no, pues ya cambie esa idea porque eh ... porque el profesor ya
dijo que era pardbola. Indirectamente ayer lo dijo.

o Profesor: ;Cual profesor?

o Saenz: el profesor [Sefialando al observador] lo dijo. El lo dijo indirectamente.
Y como lo dijo, entonces ya es una parabola.

Cuando a Séaenz se le pidi6 que argumentara su nueva conjetura, debido a que
cambio su idea, él afirmo que la figura que habia hecho (la elipse de la sesion
anterior) no habia cumplido con la definicion de elipse, al haber el usado unos
supuestos focos y ademas reforz su idea de renunciar a la elipse, y por tanto se
quedo con la idea de parabola (Ver Figura 53 en la Tabla 11).

Faltando 15 minutos para que se acabara la sesion No. 2, el profesor entrd en la
fase de institucionalizacion declarando a todos los estudiantes, que la conjetura
buscada se trataba de una parabola (Ver Anexo No. 5, sesion 11).

El profesor uso un proyector de computador y mostré el uso de la herramienta
“Conica” del Cabri Géometre II Plus, sefialando cinco puntos de la nube de puntos, y
luego Cabri hizo aparecer la cdnica que contenia dichos puntos, luego se determind
qué tipo de conica era cuando acercé el cursor a la curva obtenida por los cinco
puntos. El letrero que sali6 al sefalar la curva en el Cabri fue el de: “Es parabola”. Y
les sefialé dicho informacion que arrojaba el ambiente informatico.
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El profesor les indicé que era necesario construir la parabola sin utilizar esta
herramienta, y que si la usaban, entonces la esta situacion no tenia sentido. Les
preguntd cual era el posible vértice, el eje focal y donde estaria posiblemente ubicado
el foco. Con simetria axial respecto al segmento BC obtuvo la nube de puntos a la
derecha del eje, para que mostrar la otra rama que completaria la nube de puntos de la
pardbola. Les recomendd remitirse a la definicion de parabola y que aplicaran ésta, en
la construccion, luego le solicitd al estudiante Escobar que les recordara a todos en
voz alta dicha definicion.

El profesor luego construyé una directriz, usando un punto mavil sobre el eje
focal, trazo dos rectas perpendiculares a la directriz que pasaba por dos puntos de la
nube de puntos. Luego realizé una circunferencia con centro en uno de los dos puntos
de la nube de puntos cuyo radio vaya hasta el punto de interseccion de la recta
perpendicular y la directriz. Construyd otra circunferencia siguiendo el anterior
procedimiento y tomando otro punto de la nube de puntos. Les recordd que la
distancia del punto de la parabola a la directriz es la misma que desde este punto al
foco, entonces el foco se ubicaria sobre la circunferencia y sobre el eje focal.

Les recomendd que utilizaran el lugar geométrico como un método que les
permitiria hallar la solucion al problema y les recordd el problema de hallar un
cuadrado inscrito en un triangulo (problema planteado en Polya, 1985. Esto también
fue discutido en la pagina 120 de este documento) que habian estudiado antes cuando
trabajaron el tema de las rectas (Ver Fotografia 1).
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Fotografia 1: El profesor dando pistas para la estrategia ganadora del lugar geométrico como herramienta para
solucionar este problema.

El profesor no les termind de hacer la construccion robusta, pero se las dejo para
que la hicieran, la pensaran y entendieran por que funciona dicha construccién. Esta
construccion aparece en el analisis a priori de esta situacion y se denoming estrategia
ganadora.

En cuanto a la fase de validacién® en esta situacion, a los estudiantes, se les
solicitd una solucién algebraica para hallar el foco y la directriz de la parabola que
habian encontrado y que pasaba por la nube de puntos. En la tabla 12 se presentan las
caracteristicas de las soluciones usando el AGD, las descripciones encontradas de sus
procedimientos algebraicos y el porcentaje del total de estudiantes que encontraron
cada una de estas descripciones.

Al finalizar la segunda sesion clase, el Profesor les solicitd que entregaran la
solucién algebraica de la fase 3 en el ambiente de lapiz y papel, al cabo de una
semana. En esta segunda sesion de esta primera situacion, asistieron 18 estudiantes,

8 a validacién de las actividades propuestas se efect(ia hallando en primer lugar la figura geométrica que se
solicita, en segundo lugar la argumentacion del proceso de construccion y en tercer lugar, la ecuacion que
corresponde a la figura construida. Con este tratamiento matematico se es consecuente con el segundo problema
de la geometria analitica.
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sin embargo, después de una semana, 15 estudiantes entregaron la solucién
algebraica. De los estudiantes que entregaron la conjetura, 4 no realizaron la solucion
algebraica de la situacién problema 1a. La Tabla 12 resume al respecto.

Tabla 12: Caracteristicas generales de la solucién algebraica de los estudiantes.

CARACTERISTICAS DE
LA SOLUCION

DESCRIPCION

PORCENTAJE

Se  apoyan en las

1. Obtienen el valor de Cy del P, el vértice y
un punto sobre la parabola, utilizando la funcion de
coordenadas de Cabri, Estos valores los sustituyen en
la expresion general (x —h)?2 = +4p(y — k), donde
(h, k) son las coordenadas del vértice y hallan p y la
ecuacion de la parabola.

7 estudiantes (Botero,
Estupifian y Ocoro);
(Escobar y Lara) y
(Porras y Ramirez).

46,7%

2. Toman las coordenadas de tres puntos sobre
la parabola utilizando la herramienta Cabri, entre
estos puntos el vértice (C = (0,0)). Luego sustituyen

4 estudiantes (Revelo

herramientas de Cabri para | cada uno de estos valores en la expresion general yNoguNgsgr);é)Perezy
realizar su argumentacion. Ax? + Dx + Ey + F = 0, obteniendo tres ecuaciones '
de tres incognitas. Obtienen la expresion de la 26 7%

paradbola y con ella las coordenadas de la parabola y
la ecuacion de la directriz.

2 estudiantes

(Machado y
3. Realizan tanto el procedimiento 1y 2 Saavedra)
13,3%
4. Encuentra las coordenadas de uno de los

2 estudiantes (

puntos (M) de la nube de puntos, hallando y Restrepo y Fajardo)

utilizando las ecuaciones de las rectas que lo
originan. Determina que C = (0,0) y con el punto M
hallan el valor de p utilizando la ecuacion x? = 4py.

Sin las herramientas de

Cabri.

13,3%

Por ultimo, Restrepo y Fajardo, (Ver Figura 57), fueron los Unicos que trataron de
llegar a la generalidad a partir de consideraciones geométricas sintéticas y desde lo
puntual de la situacion, cuando tomaron un sistema de ejes coordenadas apropiado,
colocaron el rectdngulo dado en una posicion que les permitia obtener un tipo de
ecuacion que ellos pensaban que era, x2 = 4py. Y luego aplicaron un teorema que
afirma que la parabola que abre hacia abajo tiene ese tipo de ecuacion. También
tomaron el vértice como el origen de coordenadas. Asi mismo, hicieron que la nube
de puntos cumpliera con las condiciones que se daban. Por lo tanto, procedieron a
demostrar analiticamente para ese caso, obteniendo correctamente la ecuacion. En
este caso, la generalidad estaba dada cuando en el rectangulo ABCD, dieron las
coordenadas de los vértices en términos de una variable a y llegaron a obtener la
ecuacion de la parabola en esos mismos términos. En definitiva, hicieron una
demostracion por el método analitico partiendo de la configuracion puntual, tal y
como se habia estudiado en el primer tema de este curso (Ver Anexo No. 3 donde se
muestra el programa y las tematicas de este curso).
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} Figura 57: Grafica hecha por los estudiantes Restrepo y Fajardo para la argumentacion algebraica.

Mientras que los demés estudiantes, se quedaron usando el Cabri para generar
coordenadas de los vértices del rectangulo dado y llegaron a la ecuacién en términos
de los casos particulares que habian tomado. No vieron la necesidad de llegar a una
generalidad mayor. Se quedaron en lo particular de la figura que habian tomado.

5.3.2. Analisis a posteriori de la situacion problema No. 1c.

La situacion se desarrolld en un aula de computadores en una sesion de dos horas
sin ningun contratiempo. Para el analisis se tomaron en cuenta: la videograbacion de
esta sesion, las observaciones hechas por los observadores externos (Ver Anexo No.
6), las descripciones de los videos (Ver Anexo No. 5), los registros escritos de los
estudiantes a partir de las hojas de trabajo, fotografias que tomaron los observadores
externos y las sesiones de registro de archivos de Cabri que los estudiantes
produjeron durante esta sesion. En esta sesion asistieron 22 estudiantes como se
puede apreciar en el Anexo No. 6.
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En esta situacion, contrario a lo que se habia pronosticado en el analisis a priori
con respecto a si los estudiantes iban a presentar una actitud pasiva debido a que
cuando leyeran las hojas de trabajo, éstas estaban cargadas de demasiadas preguntas.
Pues lo que ocurri6 fue que estuvieron durante el transcurso de toda la sesion, muy
entusiasmados y concentrados en la resolucion de las fases, asumieron como propio el
problema.

Asi mismo, en oposicion a lo previsto, no fue para nada dificil resolver el
problema planteado en la fase 1 y en la fase 2, pues obtuvieron rapidamente la
parébola de manera global en la fase 1 y en la fase 2 efectuaron la nueva construccion
geométrica que se solicitaba. Por lo tanto, la gran mayoria avanzaron rapidamente a
trabajar en la fase 3 donde se tomaron el resto del tiempo de la sesion.

Con respecto a los saberes matematicos involucrados en esta situacion problema,
estos fueron aplicados correctamente al solucionar el problema planteado en la fase 1.
Sin embargo, se not6 que algunos estudiantes (Ver Anexo No. 5, DVD # 4, Sesion
IV, minuto 1.) no tuvieron en cuenta el teorema que relaciona la recta tangente a una
circunferencia en un punto (punto de tangencia) con el radio trazado de la
circunferencia dada a partir de dicho punto. Esta relacion es de perpendicularidad
entre estos objetos. Ni tampoco tomaron en cuenta la definicion de mediatriz en
términos de lugar geométrico. En consecuencia, se considerd que estos dos saberes
matematicos (la relacion de tangencia y la definicibn de mediatriz) fueron
fundamentales para resolver y comprender la razén del funcionamiento de la
construccion que debian hacer.

De esta dificultad se dio cuenta el profesor al haber preguntado a las parejas, que
argumentaran por qué razon la construccion geométrica funcionaba. Asi mismo,
muchos estudiantes aplicaron la definicion de parabola pero no daban cuenta de esta
relacion y definicidn en sus argumentos verbales cuando se hizo el recorrido por cada
una de las parejas.

El profesor cuando recorrio los pasillos del salon de clase dio varias ayudas, por
ejemplo, les explico la relacion matematica entre la mediatriz y la recta normal en el
punto de tangencia, asi como la relacion geométrica de la recta tangente a una
circunferencia en un punto dado, de forma que los estudiantes tuvieron elementos
solidos en la escritura de los pasos de la construccion y de esta manera pudieron
comprender el funcionamiento de la construccion que acababan de efectuar.

Lo anterior si se habia pronosticado y se puede encontrar en el analisis a priori de
esta situacion. En la segunda hoja de trabajo que se les entregd, aparecieron unas
ayudas para que no tuvieran dificultades. Estas ayudas consistieron en unas frases
sobre las definiciones de mediatriz y circunferencia pero no se tuvo en cuenta el
teorema anteriormente discutido. Al respecto, se puede afirmar que se deben ensefiar
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previamente estos saberes debido a que no son faciles para estos estudiantes, sobre
todo cuando se necesitan recordarlos y poner en funcionamiento en la resolucion de
un problema como este.

De la misma manera, se habia pensado que no iban a tener en cuenta la definicién
de parébola como conjunto de puntos que equidistan tanto de un punto como de una
recta, pero se observd en la primera fase que si usaron esta definicion de manera
efectiva, de lo contrario no hubiesen podido efectuar la fase 1.

Con respecto a la obtencion del foco y la mediatriz en la fase 3, pregunta 3.3, se
habia previsto que no lo encontrarian, pero si hubo varias parejas de estudiantes que
lo encontraron. De hecho, se observo la estrategia ganadora para la consecucion de
estos elementos constitutivos de la parabola. Esto se expondra mas adelante en este
analisis.

A continuacion se presenta un analisis més detallado de la fase 1, donde se les
solicitd resolver el problema, luego debian escribir tanto una conjetura acerca de qué
cénica habian construido y los pasos de la construccién geométrica. Luego se
analizara la fase 3 de la situacion, la cual contuvo muchas preguntas (ocho en total)
que estaban relacionadas a partir de las interacciones con el medio. Por ultimo, se
terminard este analisis mirando las diferentes argumentaciones y representaciones
algebraicas en la Gltima fase de esta situacion, es decir la fase 3 de validacion y
comunicacién de saberes matematicos que debian entregar por escrito a la siguiente
semana.

Con respecto a la conjetura que debian formular en la hoja de trabajo entregada,
concerniente al primer problema, se pudo analizar lo siguiente:

Se recibieron 13 hojas de respuestas de los estudiantes, la mayoria organizados en
parejas, en la Tabla 13 se presentan algunas de las respuestas a manera de resumen.
Se observé que los estudiantes determinaron que el lugar geométrico efectivamente
era un pardbola (11 de 13 grupos), lo que representa el 85% del total de los
estudiantes, pero sélo el 38% de los estudiantes (5 de 13 grupos) dieron las razones
del por qué es una parabola. Mientras que el 15% (2 de 13 grupos) realizaron la
descripcion de la construccion geométrica solicitada en la fase 1, aunque ésta no se
requeria en esta parte.

En pocas palabras, se puede afirmar que la solicitud de la conjetura era
innecesaria en esta situacion debido a que la gran mayoria contesto que era parabola y
ademas ya sabian que el tema que se estaba abordando era sobre parabolas y por el
orden en el programa del curso (Ver Anexo No. 3) y en el libro de texto guia
(Lehmann, 2002), se sabia que se empezaba por pardbolas. Asi mismo, no habia
oportunidad de seleccionar otra figura geométrica.
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Otra falla en el enunciado del problema fue que no se solicité explicitamente las
acciones de escribir sino de construir con el Cabri. Solamente en la segunda hoja de
trabajo, denominada hoja del estudiante, si aparecié un espacio donde se explicitaba
qué debian escribir en la fase 1, tanto una conjetura como el procedimiento de
construccion de dicha fase.

A manera de resumen, se presenta la Tabla 13.

Tabla 13: Conjetura de la fase 1 de la situacién problema 1c.

Descripcion de la
Tipo de Respuesta Figura
Conica (apellidos de los
estudiantes
s

Argumentan que la .

circunferencia Sl oA coire ie ISP 11 S i

tangtentpe\ equuljlsta ?I _Q_h, comeli <<m‘ e e pal Gt ¥

punto y a la recta hns - ngenle A uwotectn e Suna pavabeola 31\ que \nlz\ns \Ss

_LZL-L fl-l\lf‘\t{( QNN eve OGO equidialaran Yonta As\ 1

i d, pOI: t-anto el |ugEIlr j_\n ‘(:\I\\l\‘n’\ A(Dn‘{: '\nu'\t\ l‘;;‘?h(g\a \k\t\“(\ :A:\\‘é\(\“:(m:‘({‘\ A ponio
(@] geometrico cumple Y Lo Lo caan CANToN
2 con la definicion de El lugar geométrico de los centros de la circunferencia que pasa por un
g parébola. punto fijo y es tangente a una recta es una parabola ya que todos los
a (Luque y Yepes) centros por definicién de una circunferencia equidistan tanto del punto

(Escobar y Porras) fijo como de la recta porque la recta es tangente a la circunfercia y por

(Séenz y Orozco) tanto la corta en un solo punto.

(Ramirez y Lara) . .

(Fajardo y Restrepo) Figura 58: Conjetura de la fase 1 de Luque y Yepes.
:
|<E Descrlben_ ; la Avdymod vy red”walgngra Lada & \vego € )ija_vn ypurfo en
m construccion que :\ Pl gl wo yeittresca a d ((Gans A, pespves de coloca
S relizaron  y o | | et sl oads Tt uipa g i
&% determinan qué tipo Lucqe domamos el puoto o€ ioderscceitn de [u vodn pripeadicolay
IE.I:J de Céniqa es el lugar Trazamos una recta cualquiera dada que luego se fija un punto en el
2 geometrico. plano que no pertenezca a d llamado A, después se coloca un punto
o (Jurado) e (Ibafiez y sobre objeto en la recta d, luego trazamos una recta perpendicular a A
'6 Davila) en el punto B, después trazamos la mediatriz de A y B luego tomamos

el punto de interseccidn de la recta perpendicular.
Figura 59: Conjetura de la fase 1 de Jurado.

En cuanto a la descripcion verbal de la construccion geométrica de la fase 1, el
54% (7 de 13 grupos), determinaron que para hallar la circunferencia tangente a la
recta d, era necesario partir de lo dado: la recta d, el punto A exterior a d, y un punto
movil B sobre d. Ver Figura 37 del analisis a priori de esta situacion. Sélo una pareja
de estudiantes (7,7%) realizo la descripcion de la fase 2.

Todos realizaron muy bien esta construccion hasta tal punto que superaron las
expectativas que se tenian ante esta construccion y frente al tiempo que se iban a
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gastar. Lo que se puede evidenciar es que tienen muchas fallas en la descripcién
escrita de los pasos de la construccion pues cuando los escriben, no se sabe a qué
objeto estan aludiendo, ni etiquetaron el punto que generaba el lugar geométrico en la
construccion. Esto ultimo se observo al revisar los archivos recogidos de Cabri.

En la Tabla 14 se presentan las respuestas del procedimiento de construccién
geométrica para este problema.

Tabla 14: Respuestas de la descripcion verbal y su respectiva figura del problema
Descripcion de la Respuesta /

Apellidos de los estudiantes IR

En su descripcién frente a la

construccion de la fase 1

determinan la mediatriz del - P

segmento AB y la recta N/ T L'_'—L_,_
perpendicular a la rectad. El ‘_> Describa su proceso de Construccion Geometrica: ————

punto de interseccion de estas ‘—_Z//\//‘\\ \/\A

rectas, llamado C es quien

genera el lugar geométrico ‘Tﬂ-\«é‘»;’t-ii-t.-\_il_.(m.,_ﬁiﬁclﬁi,g\_\_&i\ﬁjﬁ  Soke _jg__sl({-(’-,__L_‘Ln o
cuando B se mueve. Algunos Jg@mﬁ{xiﬂ;m‘_ﬁ Jaxecka s Ahevg . Aa0med Sl Yeedar perpenytolir
dicen que el punto C permite ALA_QA‘,_mge_m( el pute BY a1 Yeproseate Lo me il
construir una circunferencia ke S ontes yR, (040 intecseiin e (v,P,?cv,ALﬂ}..mc’ fi,
tangente a la recta d que pasa Aogec gaomerdte 5 om. pasttelq £l ke Jaoneteite o (_Cotnge

por A. 50 Ve ).

Trazamos una recta d cualquiera un punto B sobre la recta d, un
punto A exterior a la recta. Ahora trazamos una recta perpendicular a
d que pase por el punto B y una recta que representa la mediatriz
entre los puntos A y B. Cuya interseccion es C. Por tltimo el lugar
geométrico es una parabola (el lugar geométrico de C cuando se
mueve B).

(Lara 'y Ramirez)
(Machado y Saavedra)
(Luque y Yepes)
(Pérez y Navarro)
(Fajardo y Restrepo)
(Escobar y Porras)
(Astudillo y Chavez) Figura 60: Descripcion de la construccion de Saenz y Orozco
(Noguera y Revelo)

(Séenz y Orozco)

No escribieron el proceso de
construccion de la fase 1.
(Jurado) ; (Echeverry y Ocoro)
y (Estupifian y Botero)

Describa su proceso de Construccién étrica

_Te2awes la wcta | y_cta perpendicular_a_esta t | doicamos un punto cualquiea
\ hazamos un_seqmento_de ¥, o M_que es la wterseccion de \a yecta L
~ 1. vbicamos Lo recta perperdicolas_a (.3\ y el ptode wtevseccion se
lo_denota pot A, lueqo 3= Joiaa_el” punio de wterseccidn ertie o (ecio pependie
Realizan la descripcion de la oy Foy t llamado P, Olhzame) vewawnedta oy del pumo ¢ cando se

fase 2.
(Ibafez y Davila).

Trazamos la recta [ y otra perpendicular a esta t, ubicamos un punto
cualquiera F;, luego trazamos un segmento de F; a M que es la
interseccion de la recta L y t. Ubicamos la recta a F; M y el punto de
interseccion lo denota por A, luego se ubica el punto de interseccion
entre la perpendicular k y t llamado P. Utilizamos herramienta lugar
del punto P cuando se mueve m.

Figura 61: Descripcion de la construccion de Ibafiez y Davila.
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Ahora bien, con respecto a las respuestas dadas en la fase 3, donde se requeria que
primero los estudiantes interactuaran con el medio (fase de accion), de acuerdo a un
procedimiento de construccion dado, entonces se les plante6 ocho preguntas (de la
3.1. ala 3.8). A continuacion se analizan cada una de las respuestas dadas.

Frente a la pregunta 3.1, las explicaciones que dieron los estudiantes se puede
decir que: el 85% (11 de 13 grupos) de los grupos de los estudiantes afirmaron que el
lugar geométrico que generaba el punto P cuando se arrastraba A, usando la
herramienta “Lugar” de Cabri, era una parabola que cambiaba su abertura a medida
que A se movia sobre el segmento F; M. Tres de estos estudiantes determinaron que
cuando A esté sobre F; es una parabola con menor abertura. Uno de estos estudiantes
afirmé que el foco y la directriz cambiaba a medida que A se movia. Cinco
estudiantes escribieron que el lugar geométrico es una parabola, y determinaron que
cuando A esta sobre M el lugar geométrico deja de ser una parabola para convertirse
en una recta que coincide con d. De estas respuestas s6lo una es incoherente, la de
Echeverry y Ocoro, porque no se sabe cuél es la recta L a la que ellos aluden en la
construccion de la fase 2.

En otras palabras, la gran mayoria aseverdé que era una parabola sin ningun
problema, pero al mismo tiempo sin ninguna justificacion.

Con respecto a la pregunta 3.2, se puede afirmar lo siguiente: Esta pregunta
remitia a que argumentaran y dieran algunas razones del por qué la figura que
aparecia era una pardbola. Al analizar las respuestas de los estudiantes, se pudo
concluir que la mayoria de ellos utiliz6 argumentos usando casos particulares para
probar que era una parabola. El 23% de los grupos (3 de 13 grupos) justificé que era
una paradbola porque verificaron que se cumplian ciertas propiedades, por ejemplo,
que encontraron el supuesto eje focal y dijeron que era eje de simetria de la parabola,
o bien por que usaban la herramienta “Coordenadas y ecuacion” del Cabri que les
hacia aparecer la ecuacion que tenia la estructura de una ecuacién cuadratica, y por lo
tanto, le delegaban la verdad al ambiente.

Algunos estudiantes, el 38% (5 de 13 grupos), se apoyaron en la estrategia
ganadora para generar un lugar geométrico (el lugar fue una hipérbola, Ver Figura
62) que les permitio encontrar el foco de todas las familias de pardbolas construida en
la fase 2 y que al mover el punto A, los dos lugares geométricos permanecian iguales.
El uso de esta estrategia, conllevé a que encontraran el foco y la directriz de esa
familia, pero se observd que no verificaron que si dado el foco y la directriz
encontrada, les permitiria encontrar la parabola.
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0,11:2-0,01xy +2,02x- .88y + 10=0

m————

Figura 62: Estrategia ganadora de Saenz y Orozco y Iue'go usaron "Coordenadas y ecuacion” para delegar en el
ambiente la justificacion de que era parabola.

Una forma de haber hecho la comprobacion de sus argumentos, era haber
realizado la construccion clasica de la pardbola y luego observar que la nueva
parabola se superponia a la paradbola inicialmente construida, pero ninguno realizd
esta accién. En otras palabras, que ambos lugares geométricos estuviesen
superpuestos y fuesen parabolas, podia garantizar que la dada, era pardbola. Sin
embargo, hubo dos grupos (Revelo y Noguera; Yepes y Luque) quienes usaron la
herramienta “Cénicas” (Ver Figura 63) y la herramienta “Coordenadas o ecuacion”
del Cabri para confirmar que los focos y la directriz encontrada gracias al método que
el profesor les habia ensefiado en la fase de institucionalizacion de la primera

situacion, pero una vez mas, el medio les sirvié para delegar en éste la verdad de sus
argumentos.
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directriz

Figura 63: Estrategia ganadora de Revelo y Noguera para encontrar el lugar y luego usaron la herramienta
"Céonicas”.

Asi mismo, un 15% (2 de 13 grupos) dieron un valor de A para el que no se
cumple que el lugar geométrico sea una parabola, es el caso de A igual a M. Un grupo
de estudiantes (Sdenz y Orozco) describieron una construccién con la misma
intencion de la estrategia ganadora, pero los pasos de la construccion no fueron
claros y se confundieron al explicarle al profesor (Ver Figura 62 y Anexo No. 5,
DVD # 4, Sesién IV, minuto 23). Otro grupo de estudiantes determiné que solo era
parabola cuando es el punto medio de F; M, es el mismo caso de la fase 1, cuya
argumentacion han realizado en la escritura de la conjetura, quizas no se atrevieron
afirmar que los otros casos sean una pardbola porque carecian de una razon.

Al entrevistarlos y revisar las argumentaciones escritas de los estudiantes, usaron
el método del lugar geométrico (la figura que todos hallan es una hipérbola) pero no
supieron por qué razén este método funcionaba.

Por ejemplo, Botero y Estupifian (Ver Fotografia 2) usaron el método de lugares
geométricos que el profesor habia explicado en la fase de institucionalizacion de la
situacion problema 1a, pero al entrevistarlas por qué razon funcionaba ese método, no
sabian responder y solo aludian a que dicho método lo usaron para comprender la
nube de puntos de la situacion problema 1a, y como en esa situacién funciond, en esta
otra situacion también creian que les funcionaria. Se pudo constatar que Botero y
Estupifian estaban aplicando este método sin saber las razones, debido a que en el
registro de sesién que guard6 el Cabri para ellas, se encontr6 que lo primero que
hicieron fue trazar dos circunferencias a partir de dos puntos de la supuesta parabola
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hasta la recta d (que no era directriz). Si querian encontrar el lugar geométrico, debian
de hacer primero una supuesta directriz que se dejara arrastrar. Y luego efectuar el
procedimiento de construir las circunferencias. Pero se piensa que gracias a las
retroacciones con el medio, pudieron darse cuenta que necesitaban primero construir
una recta que se dejara arrastrar. En la siguiente Figura 64, esta plasmado el momento
en que interaccionan con el medio pero no les generaba ningun lugar geométrico,
distinto al dado (la pardbola).

/ M d

Figura 64; Construccion auxiliar de Botero y Estupifian antes de encontrar el foco de la parabola.
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Fotografia 2: Botero y Estupifian explicando que el método de lugar geométrico les permitio hallar el foco de la
supuesta parabola en la fase 3 de la situacion problema 1c.

Se considera que el método de los lugares geométricos acta como una
herramienta para encontrar el punto clave, (que en este caso es el foco buscado) y de
ahi cuando se encuentra entonces se parte de dicho punto (el foco) y de las demaés
condiciones dadas para encontrar la parabola buscada. Sin embargo, a la hora de
aplicar este método, se tiene en cuenta la definicion parabola, en particular el hecho
de la equidistancia y por eso se efectdan las circunferencias (Ver Figura 65) cuyos
radios parten de la parabola hasta una recta que sirve momentdneamente como
directriz (la directriz que se deja arrastrar). Lo que conlleva a usar el medio dinamico
gue permite la variacion. La visualizacion se fomenta con este tipo de acciones y
retroacciones dado que es dificil conjugar mental y dindmicamente una configuracion
geométrica que preserve las propiedades invariantes mientras existe movimiento dado
por la accion del arrastre.
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Figura 65: Construccion de Botero y Estupifian al haber utilizado el método de los lugares geométricos para
hallar el foco de la supuesta parabola en la fase 3 de la situacion problema 1c.

Botero y Estupifian supieron que les servia para encontrar el foco usando una
directriz que se dejaba arrastrar. Tal vez se tienen algunos indicios de un
razonamiento de andlisis y sintesis. En la sintesis empezaron suponiendo que
efectivamente era una parabola y luego de las experimentaciones y retroacciones con
el Cabri, y empleando el lugar geométrico como una herramienta para hallar el
supuesto foco y la supuesta directriz que era lo que el profesor preguntaba en el
apartado 3.3., en consecuencia, en este proceder de razonamiento, comenzd por
examinar casos particulares, pero a los estudiantes les faltd pasar a lo general que es
lo que el profesor deseaba (el analisis). Acerca de pasar a lo general, se pudo observar
en la examinacion de la ultima fase, donde debian de argumentar analiticamente, pero
se quedaron en casos particulares. Solo una pareja lleg6 a la generalidad (Restrepo y
Fajardo).

En la siguiente Tabla 15, se puede leer un resumen de lo hallado en la pregunta
3.2.

Tabla 15: Descripcion de las respuestas a la pregunta 3.2.

DESCRIPCION DE LA
RESPUESTA RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES A LAPREGUNTA 3.2
Determinan que es una pardbola | | B.2. 1 es A que 1ien@ un Toco 4 ooa adeamne.
porque: 3.2 Si es ya que tiene un foco y una directriz.
- tiene un foco y una directriz, Figura 66: Respuesta a la pregunta 3.2 por Astudillo y Chavez.
- tiene el eje focal
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DESCRIPCION DE LA
RESPUESTA

RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES A LAPREGUNTA 3.2

perpendicular a la directriz,

- el eje focal es el eje de
simetria.

- por las caracteristicas de la
construccion.

- su expresion es de la forma
y? = 4px.
(Machado y Saavedra)
(Ibafez y Davila)
(Astudillo y Chavez)
(Noguera y Revelo)
(Jurado)
(Echeverry y Ocoro)

m_mé.‘_mﬂ LWL a oo putabola pr ;::7: -/a ,;gAiq
X Jjbvwgl“‘ g \f}/( facar] |0 facoul s ey A goco y achmeny v““
B ,""‘""(‘l{" 2 la ‘{'.f‘_flr.(‘s‘.(wncla__lv(_(‘_/lﬂa_'gm d fc__ﬁnr

3.2. Si corresponde a una parabola porque en la grafica se observa que esta tiene un
eje focal en la cual se encuentra el foco y ademas esta recta es perpendicular a la
directriz.

Figura 67: Respuesta a la pregunta 3.2 por Echeverry y Ocoro.

cade & ima_paredis ppdoe

;f.‘.l.,f)_ﬂ legar boometvip Correy,
S —ac leget decmetaco ol de lq Jorme 240X

wyur (4 ecyacien de|

3.2) El lugar geométrico corresponde a una pardbola porque al hallar la ecuacion del
lugar geométrico es de la forma y? = 4px.

Figura 68: Respuesta a la pregunta 3.2 de Jurado.

Es una parabola porque han
realizado  sobre ella otra
construccion que determina qué
es una parabola y encuentran su
foco y directriz. Esta construccion
parte del supuesto vértice, eje
focal y puntos de la parabola,
donde se usa el lugar geométrico
como una herramienta, a esta

construccion se le llama la
estrategia ganadora.
(Sdenz y Orozco), (Luque y

Yepes) y (Estupifian y Botero)

mm:,:f::fﬂmh' a ong - pavabad Y 9'_Se ha_enenvtxada
© - 3 '
Cecdd exelica  ep T\ numefqtﬂ‘;;",mf N TsEey Mt W

3.2. La forma si corresponde a una paradbola ya que se ha encontrado otro lugar
geométrico para encontrar el foco y la directriz que sera explicado en el numeral 3.3.

Figura 69: Respuesta a la pregunta 3.2 por Saenz y Orozco.

No siempre es una parabola, es
una recta cuando A esta sobre M.
(Ramirez y Lara) y (Fajardo y
Restrepo)

v T T .
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2). Si es una parabola, siempre y cuando el punto A no coincida con el punto M, cada
vez que el punto A4 se acerca a M, el foco de la parabola se aleja del vértice. Es decir,
que tiene que ser una recta. El lugar geométrico representa una parabola porque
geométricamente es posible encontrar el foco y la directriz con los puntos que se
tienen previamente.

Figura 70: Respuesta a la pregunta 3.2 por Fajardo y Restrepo.

Realiza la descripcion de una
construccion que genera un lugar
geométrico que pasa por el lugar
geométrico de la fase 2. Este
procedimiento no es preciso y
claro. (Navarro y Pérez)

32 Qump:ndr' o ond efvobclo pordue: encenbrondo el pae- mediante.

une  cong uEcn lowonde g Fir wme fenko de (0 crenperancu vadio Wwasta

di Vo inkesecdion del eqov on i edba Circonpe TNty voando ©n sey men

1o ¢ue tenya come erbrme P un1os punted denlersection '?’h‘ cnde el

punto medis deente sequmto 4 worovde wia ek pevPenchicd oy gue pase
T ot mechie g A8 durchil e oo en lanberscction de Clcen ente

merpenduwulat y enle punto No Navie

3.2 Corresponde a una parabola porque encontrando el foco mediante una
construccion tomando a F; como centro de la circunferencia y radio hasta C; la
interseccion del lugar con la circunferencia y trazando un segmento que tenga como
extremos estos puntos de interseccion. Ubicando el punto medio de este segmento y
trazando una recta perpendicular que pasa por el punto medio y la directriz, el foco es
la interseccion de C; con esta perpendicular y este punto no varia.

Figura 71: Respuesta de la pregunta 3.2 por Navarro y Pérez.
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DESCRIPCION DE LA
RESPUESTA

RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES A LAPREGUNTA 3.2

tew
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S6lo es parébola cuando A estad
sobre el punto medio de F,M.
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(Escabar y Porras)

3.2) No es una parabola que tenga directriz d excepto cuando a concuerde|con el punto
medio del segmento F; M. No es una parabola porque la recta perpendicular a F; M que pasa
por A, se puede decir que es la mediatriz de los segmentos o la familia de segmentos que
pasa por él.

Figura 72: Respuesta a la pregunta 3.2 por Escobar y Porras.

Para dar respuesta a la pregunta 3.3, los mismos grupos de estudiantes que usaron
la estrategia ganadora para responder la pregunta 3.2 la usaron para hallar el foco y
la directriz que cambian cuando A se mueve sobre el segmento F; M (Ver Tabla 16).
Nuevamente cuatro grupos de estudiantes describen las caracteristicas particulares de
sus parabolas. Dos grupos de estudiantes no responden y uno describe una
construccion gque genera una nube de puntos y determina el foco y la directriz y que
puede ser la estrategia ganadora.

Tabla 16: Descripcion de las respuestas a la pregunta 3.3.

DESCRIPCION DE LA
RESPUESTA

RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES A LA PREGUNTA
3.3

Hallan el foco y la directriz, que
varian a medida que A se mueve sobre
el segmento F; M. Usan la estrategia
ganadora. (Saenz y Orozco), (Ramirez
y Lara), (Machado y Saavedra),
(Luque y Yepes), (Echeverry vy
Ocoro), (Estupifian y Botero).
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3.3. Para encontrar el foco v la directriz realizamos otro lugar geométrico de la siguiente
manera:

1. Trazamos una perpendicular a la recta d que pasa por F; llamemosla t.

2. Sefialemos 2 puntos sobre la pardbola una recta perpendicular a t (k).

3. Trazamos rectas perpendiculares a k que pasen por los puntos sobre la parabola.

4. Trazamos circunferencias con centre en los puntos sobre la parabola y radio hasta la
interseccion de larecta k con sus perpendiculares.

5. La interseccion de las circunferencias construidas en paso 4, se las denota con el punto I
6. Hacemos el lugar geométrico del punto I cuando se mueve larecta k

7. Trazamos la interseccion del lugar geométrico encontrado en el paso 6. Con la recta T,
denotado con la letra P. (Donde f representa el foco de todas las parabolas cuya directriz es

-p(p = foco)
Figura 73: Respuesta a la pregunta 3.3 por Saenz y Orozco.

Determinan algunas caracteristicas
particulares del foco y de la directriz,
como:

- el foco de la pardbola se
encuentra  sobre la  recta
perpendicular a la recta d que
pasa por el punto F;.

3y g toco de L s.v;.nk.

2 b acks “-»‘z;l'.. se Pr(‘cn‘,.a sr“.le '(— |f(‘9 ‘cnp‘,J,.!,,,

4 9~ pete (o (l \tmb Fa
[33.El foco de la supuesta parabola se encuentra sobre la recta perpendicular a la recta d
que pasa por el punto F;
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DESCRIPCION DE LA RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES A LA PREGUNTA

RESPUESTA 3.3
- los valores de las coordenadas Figura 74: Respuesta a la pregunta 3.3 por Noguera y Revelo.
del foco y la ecuacion de la
directriz de la parabola. 33. foona pardbdo cojo Eeco i«rnp Cootdensd v (-u.3i~‘ 40}
(Noguera y Revelo) Voo dirchn 2 en lu vecda J' la asad M por ccvation N =0,20X A 3,34
8 4(<>§KJ( sccomple. Qe Fifre RO < detty g dtonaa  del pote ol
(Fajardo y Restrepo) 3';";;:&5;'{}?» @6 ckalanaa del cerdice @ fo dimehi(deprniaen o,
Navarro y Pérez :
(J d y ) 3.3. Es una parabola cuyo foco tiene coordenadas (—7,33;5,96) v su directriz es la recta d
( ura O) la cual tiene por ecuacion y = 0,28k + 3,34 donde se cumple que FiF es Fyd es decir la

distanca del foco al vértice es igual a la distancia del vérrtice a la directriz (definicion de
parabola).

Figura 75: Respuesta a la pregunta 3.3 por Navarro y Pérez.

~ T : diTon ¢ o7 vra divectnz
@_crcordror (| _foco .y lo diccciic domener 2 purdoc oe L poobob

R bici~et peo Svpeesdo 4i7¢ct, 4o oon L w
Escriben que trazan UNa SUPUESIA | | ——psstost. \ ag coconim s e fomr sy ity de Lo "nutx_de
directriz y toman dos puntos de la

A 3.3. Para encontrar el foco y la directriz amos 2 S a pardbola. hicimos un:
parabola, Iuego generan una nube de 3.3. Para encontrar el foco y h_dueauz tomamos pumlm de la parabola lmu}m\ una
supuesta directriz v tomamos la idea de la “nube de puntos™, v asi encontramos el foco v la

puntos. (Astudillo y Chéavez) directriz.
Figura 76: Respuesta a la pregunta 3.3 por Astudillo y Chavez.

Para el caso de las preguntas 3.4 y 3.5, se encontro que el 70% (9 de 13 grupos)
declar6é que F; es el foco solo cuando A es el punto medio del segmento F;M o
cuando la recta AP es la mediatriz del segmento F; M. Sin embargo, se incremento el
numero de respuestas correctas cuando se respondieron a la pregunta 3.5, pues fue del
85% (11 de 13 grupos) del total de los estudiantes quienes afirmaron que la recta d
era la directriz solo cuando A era el punto medio del segmento F; M, cuando F; era el
foco o cuando la recta AP era la mediatriz del punto medio de F; M.

De acuerdo a lo anterior, se puede afirmar que la directriz fue mas facil de
encontrar debido a que se le daba la recta d. Lo que debian hacer era arrastrar el
punto A hasta que estuviera en el punto medio del segmento F; M. Sin embargo, los
argumentos que dieron fueron dados a la luz de construcciones blandas. Por ejemplo,
no recurrieron a medir distancias o a argumentar de manera sintética.

Por otro lado, con respecto a las pregunta 3.6, los estudiantes respondieron gracias
a la experimentacion con el medio usando el modo de arrastre y dijeron lo que ocurria
con la paradbola dada. Por ejemplo, el 54% (7 de 13 grupos) declararon que cuando el
punto A estaba sobre M la pardbola se abria hasta superponerse sobre la recta d,
mientras que cuando A estaba sobre F;, la parabola se cerraba y A llegaba a ser el
vertice de la pardbola.

En la pregunta 3.7 el 31% (4 de 13 grupos) se dieron cuenta que la recta AP era
secante al lugar geométrico exceptuando cuando A era el punto medio de F; M. Para
este caso la recta AP era tangente. Descartaron el caso donde A estaba sobre el punto
M porque no se forma una parabola. Se puede afirmar que el resto de estudiantes
(69%) no tuvo en cuenta los puntos de interseccion de la recta con el lugar
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geométrico. Posiblemente puede ser que la parabola al verla completa, de manera
global, se les pierda la idea que “esta constituida de puntos”. Lo mismo para la recta.

En cambio, un 62% (8 de 13 grupos) determinaron en la ultima pregunta, la 3.8.,
que la mediatriz era tangente a la parabola.

Con respecto a la fase 4 donde debian validar el problema de la fase 1
argumentando analiticamente, se analizaron 8 trabajos escritos realizados en parejas.
A partir de estos, se puede afirmar que el 64% (5 de 8 grupos) comprendieron el
problema. Sin embargo, de los que comprendieron, (3 de 5 grupos) presentaron el
enunciado y su resolucion del problema respectivo, a través de casos particulares, tal
y como se habia pedido en la fase 4 (Ver Anexo No. 4 hojas de trabajo).

De lo anterior se puede decir que la mayoria de los grupos, 87.5% (7 de 8 grupos),
usaron valores de las coordenadas del punto A, B, P o la ecuacion de la recta directriz
en sus procedimientos, estos valores los obtuvieron usando la herramienta de Cabri
“Coordenadas y ecuacion”, que ademas también arrojaba la expresion algebraica de
la parabola. Asi que estos grupos llegaron a expresiones particulares correspondientes
a su gréafica en Cabri.

Y tan solo uno de los ocho grupos comprendio y realiz6 adecuadamente esta fase,
pues llegd a expresar la ecuacion de la parabola sin tomar casos particulares sino
usando una ecuacion general de una recta y dos puntos con unas coordenadas
generales. En consecuencia, encontraron la solucion de forma general con el punto A
sobre el eje y y la recta paralela al eje x.

La Tabla 17 resume lo que elaboraron los estudiantes en la ultima fase de esta
situacion:

Tabla 17: Solucion algebraica de la pardbola de la fase 4.

CARACTERISTICAS DE - PORCENT
25% (2 de 8
Usaron las herramientas de grupos).

Asumen que es una pardbola y con el valor de uno de sus
puntos y la expresion x2 = 4py obtienen las coordenadas del | (Estupifiany
foco y la directriz. Botero);
(Machado y
Saavedra)
38%. (3 de
8 grupos).

Cabri como “Coordenadas y
ecuacion”. Sin embargo, no
comprendieron el problema.

Comprendieron el problema. | Determinan las coordenadas del punto A y la ecuacion de la
Le dieron unas coordenadas | recta d. Teniendo en cuenta que la distancia del centro de la

- ; - . Escobar
particulares a los puntos | circunferencia a A es igual que del centro a la recta d (son (Porras)'y
dados y tomaron la ecuacion | radios de una misma circunferencia) obtienen la expresion de (Orozco’y
de una recta. : .

la pardbola Luque) y
(Ramirez y
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CARACTERISTICAS DE . PORCENT
LA SOLUCION DESCRIPCION AJE
Lara)
Determinan las coordenadas de los puntos A4, B y la ecuacién
Comprendieron que debian | de la recta d de la gréfica dada en el problema en relacién a un
partir de tomar un caso | sistema de coordenadas. Se obtiene la ecuacion de la recta
particular. Seleccionaron | perpendicular a d pasando por el punto B (llamada L) porque
una ecuacion de una recta y | se tiene las coordenadas del punto B y se sabe que es | 12.5%. (1
las coordenadas de dos | perpendicular a la recta d. De la misma manera se obtiene la de 8
puntos, pero al tratar de | ecuacién de la mediatriz, se determinan los valores del punto grupos).
solucionarlo analiticamente | medio del segmento AB y se halla la pendiente de la mediatriz
tuvieron un error en las | a partir de la pendiente del segmento AB. Se establece un | (Navarroy
manipulaciones algebraicas | sistema de ecuaciones lineales para hallar las coordenadas del Pérez)
y en consecuencia, Nno | punto P que genera el lugar geométrico. Usan el teorema sobre
encontraron la ecuacion de | distancia del punto P a la recta d para obtener una expresion
la parabola. algebraica cuadratica pero no su ecuacién no correspondi6 a la
de una parabola.
. Hacen coincidir la recta d con el eje x y hallan las coordenadas
No comprendieron que lo i -
de los puntos A, B y P. En relacién a la expresion general de 12.5%. (1
dado en el problema era una | y . . .
- as parébolas, obtienen un sistema de tres ecuaciones y tres de 8
recta y un punto exterior. Y | .~ """ - )
. . incognitas a partir de los tres puntos de la parabola. Pero grupos).
que ademds debian dar las . A
- comenten un error al asumir que A pertenece a la parabola. Al
ecuaciones como punto de - ) . S S
. realizar los calculos obtienen los coeficientes de la expresion (Reveloy
partida para resolver este . - -,
general de la pardbola. Tampoco dieron la ecuacién de la recta Noguera)
problema. : .
directriz.
Sin usar las herramientas de
C%%rllémfoggéﬂgigﬂamenl Dan al punto Ay la recta d valores generales, en términos de x 12.5%. (1
P Y - y y. En un sistema coordenado A esta sobre el eje y la recta d de 8
las ecuaciones de los objetos - ;
es paralela al eje x. Asumen que es una pardbola y usa la grupos).
dados de manera general. N, L .
o definicion, por lo que recurre a la equidistancia de A al punto P
Por lo tanto, la ecuacion que del punto P a larecta d. Se asigna a A como el foco y larecta | (Fajardo
encontraron de la parabola 3‘; P la directri ' g y Re;tre ogl
también fue de manera como la directriz. P
general.

En las siguientes dos Figuras 77 y 78, se puede apreciar el trabajo de Botero y
Estupifian que si bien usaron el Cabri en sus construcciones geométricas auxiliares
para hallar el foco de la supuesta parabola en la fase 2, en la ultima fase no lograron
plasmar esa generalidad que el profesor deseaba, y tan solo usaron el Cabri para
obtener una ecuacion y unos puntos en particular y luego hallar una ecuacién. Con
esta Ultima fase, se logré observar que estas estudiantes no lograron articular las
representaciones graficas de la fase 1 con las representaciones algebraicas de esta

fase.
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Figura 78: Representacion algebraica presentada por Botero y Estupifian en la fase 4.
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CAPITULO 6.
RESULTADOS Y CONCLUSIONES GENERALES

En este Gltimo capitulo se presentan resultados y conclusiones generales
abordadas en relacion a tres categorias, las cuales son: 1. EI Problema, las Hipdtesis
de Investigacion y los Objetivos. 2. La gestion del profesor en el proceso de
ensefianza. 3. Preguntas abiertas que dejo la investigacion.

1) En relacion al Problema, las Hipotesis de Investigacion y los Objetivos

La TSD vy la micro-ingenieria didactica proporciond principios orientadores que
permitieron comprender e identificar algunos fendmenos didécticos relativos al
proceso de ensefianza de las conicas, en el contexto de un curso de geometria
analitica, los cuales se describirdn en el desarrollo de este capitulo. Asi mismo, al
principio de éste, se dara cuenta de las hipdtesis planteadas y del cumplimiento de los
objetivos trazados al inicio de este trabajo.

Uno de los resultados importantes de esta investigacion fue el disefio de una
secuencia de situaciones problema y como telén de fondo, el uso del tratamiento
didactico reflejado en él mismo, que dejo entrever el cumplimiento de las hipdtesis.
En este sentido, fue posible reconocer la importancia de promover las
caracterizaciones puntuales y globales de las conicas. De igual forma, este enfoque se
revel6 como una posibilidad de integrar la vision sintética y la analitica para el
estudio de las conicas a través de la mediacion del AGD Cabri Géométre, al hacer
entrar a los estudiantes en el estudio de las conicas por medio de actividades de
construccion geométrica y terminar solicitindoles la correspondiente expresion
algebraica.

Por ejemplo, para dar cuenta de la transicién de lo puntual a lo global, se pudo

observar en la situacion problema No. 1a, acciones de los estudiantes usando el
medio a través de construcciones robustas o blandas. En este caso, se partié de
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construir una nube de puntos que por su propia naturaleza fueron estaticos, pero que
sirvieron como puntos guias para sefialar la trayectoria de un punto movil relacionado
a una construccioén robusta que los estudiantes debian hallar. Este punto movil debia
generar la conica de manera global.

Las estrategias para encontrar la globalidad de la figura partieron de lo que
usualmente se hace en un ambiente de lapiz y papel como es el de unir los puntos por
medio de un instrumento que guie la mano o que la sustituya, trazando una curva
suave. Como la condicion era que los estudiantes tenian que usar el AGD Cabri
Géometre Il Plus, se observé entre las acciones, que los puntos fueron unidos por
medio de segmentos para observar en la pantalla la totalidad de la figura. Estas
acciones vinieron determinadas por la conjetura que los estudiantes debian formular
por escrito.

Otras estrategias de construccion que dieron cuenta de la globalidad de la figura
desencadenaron construcciones blandas, algunas de ellas pudieron llegar a
constituirse en robustas pero se concluyo que los estudiantes no tuvieron estrategias
de base o heuristicas para usar, por ejemplo, método de los lugares geométricos
como una herramienta (en el sentido del enfoque didactico de Douady, 1986; 1993)
para descubrir el foco y por ende la directriz apropiada. Si bien usaron la herramienta
del Cabri “Lugar” para generar una coOnica como lugar geométrico, que
aparentemente pasaba por la nube de puntos, la validacion de sus acciones en el AGD
se vieron restringidas al arrastre de puntos que hacian invalidar o validar sus
estrategias ante los invariantes impuestos en la construcciones efectuadas.

En cambio, la herramienta “Traza” no fue utilizada frecuentemente en esta
situacién debido a que cuando arrastraban puntos que hacian mover de la
construccion inicial el rectangulo ABCD dado, el punto mdvil que ellos habian
construido dejaba una traza que no daba la sensacion de continuidad entre los puntos
y ademas no incidian por los puntos de la nube. También se observd que los
estudiantes usaron la herramienta “Distancia y longitud” para medir distancias entre
puntos de las construcciones auxiliares en la nube de puntos, como otra forma de
validar o invalidar al contrastar las retroacciones que arrojaba el medio con la
definicion que ellos pensaban era apropiada para la conica. Entre otras, midieron la
distancia del supuesto foco al lugar geométrico y de éste a la supuesta directriz para
corroborar si la conica cumplia con las propiedades métricas que estan involucradas
en la definicion estudiada de parabola, en este caso.

De esta manera, en esta situacion, de lo puntual se llegé a lo global, pero desde lo
algebraico, usando una estrategia demostrativa de la geometria analitica, la
introduccién apropiada de un sistema de ejes coordenados y después colocando la
nube de puntos de la figura en una de las posiciones mas simples, de tal manera que
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simplifique los calculos algebraicos para finalmente representar la conica de forma
simbdlica y llegar a la generalidad de la situacion. Con esta uUltima fase de la
situacion, se comprobo que si era posible llegar a la globalidad con los elementos que
poseian, sin embargo, no todos llegaron. Tan sélo una pareja de estudiantes consiguio
la generalidad sin particularizar lo efectuado en la primera fase.

Por el contrario, en la situacion problema No. 1c, los estudiantes debian hacer una
construccion robusta, sin embargo, aparecieron construcciones blandas tratando de
buscar el foco y la directriz de una familia de parabolas. No obstante, en los
estudiantes que emplearon el método de los lugares geométricos para encontrar el
foco del problema propuesto, sucedié que pudieron realizar una construccién
geomeétrica robusta donde se aprecio la globalidad de la cénica a través de un punto
movil que la generdé como lugar geométrico, al emplear la herramienta “Lugar” del
AGD.

En esta Gltima situacion se observo que en las acciones de los estudiantes al
intervenir con el medio, construyeron la conica de manera global, ya que tuvieron en
cuenta la definicion insinuada y propuesta en el libro de texto guia (Lehmann, 2002)
que se propone en el curso de geometria analitica, definicién que de por si se ajusté a
la perspectiva dinamica porque alude al movimiento. De la misma manera, los
estudiantes usaron el procedimiento de construccion clasica, a partir de un foco y
directriz dada. En general, no presentaron inconvenientes en resolver el problema en
la fase 1, al ver la figura completa. Sin embargo, en la tercera fase surgieron
procedimientos inapropiados que generaron construcciones blandas, cuando hicieron
experimentaciones para resolver las preguntas de esta fase usando el modo de
arrastre del Cabri, lo cual represento que el 69% de los estudiantes no tuvieron en
cuenta que la figura esta constituida de puntos.

Por lo anterior, se considera que faltd enfatizar en rescatar la nocién de lugar
geométrico como un conjunto de puntos, debido a que esta idea no afloro
espontaneamente en los estudiantes cuando tenian la figura conica construida con la
herramienta “Lugar”, puesto que se quedaron en el nivel intuitivo reforzando y
descubriendo las propiedades geométricas de la conica, asi como sus propiedades
métricas, al usar las herramientas de medicion “Distancia o longitud” o “Coordenadas
o ecuacion”. Las retroacciones del medio al arrastrar, les permitieron observar que el
lugar geométrico permanecio invariante ante los continuos arrastres que le hicieron al
foco o a la directriz, pero esto no llevd a que se restituyera el sentido de la conica
desde una caracterizacion puntual.

Y cuando se les solicitd que representaran algebraicamente lo que habian hecho
en la fase 1, tan s6lo una pareja de estudiantes pudo hacer la coordinacion entre las
representaciones graficas y ejecutables que habian experimentado con las
representaciones algebraicas. Ante este panorama, se puede concluir que para llegar a
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la generalidad, el profesor debié emplear otra estrategia con la cual los estudiantes no
se quedaran en casos particulares. Las expresiones algebraicas alcanzadas (el 87.5%
de los estudiantes), si bien correspondieron con lo obtenido en las pantallas de cada
pareja, no consiguieron construir la ecuacion de la cénica de manera general como se
habia solicitado.

Por lo tanto, una debilidad detectada en esta estrategia consistié en que comenzar
por lo puntual puede generar limitaciones, tales como: que los estudiantes
permanezcan en casos particulares, que consigan graficas pero no generalicen cuando
hacen la articulacion con las representaciones algebraicas, lo cual se puede apreciar
en la Tabla 17. No obstante, algunos fueron conscientes de la importancia de
trascender, es decir, de pasar del nivel espacio — grafico al nivel tedrico.

De todo lo anterior se pueden inferir los siguientes aspectos:

Primero, el andlisis de la informacién recolectada evidencié que las situaciones
didacticas planteadas desde las construcciones geométricas puntuales permitid
emerger construcciones geomeétricas globales en el AGD Cabri, a la vez que en este
ambiente se dieron retroalimentaciones que posibilitaron caracterizar algunas de las
propiedades geométricas de las conicas, pero al partir de construcciones globales los
estudiantes no tuvieron en cuenta la naturaleza geométrica de las curvas como lugares
geométricos: lo puntual de ellas.

Segundo, lo puntual en este trabajo remitié a lo local, en considerar puntos de la
grafica que tenian las propiedades de ser una conica, lo que conllevé a que se
quedaran en un nivel perceptual, en tanto que lo global de la grafica les permitid
aproximarse al mundo tedrico, aunque lo global no fue aprovechado al maximo pues
las estrategias de los estudiantes se quedaron en lo figural. Asi mismo, con este
disefio, se pudo descubrir que de lo global, existe la posibilidad que surja la
consideracion de lo puntual cuando los estudiantes han pasado por una primera
caracterizacion.

Ademas, el disefio de las situaciones didacticas sumado al Cabri, produjo un
ambiente educativo, a manera de puente, para pasar de lo puntual a lo global. La
vuelta, de ir de lo global a lo puntual, es algo que el profesor debe procurar cuando se
busca encontrar invariantes o propiedades geométricas aludiendo a puntos de la curva
que son claves para determinar la naturaleza de ésta tales como el vértice o el foco.

Tercero, para comprender el significado de las conicas por medio de la
articulacién entre las representaciones estaticas, las dinamicas y ejecutables y las
algebraicas, la nocion de lugar geométrico jugd un papel importante para el estudio
de estas curvas, en un AGD como el Cabri. Sin embargo, en los estudiantes hizo falta
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que esta nocion alcanzaré el estatus de nocién paramatematica®’, en el sentido de
Chevallard (1997), puesto que se observd que el lugar geométrico fue reconocido
como herramienta atil para resolver los problemas, pero no fue tratado como objeto
de estudio, a pesar de que el profesor orientd aspectos como centrales de esta nocion
al principio del curso de geometria analitica al abordar los dos problemas
fundamentales, sin embargo, el estatus logrado por parte de los estudiantes fue el de
nocién protomatematica®, dado que la movilizacion de esa nocién en las situaciones
fue de manera implicita cuando ellos la generaron usando las herramientas del AGD.

Asi mismo, esta nocion se quedd en el nivel perceptual pues se considera que los
estudiantes debieron tener en cuenta que es importante caracterizarla en términos
algebraicos y sirve tanto para el establecimiento de las ecuaciones de las conicas
como para la solucion de problemas geométricos. Por lo que se requiere de una
habilidad para formular una relacion matematica que generalmente involucra
longitudes de una forma algebraica, después de llevar a cabo una cierta
simplificacion.

Cuarto, cabe mencionar que en la aplicacion de la secuencia se observo que los
estudiantes no estan acostumbrados a usar distintos tipos de representaciones
matematicas de un mismo objeto, y que para referirse a ellos, dan preferencia por las
representaciones verbales y gréaficas, tal como se observé en las producciones de sus
conjeturas y procedimientos de construccion que se les solicitd, ni vinculan las
representaciones entre si. Tal parece que este fue un hecho que pudo haber afectado
los resultados.

Quinto, desde la organizacion curricular no se siguid con un programa de
geometria analitica al estilo tradicional, pues se le dio un giro a éste con una mirada
renovada a las conicas desde lo sintético, y que si bien los contenidos permanecieron
no se dio el tratamiento convencional de las conicas, basado en representaciones
algebraicas que desligan lo geométrico. Lo que se potencio fue el dinamismo que se
le imprimi6 a los problemas de cénicas como lugares geométricos al usar el Cabiri,
resaltando las definiciones dinamicas, apropiadas, que aluden al movimiento,
cristalizandose en la pantalla del AGD, asi como los fendmenos de visualizacion que
aportan para el surgimiento de estrategias de solucion.

8 E| término de nocién paramatematica se debe a Chevallard (1997), es una nocién relativa a la institucion
educativa en la que se trabaje o se considere. Asi, se dice que "demostracion”, "parametro” y "ecuacion” son
nociones paramatematicas dentro de la matematica escolar, donde dichas nociones se utilizan como herramientas
transparentes, no cuestionables. En la ensefianza de las matematicas, estas nociones no se toman como objeto de
estudio, pero la nocién de "demostracion”, por ejemplo, puede funcionar como una nocién matematica en un curso
de I6gica matematica a nivel universitario.

8 Es otro estatus de las nociones matematicas. Las nociones protomatematicas, son nociones cuyas propiedades
son utilizadas en la préctica para resolver ciertos problemas, pero de forma que la nocién misma no es reconocida
como objeto de estudio, ni siquiera como instrumento Util para el estudio de otros objetos.
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Por lo que se puede afirmar que con esta conjugacion del ambiente informético a
través de construcciones geométricas, asi como la complementariedad de lo sintético
y lo analitico, se pudo ampliar el horizonte de intervencién didactica en el curso
universitario de geometria analitica, en la medida que permitio la integracion tanto de
nuevas tematicas como de estrategias metodoldgicas, y tuvo en cuenta la complejidad
conceptual que encierran las conicas asi como su naturaleza geométrica. Sin
embargo, se noto que los estudiantes no se acostumbraron a hacer conversiones entre
representaciones. A lo sumo, conocen los procedimientos de pasar de las
representaciones simbdlicas a las graficas, pero no estan familiarizados con
procedimientos en la via contraria.

Sexto, existe un problema representacional en los libros de texto universitarios de
geometria analitica y que aparece silencioso sin que los profesores procuren evitarlo
y mucho menos que los estudiantes se concienticen de ello. Es la manera en que
aluden a los dibujos de las conicas, sin tener en cuenta la diferencia conceptual con lo
de figura. Una manera de concientizar a los estudiantes del problema es: el dibujo que
es la representacion visual, frente al objeto matematico que es lo que se quiere
representar.

Séptimo, la dimensidn didactica permitié profundizar en el saber matematico que
se ensefi0. Se presentaron aspectos matematicos relativos a los lugares geométricos
en las conicas, con el proposito de analizar la especificidad y significacion del
“saber” matemadtico en el proceso de aprendizaje. Esto con el fin de hacer una
“transposicion didactica e informatica” transparente y desvinculada de subjetividades.
De esta manera, el saber matematico fue consustancial al disefio, no fue un agregado.
Como esos conocimientos son tan especificos, se debia abordar de esa manera,
tratando de darle sentido a las preguntas ¢ Qué son los lugares geométricos? y ¢Cudl
era su incidencia en los modelos tradicionales de la ensefianza de estas curvas
cuando se trata de aprenderlas?

Octavo, el tratamiento en la caracterizacion puntual y global enmarcado en una
construccion geométrica fue pieza clave para que los estudiantes despertaran sus
ideas, percepciones, imagenes mentales, y fortalecieran el proceso de visualizar
matematicamente al tratar de resolver el problema; pero al mismo tiempo se les ayudd
a involucrarse en un proceso de actividad matemética gracias a las acciones y
retroacciones que el medio ejecutable les proporcioné y asi pudiesen tener presente la
riqueza de ideas geométricas interconectadas.

Noveno, el AGD Cabri Géometre jugé el papel de instrumento mediador en todo
el proceso: cuando los estudiantes trataron de encontrar un punto movil que fuese
recorriendo un camino (un conjunto de puntos estaticos y colocados de manera
discreta) en el plano sin ejes de coordenadas, por medio de una construccion
geomeétrica, que les permitié un acercamiento visual mostrandoles la dinamica que
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subyace a la situaciones, y gracias a este instrumento se gestaron estrategias para
encontrar una construccion geomeétrica dinamica.

De este proceso dindmico emergié otra idea de movimiento como es la de
trayectoria de un punto que reforz6 y contribuy6 a construir el significado de otra
nocién més compleja e importante en matematicas como es la de funcion matematica.
Al respecto, se observo que al buscar una correspondencia entre dos puntos en un
montaje inicial de la geometria sintética, un punto que esta sobre un dominio y el otro
punto que se conecta con el primero por medio de una construccion, va a generar la
grafica de una funcion vista como lugar geométrico.

Décimo, en los analisis se encontrd el efecto Topaze, cuando un estudiante de la
segunda sesion trabajé en la primera situacion, quiso lanzarse a formular rapidamente
la conjetura ante la pregunta: ;Qué cénicas se forman con la nube de puntos?
Entonces, la respuesta no la encontr6é por sus propios medios, sino debido a que un
profesor observador que estaba registrando la situacién, le presenté gestos al
estudiante para que asegurara que era la conjetura verdadera. Este estudiante de
inmediato hizo ostensible la devolucion del problema al haber revisado sus
elaboraciones con el AGD.

Undécimo, desde la perspectiva didactica de la dialéctica herramienta — objeto, el
uso de la nocion de lugar geométrico en el estudio de las conicas es un ejemplo de
este punto de vista, debido a que la secuencia estuvo organizada alrededor de
problemas geométricos cargados de una intencionalidad didactica que les permitio a
los estudiantes darle un sentido y significado a las conicas implicadas. Desde esta
dialéctica, se pudo observar que el lugar geométrico jugd el papel de herramienta.
Sin embargo, el paso a estudiar las cénicas en tanto objeto matematico fue muy sutil.

En efecto, en el anélisis de la secuencia, se observo que el profesor permitié a los
estudiantes apropiarse del conocimiento matematico en cuestion, gracias a que se
pudo usar el método de los lugares geométricos —estrategia ganadora—, y cuando se
efectud la devolucion del problema, ellos entraron en interaccion directa con cada uno
de los problemas de la secuencia. No obstante, se pudo apreciar que algunos
estudiantes aprendieron la estrategia ganadora, al utilizar el lugar geométrico en el
estatus de herramienta y asi encontrar el foco de la parébola (el punto clave) para
resolver el problema.

Pero, por otro lado, al profesor le falté enfrentar la descontextualizacion y
despersonalizacion de los saberes geométricos que estuvieron involucrados en dicho
método para que tuviesen sentido y significado como objeto matematico. En la fase
de institucionalizacion realizada por el profesor, se permitié que los estudiantes
encontraran un lugar geométrico “extraino” que aparecio en forma de hipérbola, pero
que este nunca les preguntd por qué razon se producia esa figura u otra, sino que se
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utilizd simplemente para resolver el problema. Lo que se institucionalizé fueron las
propiedades geomeétricas y algebraicas con sus respectivos teoremas de las conicas,
pero no se indag6 por ese lugar geométrico “extrafio” que fungié como herramienta.

Duodécimo, desde este punto de vista dialéctico, se pudo conjugar la
caracterizacion puntual y global en la secuencia disefiada. Y en consecuencia el
encuadre didactico fue funcional pero al mismo tiempo llegd a convertirse en un
fendmeno didactico denominado uso abusivo de la analogia (Brousseau, 2007), al
mostrar el profesor de manera ostensiva dicho método.

En este sentido, se piensa que este método de los lugares geometricos se debe
ensefiar claramente, pero con sutileza, més aun cuando en algunos casos, como los
ocurridos en este proceso, se convirti6 en un fendmeno complejo porque los
estudiantes trataban de replicarlo, aunque en ocasiones sin éxito. Esta heuristica o
método de abordar un problema, a veces surge espontaneamente al resolverlo, pero la
mayoria de las veces no sucede asi en ellos, por lo que hay que hacerlo ostensivo. En
las fases, momentos y devoluciones de las situaciones se pudo observar que el
profesor reiteraba y enfatizaba en el uso del método de los lugares geométricos como
una herramienta para resolver el problema, pero algunos estudiantes si lo replicaron
pero no lo entendieron.

Por lo tanto, el método de los lugares geométricos se revel6 como una estrategia
ganadora y se vio ampliada al usar el AGD Cabri, el cual pudo haberse integrado a
las técnicas habituales de los estudiantes si se hubiese dado una complementariedad
entre ambientes como el del lapiz y el papel. No obstante, segiin Schumman (1997),
la seleccidn del ambiente para generar lugares geométricos depende de los objetivos
didacticos que persiga el profesor. El problema era encontrar una estrategia ganadora
que solucionara la situacion usando conocimientos geometricos (es decir, con una
construccion geométrica robusta) y que fuese la mas eficiente entre las estrategias
perceptivas y empiricas (una construccion blanda que se aproximaba). Como algunos
estudiantes encontraron la estrategia, entonces se manifest6 como una herramienta
para resolverlo y no como una forma de cumplir con las expectativas del profesor de
que lo entendieran como objeto y no s6lo como herramienta.

Decimotercero, se observd particularmente otro fendmeno didactico que sucedio
cuando el profesor gestiono las sesiones de trabajo. Se encontré en el profesor una
situacion de recuerdo®. Esta se dio de manera reiterada. Sin embargo, el profesor en

8 Seglin Douady (1995), las situaciones de recuerdo, son aquellas donde al comenzar una sesién de clase, el
profesor pide a los estudiantes acordarse de los puntos esenciales de las sesiones anteriores sobre un tema
determinado que todavia estd en curso. Se establece un control mutuo entre los estudiantes. EIl profesor repite
algunas preguntas, de vez en cuando formula unas nuevas, retoma las informaciones expresadas, pero él en si no
aporta ninguna. Esta es una fase clave en la seleccion y memorizacion de los eventos importantes pues se
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la impaciencia que tuvo por exigir que recurrieran a las definiciones, no se logro que
se apersonaran de los problemas y la devolucion del problema no fue impactante en
algunos estudiantes, sobre todo en la primera situacién, de ahi los pocos resultados.

2) En relacion a la gestion del profesor en el proceso de ensefianza

En primer lugar, lo que gestiono el profesor fue la puesta en acto de la secuencia.
Sin embargo, en el andlisis a priori y a posteriori se observd la complejidad de la
ensefianza de las conicas a través de la estrategia didactica puesta en acto en el curso
de geometria analitica. Esta complejidad se puede ver en cuatro motivos: 1) Por la
integracién de las TIC en el proceso de ensefianza, en particular un AGD como Cabri
(con sus tipos de tareas, restricciones y potencialidades, asi como por el caracter
ejecutable de este instrumento de mediacion). 2) Por introducir una plataforma de
aprendizaje virtual que jugé el papel de repositorio de archivos electrénicos donde
los estudiantes subieron y descargaron archivos producidos en la secuencia disefiada.
3) Por la dificultad, al comienzo del curso, en la comprensién del uso de la nocién de
lugar geométrico por parte de los estudiantes, la cual era un supuesto que debian tener
para el curso de geometria analitica, mas aun si ya habian cursado el de geometria
euclidea. 4) Porque la dificultad anterior dio lugar a un ambiente didactico propicio
para que emergiera el concepto de figura geométrica, que tampoco lo comprendieron
al comienzo del curso, tal como se observO en la prueba diagnostica sobre
concepciones.

Como consecuencia de estos motivos la mayoria de los estudiantes no
trascendieron al nivel tedrico de la geometria y se quedaron en el nivel espacio-
gréfico.

En Segundo lugar, se caracterizd la construccion de significado de las conicas
usando el AGD Cabri a través de la directrices que permearon el dispositivo
experimental, con lo cual se pudo enfatizar en la necesidad de que los estudiantes se
enfocaran simultaneamente en acciones y retroacciones con un medio, en fendmenos
visuales y en relaciones geométricas, asi como con representaciones matematicas
simbolicas y ejecutables.

En tercer lugar, el trabajo de los estudiantes fue arduo porque antes de la puesta en
acto, no estaban acostumbrados a trabajar en clase, en situaciones a-didacticas donde
fueran protagonistas de su propio aprendizaje; lo cual es muestra de lo que

establece la relacion con las clases anteriores, se comienza a descontextualizar y a despersonalizar aquellas cosas
que el profesor institucionalizara posteriormente.
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usualmente sucede en el contrato didactico en el &mbito universitario, es decir, los
estudiantes esperan que el profesor haga una clase magistral, y llene el tablero de
ecuaciones y demostraciones, pero no que propicie devoluciones de problemas. Por
el ambiente de clase generado, se rompio el paradigma de la clase magistral, y en
consecuencia, se le otorgd un papel central al estudiante en el disefio de las
situaciones didacticas, repartiendo responsabilidades entre el profesor y los
estudiantes.

3) Enrelacién a las Preguntas Abiertas que deja la investigacion

A continuacién se resefian seis preguntas abiertas derivadas de esta labor
investigativa:

1)

2)

3)

Existe una complementariedad entre el uso de gréficas dindmicas
proporcionadas por los AGD con el uso de ambientes de lapiz y papel, segun
estudios que van encaminados en esa perspectiva investigativa como el de
Hoyos (2006). En lo que atafie a este trabajo, se puede plantear como una
variable didactica la puesta en juego de esta secuencia de situaciones usando
el ambiente tradicional y evaluar la influencia de los artefactos e instrumentos
entre dicha complementariedad, porque no se propuso ni se usaron la regla, el
compas, el lapiz y el papel para buscar soluciones a las situaciones planteadas.
En consecuencia surge la siguiente pregunta: ;Cuéles son los fendmenos
didacticos que se pueden generar al articular las construcciones geométricas
de las conicas en el ambiente de Lapiz y Papel con el AGD Cabri, cuando se
aborda la caracterizacion global y puntual de estas curvas?

La secuencia didactica en si es un producto no terminado, y como tal esta
abierta a las sugerencias y aportes de los profesores que la utilicen. En
consecuencia se constituye en un recurso pedagogico viviente en la medida
que puede seguir evolucionando para su refinamiento, entendiendo lo que
Brousseau (1997) establecid en su teoria como una situacion fundamental.
Entonces surge la siguiente pregunta: ¢Es posible que pueda emerger una
situacion fundamental a partir de la secuencia didactica disefiada en la cual se
tenga en cuenta la complejidad de la integracion de los AGD cuando se
gestiona la ensefianza de las cénicas?

Otra pregunta que surge es trasladar la caracterizacion global y puntual de las
funciones matematicas para restituir el sentido variacional: ;Qué fendmenos
didacticos se generan al trabajar la nocion de lugar geométrico desde lo
puntual y lo global para el aprendizaje de las funciones matemaéticas al ser
trabajadas en un AGD?
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4) En la relacion entre estudiante — estudiante es posible que se entretejan
interacciones para el surgimiento de construcciones geométricas complejas e
interesantes; sin embargo, los esfuerzos investigativos deben apuntar a
fomentar mas el trabajo colaborativo en clase usando la integracién de las TIC
como son el Internet y los AGD. Aungue estas herramientas se usaron en esta
investigacién, no se estudiaron las relaciones que puedan emerger cuando se
conjugan al aparecer en red. Por lo cual la pregunta que se formula es:
¢Cudles son las tensiones que se dan entre el sistema didactico cuando se
integra un modulo de aprendizaje virtual alrededor de las conicas a través de
construcciones geométricas puntuales y globales?

5) En relacion a los libros de texto universitarios de geometria analitica: ;Cuéles
serian las caracteristicas de los libros de texto universitarios para la ensefianza
de las conicas cuando se integran efectivamente los AGD?

6) En cuanto a la actividad matemética de las cdnicas estudiadas en tres
dimensiones, surge la pregunta: (Cual es el papel y el significado que
proporciona la integracion del AGD Cabri 3D en la construccion de
conocimiento geométrico alrededor de las conicas?

Finalmente, este trabajo ha aportado a la formacion de su autor y espera ser de
igual manera, formativo a las personas interesadas en el desarrollo del pensamiento
geométrico a nivel universitario y llegue a servir como un posible referente para
futuras investigaciones en el ambito de la Educacion Matematica.
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