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¢Aprovechamos
nuestros cursos de
eometria analitica?

ARTICULOS

Después de escuchar "Algunas ideas
generales para la ensefianza de la Geome-
tria Analitica™, varios compafieros maes-
tros me pidieron que me extendiera mds
en el tema, proporcionando ejemplos.
Aqui pretendo responder a ese interés, in-
sistiendo en la necesidad de replantear los
objetivos v las estrategias de ensefianza de
nuestros cursos de Geometria Analitica
para gue no se conviertan en meros catd-
logos de férmulas y técnicas para deter-
minar las partes relevantes de las curvas
y superticies. Sugerimos al lector que in-
tente responder las preguntas y resolver
los problemas que vayamos planteando,
antes de leer nuestras respuestas.

1. ¢Qué es la Geometria Analitica?

La Geometria Analitica tiene como ob-
jetivo fundamental la solucién de proble-
mas geométricos utilizando como herra-
mienta el Algebra. En otras palabras, el
fin es la Geometria y el Algebra es sola-
mente el medio. Esto significa que debe-
mos tratar de plantear los problemas en
términos geométricos y buscar las solucio-
nes guiandonos por las ideas geométricas.
Tomemos el ejemplo siguiente:

Problema 1. Dados tres puntos Q, R, S, de-
termine la circunferencia que pasa por
ellos.

Solucién. a) Una solucién geométrica
consiste en tomar dos segmentos (cuer-
das), por ejemplo OF v RS, encontrar sus

mediatrices y localizar su interseccion,
que serd el centro de la circunferencia.
b) Una solucién analitica se obtiene al tra-
ducir al Algebra los pasos geométricos an-
teriores. ¢) Otra solucién analitica, pero
de origen algebraico, consiste en plantear
tres ecuaciones con tres incégnitas, susti-
tuyendo las coordenadas de los puntos da-
dos en la ecuacién de la circunferencia,
y resolverlas simultdneamente.

La solucién a) no es analitica, pero las
soluciones b) y ¢) si lo son. Generalmen-
te es mds facil obtener una solucidn ana-
litica siguiendo un razonamiento geomé-
trico, como en b), que recurriendo a un
razonamiento algebraico, como en c¢),
pues el razonamiento geométrico resulta
menos abstracto.

Estas soluciones para un mismo proble-
ma nos muestran que la palabra “analiti-
ca” no se refiere a un tipo de problemas,
ni a la fuente de inspiracién de la solucién,
sino a un método general para plantear los
problemas geométricos: el método presen-
tado por Descartes en su Geometria, de
1637, y que llamamos "método de coorde-
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nadas”. Teniendo esto en mente, no de-
bemos confundir a la Geometria Analiti-
ca con la Geometria Sintética, ni con el
Algebra Elemental, ni con el Algebra
Lineal.

Debido a las dificultades que les plan-
tearon los nimeros irracionales, los grie-
gos se concentraron en la Geometria y uti-
lizaron métodos geométricos para resolver
problemas que ahora consideramos de na-
turaleza algebraica, como por ejemplo la
resolucién de ecuaciones de segundo gra-
do. A este método griego de trabajo, don-
de el Algebra es el fin y la Geometria el
medio, se le llama Algebra Geométrica.
De nombre muy parecido, la Geometria
Algebraica estudia propiedades de las fi-
guras gue pueden expresarse por medio
de ecuaciones algebraicas, tanto en espa-
cios cartesianos como proyectivos, por lo
que podria considerarse como una conti-

nuacion de la Geometria Analitica que tra-
baja con espacios, transformaciones y cla-
ses de figuras més generales.?

2. Geometria a partir de
coordenadas

La piedra angular sobre la que se cons-
truye la Geometria Analitica es la existen-
cia, una vez establecido un sistema de
coordenadas (un origen, una unidad de
medida y un sentido positivo), de una co-
rrespondencia biunivoca entre el conjun-
to de los nimeros reales y los puntos de
una recta. Esta recta, llamada recta numé-
rica, resulta un modelo geométrico exce-
lente para todo el sistema de los niimeros
reales. De igual manera, gracias a la fun-
cién tangente, es posible establecer una
correspondencia biunivoca entre los dn-
gulos de inclinacién de las rectas en el pla-

Correspondencia entre entes geométricos y algebraicos
(Después de establecer un sistema de coordenadas cartesianas)

Geometria

1. Punto en la recta
Punto en el plano
Punto en el espacio

2. Distancia de un punto al origen
Distancia entre dos puntos

3. Rectas en el plano:
Inclinacién
Pendiente
gulo entre dos rectas

4. Rectas en el espacio:
Angulos directores

Cosenos directores
Angulo entre dos rectas que pasan por el

origen
8. Recta en el plano

6. Plano en el espacio

7. Distancia de un punto a un plano

8. Lugar geométrico

Klgebra
1. P(x) (numero real)
P(x,y) (par ordenado)
P(x,y, z) (terna ordenada)

2. |P| = Vit + yZ + 22
d(P, Q) =
Vg, - + (-2l + (2 - 5,)

3

a (&ngulo)

m = tana (nimero real)

§ = angtan {(m, — m;)/(1 + mym,)]
4

o B, v (dngulos)
cos o, cos 3, cosy

XX + y1¥2 + 213,
[PTIOI

a?z+b2#0
6.ax + by +cz +d =0,

a2+ b2+ 240

axr + by + cz +d

7. dP, @) = —
o ++va? + b2 + ¢2

(nimeros)

6 = angcos

S.ax+by+c=0,

8. Ecuacién(es)
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no y el conjunto de los nimros reales ex-
tendido; esta correspondencia preserva el
orden.

Esta idea de correspondencia entre en-
tes geométricos y algebraicos una vez que
se ha fijado un sistema de coordenadas,
extendida al plano y al espacio tridimen-
sional, debe ser el hile conductor de nues-
tros-cursos, como principio unificador y
como medio para mostrar la capacidad del

. método de coordenadas para “traducir”
del lenguaje geométrico al algebraico, y
reciprocamente. Esto lo podemos conse-
quir si vamos construyendo un cuadro co-
mb el que se presenta (Cuadro 1) a medi-
da que avance nuestro curso.

* " *La insistencia en esta idea central de
qorrespondencia a partir de un sistema de

_coerdenadas, contribuye a fijar en el es-

. -tudiante la esencia del método analitico de

la Geometria.

3i ¢Para qué sirve la
i Geometria Analitica?

Al terminar un curso de Geometria
litica, es comuin que los estudiantes no
tengan la menor idea de los alcances y li-
-mitaciones de la herramienta matemética
qué acaban de adquirir, puesto que no po-
seen elementos de comparacién; incluso
- llbgan a pensar que la Geometria que se
traba)a en la Geometria Analitica no es
Geo!netrla Euclidiana. Hemos sefialado,
con el Problema 1, que se trata de la mis-
ma Geometria, y que lo que cambia es el
método de solucién (analitico o sintético,
respectivamente). Los dos problemas si-
guientes nos permitirdn hacer una clasifi-
cacién.

- Problema 2. Tome una circunferencia yun
"punto interior Q distinto del centro C.
Cdnsxdere ahora todas las circunferencias
. tapgentes a la primera que pasan por Q.
'¢Qué lugar geométrico describen sus cen-

tr{)sP?

Problema 3. Dadas las longitudes de los
_ dos semiejes, a y b, construya la elipse co-
rrespondiente.

i -El Problema 2, por tratarse de la iden-
tificacién de un lugar geométrico, pare-

¢e un problema tipico de Geometria Ana-
litica, en cambio el Problema 3 pide una
construccion y esperariamos resolverlo
con el método sintético de la Geometria
Euclidiana. Sin embargo, veamos que
ocurre lo contrario.

Solucién del Problema 2. La situacién des-
crita estd representada en la Figura 1. Si
r_es el radio del circulo inicial, CP +
PO = CR = r = constante; luego, los
centros de los circulos forman una elipse
de focos C y Q cuyo eje mayor es r.

FIGURA 1

FIGURA 2
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Solucién del Problema 3. Tomando los se-
miejes como radios de dos circunferencias
concéntricas centradas en el origen de
coordenadas, podemos construir la elip-
se trazando los puntos P de acuerdo al pro-
cedimiento sugerido en la Figura 2, ya que
las coordenadas de P son

x = acosb, y = bsen,

y entonces
2 2
X D AN 20 —
a2+ b2—cos€+sen0—1,

lo que significa que los puntos P(x, y) es-
t4n sobre la elipse que desedbamos cons-
truir.

De los ejemplos anteriores podemos
concluir que hay tres tipos de problemas
en la Geometria Euclidiana:

i) Problemas que pueden resolverse sin-
téticamente, para los cuales es muy di-
ficil o imposible encontrar una solu-
cién analitica, como el Problema 2.

ii) Problemas que pueden resolverse
analiticamente, para los cuales es muy
dificil o imposible encontrar una so-
lucién sintética, como el Problema 3.

iii) Problemas que pueden resolverse sin-
tética y analiticamente con aproxima-
damente el mismo grado de dificultad,
sin descartar la imposibilidad de so-
lucién con ambos métodos; de este ti-
po es el Problema 1.

Es importante hacer esta distincién pa-
ra comprender que el método analitico no
sustituye al sintético, sino que lo comple-
menta, facilitando y sistematizando la so-
lucién de muchos tipos de problemas geo-
métricos. Esto también nos ensefia que no
debemos obstinarnos en resolver todos los
problemas geométricos con el método de
coordenadas, pues en algunos casos este
camino podria ser muy complicado o po-
dria no conducir a una solucién, y en cam-
bio pudiera existir una solucién sintética
sencilla.

4. Que la historia lo diga

Para distinquir mejor los métodos ana-
litico y sintético, es recomendable iniciar
cada tema, hasta donde sea posible, con

un tratamiento sintético, pues esto permi-
te concentrar més la atencidn sobre los a3-
pectos geométricos, ya que cuando se em-
pieza directamente con coordenadas es
frecuente que la atencion se dlstralg;i cen
los procedimientos algebraicos. Por ejem-
plo, para estudiar la elipse, podemos em-
pezar por presentarla como una seceién,
cénica, demostrando enseguida la propie-
dad focal que la define como lugar geo-
métrico, y después de familiarizados con
ella mediante construcciones y aplicacio-
nes, podemos proceder a su tratamiento .
analitico.

Problema 4. Demuestre que la curva ce-
rrada (elipse) que'resulta al cortar una su-
perficie cénica circular recta con un pla-
no inclinado respecto a su eje de rotacién,
es el lugar geométrico de los puntos cuya
suma de distancias a dos puntos fijos ¢ es
una constante.

Solucién. Trazamos dos esferas (esferas de
Dandelin) tangentes interiormente a la su-
perficie cénica y tangentes al plano incli-
nado I1, una de cada lado de éste, los pun-
tos de contacto con I, F, y F,, son los
puntos fijos (focos), como se muestra en
la Figura 3.

Para probarlo, hay que recordar que
cualesquiera dos tangentes trazadas a una
circunferencia desde un punto exterior son
de iqual longitud. Ya que AP y PF, son
tangentes a la esfera S|, son tangentes a
la circunferencia que resulta al cortar S
con el plano determinado por 4, Py F),
y entonces

ﬁ 1 - Aﬁ .
De manera semejante,

PT 2 = p_E.
Por lo tanto,
PF, + PF, = AP + PB = AB = Cte.

La Historia justifica este orden de pre-

sentacién puesto que la Geometria Sinté-
tica precedié a la Analitica; la Historia nos

muestra también los hombres que contri-
buyeron al desarrollo de esos conocimien-
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FIGURA 3

tos y el momento en que éstos surgieron.
Por eso, una dosis adecuada de Historia
hace mds amena la clase, desmitifica los
temas, los integra mds a la cultura del es-
tudiante y ayuda a apreciar mejor su gra-
do de dificultad. A manera de ejempio,
podemos citar algunos datos interesantes
relacionados con la elipse:

*Menecmo (siglo Iv A.C.) obtenia la elip-
se cortando un cono recto de dngulo agu-
do con un plano perpendicular a una de
las generatrices.

* Apolonio (262-190 A.C. Aprox.) llama
ya a la elipse por su nombre, eMewil,
gue significa "le falta”, porque al cua-
drado construido sobre la ordenada le
falta 4rea para iqualar la del rectdngulo
construido sobre el lado recto y la absci-
sa (en notacién moderna, podemos escri-
bir la ecuacién de la elipse en la forma

y? = 4px — —2§-—x2). También Apolonio
habla ya de los focos de la elipse.

*Pappo (siglo IV D.C.) es el primero que
trabaja con las directrices de la elipse. En
la Figura 3, las directrices d, y d, son las
rectas donde el plano I1 de la elipse in-
tersecta a los planos I, y I, de las cir-
cunferencias de tangencia de las esferas
de Dandelin con la superficie del cono.
*Kepler (1571-1630) descubre que los pla-
netas giran alrededor del Sol siguiendo ér-
bitas elipticas en las que éste ocupa uno
de los focos (Primera Ley de Kepler).
*Newton (1642-1727) demuestra la Primera
Ley de Kepler a partir de sus leyes del mo-
vimiento y de la gravitacién universal.
*Quetelet (1796-1874) y Dandelin (1794-
1847) demuestran el enunciado del Proble-
ma 4 usando las esteras tangentes, como
lo hicimos aqui.

De los datos anteriores podemos obser-
var, por ejemplo, el medio milenio trans-
currido entre la introduccién de los focos
de la elipse y la de sus directrices, y el des-
cubrimiento tardfo, por los belgas Quete-
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let y Dandelin, de la ubicacién de ambos
cuando se secciona un cono.

5. ¢Cudndo hablamos,
de las aplicaciones?

Usualmente dejamos para lo tltimo la
utilizacién de nuestros conocimientos, pe-
ro lo mds comun es que consumamos nues-
tro tiempo en la teorfa, que nunca llegue-
mos a las aplicaciones y que el interés de
nuestros alumnos se agote en algtin pun-
to del camino. El desarrollo histérico de
la Matemética nos muestra que esta posi-
cidn es errénea: el propio Menecmo resol-
vié el problema de la duplicacion del cubo
mediante la interseccién de dos cénicas.

Cada tema puede iniciarse planteando
uno o varios problemas de aplicacién que
se resuelvan al terminar el tema. Después
de presentar las ideas geométricas, inclu-
yendo posiblemente algunas propiedades
obtenidas con el método sintético, y de ad-
quirir alguna familiaridad con ellas, por
ejemplo realizando construcciones con re-
gla y compds, con hilos, clavos, alambre,
madera o papel, se puede hablar un poco
mas de las aplicaciones, aunque algunas
demostraciones se dejan para el final,
cuando se haya desarrollado el método de
coordenadas.

Asi, tratdndose de la elipse, podemos
plantear el problema de las érbitas plane-
tarias, en seguida introducir la elipse co-
mo una seccién cénica, para luego encon-
trar que la suma de distancias a los focos
es constante. Después construimos elipses
con el método del jardinero, y con otros
métodos como los sugeridos en los Proble-
mas 2 y 3. Podemos también generar elip-
ses mediante sombras de aros y pelotas.

Incluso podemos demostrar la propiedad
reflexiva de la elipse usando un esquema
parecido al de la Figura 3 y mencionar sus
aplicaciones. Se puede abordar de nue-
vo el tema del movimiento planetario y las
fuerzas centrales. Pueden abordarse otras
aplicaciones®.

De este modo familiarizado con la elip-
se e interesado en ella, el estudiante apre-
ciar4 la ventaja de estudiarla con el mé-
todo de coordenadas para poder regresar
a las aplicaciones con el fin de demostrar
algunos resultados.

6. Al final, o tal vez nunca

Ademés de las aplicaciones, también
postergamos innecesariamente la integra-
cién de los conocimientos. Un caso tipico
se da en la ensefianza de las cénicas, don-
de nos lanzamos a un estudio caso por ca-
s0, a veces sin siquiera mencionar lo mu-
cho que estas curvas tienen en comun,
dejando para lo ultimo su unificacién en
un solo tema. Esta tendencia a atomizar y
encapsular los conocimientos obstaculiza
el aprendizaje; sin embargo, la tenemos
muy arraigada. Integrar un conocimien-
to significa, en este caso, relacionarlo con
otros conocimientos, buscando semejan-
zas y diferencias, tratando de incluirlo en
estructuras mas generales; la busqueda
gisteméatica de esta integracién de cono-
cimientos constituye una auténtica fuente
de pensamiento matematico que debemos
procurar. Considere el ejemplo siguiente.

Problema 5. Dado el trazo de una elipse,
encuentre su centro.

Solucién. Supongamos que no tenemos la
ecuacién, ni los focos, pues entonces la so-
lucién seria obvia. Busquemos un proble-
ma parecido: el Problema 1, donde encon-
tramos el centro de un circulo intersectan-
do las mediatrices de dos cuerdas. Si in-
tentamos lo mismo con la elipse, no obte-
nemos el centro. ¢Por qué no pasan las
mediatrices por el centro? Reflexionando,
llegamos a descubrir que son las media-
nas las que pasan por el centro, y que en
el caso del circulo coinciden con las me-
diatrices. Entonces resolvemos nuestro
problema trazando dos medianas, tal co-
mo se muestra en la Figura 4.
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Resulta muy dificil resolver este proble-
ma si no lo relacionamos con el problema
del circulo, pero resultaria mucho més f4-
cil de resolver si en el caso del circulo ha-
bldsemos de medianas desde un principio.
Por lo general, la dificultad de un proble-

ma matemaético se reduce cuando lo po-:

demos comparar con otros problemas pa-
recidos, ya resueltos; sin embargo,
ocasionalmente el problema de referencia
puede convertirse en obstdculo para la so-
lucién del otro por estar mal planteada o
mal entendida la semejanza entre ambos,
como sucedié al tomar las mediatrices.

7. ¢Qué habilidades
podemos impulsar?

Los cursos de Geometria Analitica pue-
den utilizarse de diferentes maneras con
fines propedéuticos y formativos. En el as-
pecto propedéutico, podemos preparar el
camino para el estudio del Clculo, el Al-
gebra Lineal y la Programacién Lineal. En
el aspecto formativo, ademés de fortale-
cer el pensamiento matemético mediante
la busqueda sistemética de la integracién
de conocimientos, como lo hemos plantea-
do en la seccién anterior, podemos tam-
bién contribuir a desarrollar la imagina-
cién geométrica impulsando una concep-
cién geométrica dindmica y ejercitando la
imaginacién espacial.

Al decir concepcién geométrica dina-
mica, me refiero a dejar de pensar en las
figuras, curvas y superficies, como si fue-
ran fotografias, rigidas, inméviles; visua-
licémoslas mejor como si fueran parte de
una pelicula, en movimiento. As{, cortan-
do un cono podemos pasar de una circun-
ferencia a una elipse, de ésta a una paré-
bola, y de ésta a una hipérbola; lo mismo
si observamos adecuadamente la sombra
de un aro. Veamos lo que pasa cuando
modificamos los pardmetros de una ecua-
cién, cémo va cambiando la gréfica. Al
hacerlo, estamos preparando el concepto
de funcién, de transformacién, y estamos
integrando las figuras en familias. El uso
de una computadora resulta muy valioso
en este sentido pues existen actualmente
muchos paquetes para graficar.

La imaginacién espacial es una habili-
dad importante para muchos profesionis-

tas, como arquitectos e ingenieros, quie-
nes tienen que imaginar cémo quedar4 un
edificio o estructura, cuidando sus aspec-
tos estético y funcional; o como los gedlo-
gos, quienes necesitan imaginar la forma
y disposicién de los cristales de un mine-
ral, o la forma y dimensiones de un yaci-
miento. La Geometr{a Analitica nos brin-
da la oportunidad de desarrollar esta
habilidad al representar tres dimensiones
en dos, al imaginar una misma figura en
diferentes posiciones, trasladando o rotan-
do, al seccionar superficies con planos, al
intersectar superficies: En esto, la compu-
tadora es también un auxiliar muy valioso.

Para desarrollar la imaginacién geomé-
trica, podemos también plantear proble-
mas como los siguientes.

Problema 6. Se tiene un tanque cilindri-
co para almacenar petréleo, ¢cémo cons-
truye una escalera externa para ir del pun-
to A al punto B, mostrados en la Figura 5?
Solucién. La manera de hacerlo resulta
evidente si imaginamos que el cilindro est4
hecho de papel y lo recortamos y exten-
demos como se indica en la Figura 6. En
el plano, la escalera estar{a sobre una rec-
ta, y sobre el cilindro circular formaria

FIGURA §

FIGURA 6
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parte de una hélice circular cuyas ecua-
ciones paramétricas son de la forma

x = acosf, y = asenf, z = bt,

si escogemos adecuadamente el sistema de
coordenadas.

Problema 7. Tome usted un conjunto de
tiras de madera con ranuras perforadas
cerca de cada extremo, como se observa
en la Figura 7. Tomando en seguida dos
aros de madera, forme con las tiras una su-
perficie cilindrica; para ello, fije las tiras
a los aros por medio de clavos que pue-
dan girar y deslizarse por las ranuras.
¢Qué ocurre cuando giramos los aros en
sentidos opuestos, como se indica en la Fi-
gura 8?

FIGURA 7
———
naTuE
{ " [
|
gl
| 1 \

Solucién. La superficie cilindrica se adel-
gaza en la parte central, ensanchdndose

en los extremos, para formar un hiperbo-
loide de revolucién de una hoja, que es,
por consiguiente, una superficie reglada.

Resumen

Para la ensefianza de la Geometria
Analitica, es importante tener siempre
presente que se trata de un método —el
método de coordenadas— para resolver
problemas geométricos, y que para poder
apreciar sus alcances y limitaciones, ne-
cesitamos compararlo con el método sin-
tético de la Geometria Euclidiana.

Proponemos iniciar los temas plantean-
do problemas interesantes, introducir las
ideas geométricas sin coordenadas, des-
pués construir las curvas o superticies,
luego hablar de las aplicaciones, y final-
mente hacer el estudio con coordenadas,
formalizando algunas de las aplicaciones
y resolviendo los problemas iniciales.

Recomendamos recurrir con mds fre-
cuencia a la Historia, como un recurso pa-
ra animar la clase, desmitificar los conte-
nidos e integrarlos a la cultura del
estudiante.

Finalmente, destacamos el potencial
formativo y propedéutico que tienen nues-
tros cursos de Geometria Analitica: la bus-
queda sistemd4tica de la integracién de co-
nocimientos ofrece un rico filén de
entrenamiento matematico. También po-
demos contribuir a desarrollar una con-
cepcién dindmica de la Geometria, a ejer-
citar la imaginacién espacial, y a preparar
cursos més avanzados como Célculo, Al-
gebra Lineal y Programacién Lineal.
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