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Los comienzos
de la geometria
deductiva

Los descubrimientos que se atribuyen
a Tales de Mileto se refieren a propieda-
des generales de rectas y dngulos, a la
igualdad y semejanza de tridngulos, geo-
metria de lineas por completo ajena a los
conocimientos geométricos de los
egipcios.

)

ARTICULOS

En su comentario sobre Euclides, mil
anos después de Tales, Proclo le atribuye
el conocimiento de las cuatro proposicio- (
nes siguientes:

1. Que el didmetro divide al circulo en

dos partes iguales.

2. Que los dngulos opuestos por el vérti- A
ce son iguales.
3. Que los dngulos en la base de un tridn-

gulo isdsceles son iguales. Es decir: en

todo tridngulo isésceles son iguales los ”

dngulos opuestos a los lados iguales.
4. Que un tridngulo estd determinado

cuando conocemos uno de sus lados y

los dos dngulos en sus extremos. Es de-

cir: son iguales dos tridngulos que tie-
nen un lado igual, adyacente a dngu- @)

los respectivamente iguales.

Las figuras que siguen ilustran estos 4, A
cuatro enunciados. Y es digno de consig-
nar que las cuatro proposiciones citadas FIGURA 1 @
son demostrables por superposicién de las
figuras consideradas.
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La nocién de igualdad o congruencia Prof. Francisco Zubieta
de dos figuras planas supone la posibili- Prof. de matematicas
dad tedrica de superponerlas, sin defor- )
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marlas, de modo de hacerlas coincidir

punto por punto. Segun esta definicién,

ninguna figura puede ser igual o con-
gruente con una parte de ella misma.

Esta definicién lleva implicita una téc-
nica de demostracién geométrica basada
en la superposicién de las figuras. Asi, por
ejemplo, las cuatro proposiciones de Ta-
les de Mileto son demostrables de este
modo:

\. El didmetro divide al circulo en dos
partes iguales.

Facil de demostrar por superposicion
de medio circulo sobre la otra mitad. Si-
metria con respecto al didmetro consi-
derado.

2. Los dngulos opuestos por el vértice son
iguales.

Simetria con respecto al vértice comun,
porque un giro de media vuelta en torno
del vértice comiin lleva a uno de esos 4n-
gulos a coincidir con el otro.

3. En todo tridngulo isésceles son iguales
los dngulos opuestos a los lados
iguales.

Porque basta voltear el tridngulo de
manera que el éngulo en el vértice venga
a coincidir consigo mismo, permutando
sus posiciones los lados iguales, para que
la base se sobreponga a si misma, pero in-
vertida; de modo tal que los &ngulosen la
base vienen a coincidir el uno con el otro,
lo que prueba que son iguales.

O, como dice Papo de Alejandria: El
tridngulo ABC es igual al tridngulo ACB,
Figura 1(3), por tener un 4ngulo igual
(A = A) formado por lados respectiva-
mente iguales. Y como, en tridngulos igua-
les, son iguales los dngulos opuestos a los
lados iguales, concluimos que C = By
B =_C.

Llama la atencién el hecho de que
Euclides, después de haber demostrado
por superposicién que “Son iguales dos
tridngulos que tienen un dngulo igual for-
mado por lados respectivamente iguales”,
prop. I-4 (proposicién 4 del libro I), no ha-
ya aplicado el mismo razonamiento al
tridngulo isésceles para demostrar que son
iguales los 4ngulos opuestos a los lados
iguales, prop. I-5.

En vez de hacerlo asi, Euclides nos da
una demostracién muy complicada, basa-

da, no obstante, en el mismo caso de igual-

dad de tridngulos que acabamos de men-

cionar.

4. Dos tridngulos son iguales cuando tie-
nen un lado igual, adyacente a dngu-
los respectivamente iguales.
Demostrable por superposicién, ha-

ciendo coincidir el lado igual de ambos

tridngulos y los dngulos respectivamente
iguales.

El propio razonamiento se aplica al
tridngulo que tiene dos &ngulos iguales
para demostrar que es un tridngulo isés-
celes, porque hacemos coincidir consigo
mismo, invirtiéndolo, el lado adyacente a
los 4ngulos iguales, para que éstos per-
muten sus posiciones y los lados opuestos
a estos &nqgulos vayan a coincidir el uno con
el otro, lo que prueba que son iguales.

Los otros dos casos de igualdad de
tridngulos (cuando tienen sus tres lados
respectivamente iguales y cuando tienen
iguales dos &ngulos y el lado opuesto a uno
de ellos, respectivamente, props. [-8 y I-
26 de Euclides) se reducen, como es sabi-
do, a los dos casos que acabamos de esta-
blecer por superposicién de los tridngu-
los considerados.

Las primeras proposiciones de la geo-
metria fueron sugeridas por la experien-
cia; casi todas demostrables por superpo-
sicién de las figuras, como acabamos de
verlo. Esta técnica, nacida en los comien-
zos de la geometria deductiva, es en ver-
dad muy poderosa; la encontramos tam-
bién al principio de las geometrias
no-euclidianas, particularmente en la obra
de Gerolamo Saccheri y de Nicolai Iva-
novitch Lobatchevski. Las proposiciones
que se establecen de este modo, vélidas
tanto para la geometria euclidiana como
para las no-euclidianas, forman una espe-
cie de geometria universal métrica, la que
Lobatchevski denominé pan-geometria.

Agrega Proclo que Tales descubrié
muchas proposiciones, usando a veces el
método deductivo, pero valiéndose tam-
bién con frecuencia de la observacién. Y
le atribuye el conocimiento de la propor-
cionalidad de los lados homdlogos en
tridngulos semejantes, que tienen sus an-
gulos respectivamente iguales. Plutarco le
atribuye el mismo teorema, diciendo que
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lo usaba para medir la altura de una pira-
mide comparando su sombra con la de un
poste de longitud conocida.

Otra proposicién atribuida a Tales de
Mileto dice: todo dngulo inscrito en un se-
micirculo es un dngulo recto, como el 4n-
gulo C = ACB de la Figura 2. Pero Pro-

clo atribuye este descubrimiento a los
pitagdricos, que vivieron unos 50 afios
después de Tales.

Los sucesores de Tales de Mlleto pudie-
ron haber descubierto este teorema al ob-
servar que las diagonales de un recténgulo
son iguales y se cortan en su punto medio;
lo que significa que ambas diagonales son
didmetros del circulo circunscrito al rec-
tangulo.

También pudieron demostrarlo, si sa-
bian que los tres dngulos de un tridngulo
suman dos rectos. Porque, trazando el ra-
dio OC, Figura 2, el tridngulo inscrito
ABC se descompone en dos tridngulos
isésceles, cada uno de ellos con dos 4n-
gulos iguales: « = A, 8 = B. Y como
C =a + B, concluimosqueC = 4 + B.
De esta igualdad y de la proposicién ad-
mitida (A + B + C = 2rectos) se sigue
que C = 1 recto.

Pitdgoras de Samos, sucesor de Tales
de Mileto, estaba en plenitud alld por el
afio 540 a. de J.C. En Crotona, al Sur de
Italia, fundé con sus discipulos la Secta pi-
tagdrica que continud sus ensefianzas.

Admitian los pitagdricos que los tres
angulos interiores de un tridngulo suman

tanto como dos dngulos rectos. Pero ¢co-
mo pudieron demostrarlo? El mismo Pro-
clo nos da la respuesta, diciendo que lo
hacian de este modo:

FIGURA 3

Suponer un tridngulo ABC, Figura 3.
Por el vértice C trazar la paralela CH al
lado AB; de modo que AC y BC vienen
a ser transversales comprendidas entre
esas dos paralelas. Se forman los éngulos
auxiliares: « = A y 8 = B (alterno-in-
ternos).

Delaigualdada + C + 8 = 2rectos,
por sustitucién de las iqualdades @ = A
y 8 = B, obtenemos: 4 + C + B = 2
rectos.

La demostracién anterior, por no haber
otra mds sencilla, es la que aun se ensefia
en los cursos elementales de geometria.
Ella se basa en el conocido teorema que
dice:

FIGURA 2
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5. Dos rectas paralelas, cortadas por una
transersal o secante comun, forman con
ella dngulos correspondientes iguales.
No es aventurado suponer que este teo-

rema y su reciproco fueran ya del domi-

nio de Tales de Mileto ¥ sus inmediatos su-
cesores.

Consideremos primero el teorema re-
ciproco:

6. Si los dngulos correspondientes son
iguales, al ser cortadas por una trans-
versal, entonces las rectas son para-
lelas.

En la Figura 5 vemos dos rectas distin-
tas, AB y CD, cortadas por una transver-
sal o secante comun, RS.

FIGURA §

Suponer: a = § {4ngulos correspon-
dientes); se tiene también: 8 = ¢ (opues-
tos por el vértice); de donde se infiere:
a = ¢ (alternc-internos).

Proclo nos dice, citando a Ptolomeo,
que el teorema es evidente, porque la fi-
gura se ve igualmente de uno y otro lado

de la transversal BS. Y por eso, si las rec-
tas consideradas tuvieran un punto comun
a la derecha, digamos, de la transversal
RS, tendrian también otro punto comin a
la izquierda de la propia transversal; lo
que contradice la hipétesis de que las rec-
tas AB y CD son distintas.

Esta demostracién es la que aun encon-
tramos en la mayoria de nuestros textos es-
colares. Podemos precisarla, usando so-
lamente los conocimientos que Tales
poseia. Es decir, partiendo de la hipéte-
sis de que los &ngulos alterno-internos son
iguales, podemos demostrar que las rec-
tas consideradas son paralelas.

Suponer iguales los dngulos alterno-in-
ternos, @ = «, Figura 6

Sea Q el punto medio del segmento NM
comprendido entre las rectas dadas, AB
y CD.

Sea H un punto cualquiera de la recta
CD: trazar HQ y prolongar hasta G. Va-
mos a demostrar que Q es el punto medio
del segmento HG. En efecto, los tridngu-
los HOM y GON son iguales por tener un
lado igual (NQ = OM) adyacente a 4ngu-
los respectivamente iguales; proposiciones
(2) vy (4) de Tales de Mileto. Y como en
trléngulos iquales, a los &ngulos iguales
se oponen lados iguales, concluimos que:
HO = QG.

Hemos demostrado asf que todo punto
H de la recta CD tiene por simétrico (res-
pecto a Q) un punto G de la recta AB, y
lo mismo probarfamos que todo punto G
de la recta AB tiene por simétrico (respec-
to de Q) un punto H de la recta CD.

Asi pues, si las rectas AB y CD tuvie-
ran un punto comun, H de un lado de la
transversal NM, tendrian otro punto co-
mun, G, el simétrico de H, del otro lado
de la propia transversal; lo que no puede
suceder, ya que las dos rectas dadas son
distintas.

(Haciendo girar la figura, en su plano,
media vuelta en torno del centro Q, el
punto M viene a ocupar el lugar de N, y
viceversa; la recta CD ocupa el lugar de
AB y ésta ocupa el de CD; lo que signifi-
ca que Q es su centro de simetria; todo lo
cual expresa Ptolomeo cuando dice que la
figura se ve igualmente de ambos lados de
la transversal.) -
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Partiendo de 1a hipétesis de que los &n-
gulos alterno-internos son iguales, hemos
demostrado que las rectas AB y CD son
paralelas. :

Consideremos ahora la recfproca, (5).
Esta resulta de la anterior con sélo postu-
lar que la paralela a la recta AB, por el
punto M, es unica; pues, siendo paralela
la recta CD que forma con la transversal
éngulos correspondientes iguales, y no
pudiendo haber otra paralela, se infiere
(5).

Otra proposicién conocida de los pita-
goéricos: Tres rectas paralelas dividen a to-
das sus transversales en partes proporcio-
nales.

Estas proposiciones sobre rectas para-
lelas y sus transversales son muy impor-
tantes: junto con los casos de iqualdad y
semejanza de tridngulos, constituyen el
punto de partida de todo el desarrollo ul-
terior de la geometria.

De tales conocimientos basicos, adqui-
ridos desde los comienzos de la geometria
deductiva, esta ciencia se fue desarrollan-
do poco a poco hasta llegar a constituir un
cuerpo respetable de doctrina en el texto
de Euclides. Los nombres de Tales de Mi-
leto, de Pitdgoras y sucesores, llenan este
primer perfodo del desarrollo histérico de
la geometria deductiva.

Era grande el nimero de conocimien-
tos que lograron reunir los pitagéricos: co-
nocian globalmente el contenido de los li-
bros 1, II, Il y IV de Euclides; gran parte
de los libros VI, VII, VIII y IX; parte tam-
bién del libro XIII; con la aclaracién de
que la teoria de las proporciones atribui-

da a Pitégoras, no debe confundirse con
la teoria general de Eudoxio, que viene ex-
puesta en el libro V de Euclides; asi mis-
mo, el contenido de los libros X, XI y XII
es obra principalmente de los sucesores de
Platén.

Muy pocas noticias nos quedan de esa
época: los Comentarios sobre Euclides, de
Proclo; algunos fragmentos consignados
en los didlogos de Platén; varias referen-
cias de Aristételes; . .. Se han perdido los
libros del astrénomo Filolao, los de Hipé-
crates de Quio, uno de los primeros en en-
sayar la cuadratura del circulo; los de
Ledn y Teudios de Magnesia; la gran His-
toria de la Geometria de Budemo, de
quien suponen que Proclo tomé su infor-
macién sobre los gedmetras anteriores a
Euclides.

Terminemos esta nota mencionando el
"Fragmento de Eudemo”, siglo IV a. de
1.C., reproducido por Simplicio, que tra-
ta de las “lunas” de Hipécrates y su teo-
rema sobre la duplicacién del cubo: Du-
plicar el cubo equivale a encontrar dos
medias proporcionales, en proporcién
continua, entre el lado L del cubo dado
y su doble, 2L. En este teorema de Hipé-
crates se basa el método de Menecmo pa-
ra duplicar el cubo por medio de la para-
bola. El tercer problema famoso, trisectar
el &ngulo, se resuelve mediante la cuadra-
triz de Hipias, que se utiliza también pa-
ra rectificar la circunferencia y cuadrar el
circulo. Véase T.L. Heath: Manual of
Greek Mathematics, pags. 121-131, pégs.
143-160.
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