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El tetrarius:

un ejemplo de
superficies recursivas
en el espacio®

—

Introduccion

Lo que sigue es el resultado de una ex-
perimentacién con computadora (ordena-
dor) que hace tiempo iniciamos con la
construccion y estudio de las curvas recur-
sivas planas. De éstas las mas conocidas
son las de Hilbert y Sierpinski, pero hay
otras como las curvas “'serpenteantes” de
Gosper y el “copo de nieve”.

Pronto se nos ocurrié hacer una cosa
parecida en el espacio tridimensional y de
este modo nos planteamos la siguiente si-
tuacion:

Sea un tetraedro. Dividimos cada una
de sus caras en cuatro tridngulos iguales
a partir del punto medio de los lados. Sus-
tituimos ahora el tridngulo central por un
tetraedro de aristas iguales a la mitad de
la del tetraedro inicial (Figura 1).

FIGURA 1

* Este articulo fue publicado por primera vez en catalanen el Butlle-
ti de la Seccié de Matematiques de la Societat Catalana de Ciencies en el
No. 17 de diciembre de 1984.

Cada cara del antiguo tetraedro da lu-
gar a 6 nuevos tridngulos equilateros a los
que se puede aplicar de nuevo la anterior
construccién. Y asi “ad infinitum”. A ca-
da una de estas superficies la llamamos un
“etrarius”, siendo el tetraedro inicial el
tetrarius de orden 0 y asi sucesivamente.

Resulto finalmente que en un sentido
bien definido —pero no formalizado—, en
el infinito los tetrarius se convierten en un
cubo en el cual las diagonales de sus ca-
ras son las aristas del tetraedro inicial. Este
es el resultado que presentamos aqui.

El cubo como limite de tetrarius

Lo que afirmamos es que en un senti-
do informal, el cubo es el limite de te-
trarius.

Sea T, el tetrarius de orden n.
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Sea C el cubo en el que cada una de
las diagonales de sus caras es arista del te-
traedro inicial T,.

Teorema. limT, = C. :

Sea a, una arista cualquiera de un te-
traedro cualquiera que forma parte de
T,. Sean ¢y, y ¢, las dos caras adyacen-
tes a ay. Indiquemos por T'Y el tetraedro

. al que pertenece a,. Afirmamos que la
arista a5, que pertenece a T, | que pasa
por m,; y la arista ag, estén en linea recta
y son coplanarias con a, (Figura 2).

FIGURA 2

En efecto, a, y a;, determinan un pla-
no 7. Consideremos ahora la Figura 3. «
indica el 4ngulo que forma una arista con
el plano de una cara del tetraedro y 8 el
dngulo diedro de dos caras del tetraedro.
Tenemos que 2o + § = 180°.

FIGURA 3

Ademds, a,, es perpendicular a a, ya
que en el tetraedro la altura va al centro
de la base y éste es también el centro de
o, de forma que el plano 7" determinado

POr &g Y U proyeccion en ¢y, es perpen-
dicular a la arista a, (Figura 4).

FIGURA 4

Por tanto, de acuerdo con la Figura 53,
tenemos que a,, es coplanaria con a, v
ao;, Y puesto que también a,, es perpen-
dicular a ay, resulta que ag, y ay, estén
alineadas.
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FIGURA §

Aplicando el argumento anterior a ay,
tenemos que ag;; y ag;; estdn alineadas y
son coplanarias con ag, .

Ya hemos dicho que el plano 7' (Figu-
ra 6) es perpendicular a a, y ademd4s es
un plano bisector del diedro del tetraedro
T,,.°. Por tanto, el dngulo de a,, con *
esa + (/2 = 90°. Asi que no séloay; y
a2 son coplanarias con ag; sino también
con ag.

A partir de aqui, vemos que ay;;; ¥
)12 son coplanarias con ag); ¥y a,, pla-
no que también contiene a a,. Asf que a,,
@01+ doz. dar+ do12+ Qo1+ Aoz, Aorit ¢ Qolizs
agi21+ doiz2s - - -, etc., estdn todas en un
mismo plano.
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FIGURA 6
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Cada arista es la mitad de la anterior
y es perpendicular a la anterior en el punto

medio (Figura 7).
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FIGURA 7

Por un argumento parecido resulta que
las aristas de los demds tetraedros cons-
truidos sobre ¢y, estdn también en el ‘mis-
mo plano’, ya que el dngulo que forman
con ¢y, es el mismo que el que forma ag, .

De esta forma tenemos que cada arista
de T, da lugar a una configuracién plana
del tipo a) de la Figura 8. Configuracio-
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FIGURA 8

nes que, en el limite, dan un cuadrado que
tiene por diagonal la arista inicial a5. Ca-
da una de las 6 aristas de T da lugar a un
cuadrado.

Ahora bien, el plano 7 determinado
por a, Y ag . Y €l plano 7’ determinado
por a, Y ag, tienen los puntos M y N en
comun (Figura 9). De hecho, los tres pla-
nosw, 7' y 7 forman un triedro con vér-
tice en N. En consecuencia en conjunto se
forma un poliedro de 6 caras cuadradas
y por tanto un cubo que encierra a T, pa-
ra cualquier n.

FIGURA 9

Supongamos que en el limite, queda al-
guna regién del espacio interior al cubo
sin llenar. Si en la frontera de esta region
hay un trozo de cara de algun tetraedro,
en algin momento del proceso este trozo
serd cubierto —total o parcialmente— por

- un nuevo tetraedro de nivel inferior, ya

gue dada una cara el recubrimiento por
tetraedros es total (Figura 10).

La unica posibilidad es que la frontera
de esta region esté formada exclusivamen-
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FIGURA 10

te por aristas de tetraedros. (Observemos
de acuerdo con ésto, que el cubo limite
C tiene sus caras formadas exclusivamente
por aristas de tetraedros.)

Clasifiquemos en cada paso las aristas
de la siguiente forma: cuando pegquemos
un nuevo tetraedro, las aristas de la base
serdn de clase 1 y las demés de clase 2 (Fi-
gura 11).

FIGURA 11

Fijémonos en una arista de clase 1. En
los tetrarius siguientes esta arista daré lu-
gar a una configuracién b) (Figura 8) res-
pecto al tridngulo A y a otra configuracién
b) respecto al tridngulo B. Pero estas dos
configuraciones se superponen y no de-
jan espacio entre ellas, yaque 2o + 8 =

FIGURA 12

180° (Figura 12). Asi que por este lado no
hay agujeros. A estas aristas las llamamos
de clase IN.

Respecto a una arista 2, podemos en-
contrarnos con que provenga de alguna
de clase IN anterior o no. (Una arista pro-
viene de otra si uno de los vértices de la
primera es el punto medio de la sequnda.)
Si es asi, también la arista de clase 2 sera
de clase IN, si no es asi, serd de clase EX
(formada inicialmente por las aristas de
T,). La Figura 13 muestra que una arista
de clase 2 serd EX si y sélo si proviene de
una anterior de clase EX. Pero es caro que
las aristas de clase EX estén todas ellas en
las caras del cubo.

FIGURA I3

En conclusién, no hay regiones interio-
res al cubo no cubiertas por los tetrarius.
Dicho de otra forma, dada una regién D
interior a C, se tiene D C lim T, .

Queda aun la posibilidad de que se
produzcan solapamientos. Pero un senci-
llo célculo muestra que el limite de V7,
(volumen del tetrarius de orden n) es igual
a V. (volumen del cubo) y por tanto T, es
una “teselacién” de C.

Una representacién gréfica de lo que
se discutié anteriormente aparece en las
Figuras 14 y 15.

"En la primera se muestran unas etapas
en la evolucién de una de las caras de T,,.
Es una imagen obtenida por computadora.

En la Figura 15 se muestra el proceso
de transformacién del tetraedro en el cu-
bo a través de los tetrarius.
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FIGURA 14
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FIGURA 15



