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La propiedad de
densidad,
caracteristicas
de su aprendizaje
y conclusiones
para la ensenanza

Resumen

En este trabajo presentamos los resul-
tados obtenidos en la investigacién sobre
la representacion, adquisicién y utilizacién
del concepto de densidad en los niveles
de ensenanza media y universitaria. El es-
tudio se restringio a la propiedad de den-
sidad de los conjuntos “en si mismos”, ya
que la propiedad de densidad referida a
los conjuntos como subconjuntos propios
es cognitivamente mds compleja y requie-
re incluir otras variables que sugieren la
conveniencia de un estudio por etapas.

Resumimos aqui las caracteristicas del
aprendizaje de dicho concepto y particu-
laridades de tres momentos del mismo: ini-
cial, intermedio y final. Mostramos la
interaccién con otros elementos como la
constitucion de clases algebraicas de nu-
meros y la representacion interna de las
operaciones; asi como la influencia de és-

tos como elementos determinantes y de
control de la conducta. Por ultime, pro-
ponemos —en calidad de recomendacio-
nes— algunas aplicaciones didacticas pa-
ra la ensefianza de dicho concepto.

Fundamentacién
El interés de un estudio cognitivo del
concepto de densidad reside en que éste
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se encuentra ligado légica y psicolégica-
mente a diversos conceptos y tipos de pro-
blemas importantes tales como el concepto
de infinito, la topologia de la recta, y el
estudio de funciones. Al ser una de las pri-
meras nociones en adquirirse de las que
se encuentran ligadas al concepto de infi-
nito, acarrea todas las contradicciones, la
inestabilidad y las irfconsistencias propias
de la formacién de este ultimo. Ademas,
lleva a menudo a situaciones paradojales,
especialmente aquéllas en las que se po-
nen en juego la confrontacién entre lo in-
tuitivo (ligado a la percepcién), y lo formal
(Alvarez, Panizza, 1989; 1989(a)).

Deberd notarse que hablamos de re-
cuperacién y utilizacién de la propiedad
de densidad en una tarea concreta, més
que de haber adquirido tal propiedad. Ello
se debe a que se trata de dos categorias
distintas: si un sujeto puede recuperar y
utilizar la propiedad de densidad sequra-
mente la tiene representada internamente
de alguna manera, pero la reciproca no
es cierta.

Estas dos categorias son equivalentes
cuando el dominio se ha constituido en su
totalidad y tiene la estabilidad caracteris-

tica del experto. Utilizamos la capacidad

de recuperacién y utilizacién como un ele-
mento para estimar la adquisicién del
concepto.

Metodologia

Debido a la inexistencia de investiga-
ciones previas en este dominio especifico,
la naturaleza de este trabajo es eminente-
mente exploratoria. El disefio experimen-
tal se ha restringido al control de unas po-
cas variables y a una variacién planificadz
pero no sistemdtica de ciertas caracteris-
ticas del dominio conceptual. Un estudio
experimental confirmatorio sobre una
muestra de 400 sujetos se halla actualmen-
te en andlisis estadistico, el que, prelimi-
narmente, confirma lo aqui expuesto.

Se presentaron dos tareas de distinta
complejidad a tres grupos de sujetos: uno
de escuela media y dos universitarios (an-
tes y después de cursar la materia Andli-
sis Matemadtico). Las mismas tareas se ad-

ministraron en forma individual a un
grupo menor de sujetos de escuela media
y universitarios grabando su conducta ver-
bal, y con cierta interaccién controlada
con el experimentador.

El tratamiento de los datos fue de tipo
cualitativo: se analizaron las respuestas
buscando determinar unidades significa-
tivas (de conocimiento, reglas de opera-
cidn, representacién de objetos y concep-
tos, etc.). Se puso especial énfasis en el
analisis de los errores procesales y de con-
tenido y de la compatibilidad de las res-
puestas registradas en forma oral y escrita.

Resultados

Al tratar de determinar las caracteris-
ticas de aprendizaje del concepto de den-
sidad, se encuentra que éste esta ligado,
cognitivamente, a un conjunto de otros
elementos cuya importancia no es conve-
niente soslayar. Por ese motivo, hemos es-
tudiado la interaccién de la nocién de den-
sidad con dichos elementos: la constitucién
de clases algebraicas de niimeros, la repre-
sentacién interna de los nimeros basada en
aspectos superficiales como la notacién y
la representacién de operaciones; y tam-
bién la influencia de estos elementos como
determinantes de patrones particulares de
respuestas y como elementos de control de
la conducta. Hemos resumido las caracte-
risticas generales propias de tres momen-
tos del aprendizaje: inicial, intermedio, y
final. Para el detalle de la experiencia, an4-
lisis e interpretacién de los datos ver Pa-
nizza, Alvarez (1987).

Estado inicial

Por los estudios realizados, podemos
decir que el espacio cognitivo en el esta-
do inicial (relativo a los conceptos aqui es-
tudiados), tiene ciertas caracteristicas de
“superficialidad”, hecho caracteristico de
lo que los psicélogos cognitivos denomi-
nan el sujeto novicio. (En este estado se
encuentran, generalmente los sujetos de
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escuela secundaria, y los que ingresan a
la universidad).

En los sujetos entrevistados, los nime-
ros son agrupados en clases ad hoc, que
no responden a criterios abstractos, p.e.
las fracciones con denominador de un di-
gito, o las fracciones con denominador
cinco, o los decimales con dos nimeros
después de la coma, o los decimales con
infinitos nimeros después de la coma, etc.
Estas clases se definen por caracteristicas
perceptuales obvias asi como por las “ope-
raciones”! a las que dichas clases pueden
ser sometidas. Dicho de otra manera, los
numeros de una clase son numeros de de-
terminada “forma”, y las propiedades de-
finitorias de los mismos son las de poder
ser sometidos a ciertas “operaciones”. Si
bien existen factores psicoldgicos genera-
les que permitirian justificar este énfasis
inicial en lo operatorio, es posible que la
presentacion habitual (escolar) de los nu-
meros de manera constructiva a partir de
N, de modo que cada conjunto es presen-
tado cerrando una operacién particular,
tenga alguna influencia.

Por otra parte, cabe destacar que por
diversas razones los sujetos no parecen
operar con la misma facilidad con distin-
tos tipos de notacién: operan més facil-
mente con racionales en notacién decimal
que con racionales en notacién fracciona-
ria, con racionales en general mas facil-
mente que con irracionales, y con irracio-
nales cuya notacién facilita la actualiza-
cién de una operacién aplicada a un nu-
mero de una clase ya constituida
cognitivamente (p.e. V2) que con los irra-
cionales presentados con una letra grie-
ga (p.e. 7).

Para la mayoria de los sujetos que se
encuentran en esta etapa, las propiedades
mds abstractas de los nimeros, como la de
densidad, son nociones no intuitivas y di-
ficiles de asociar con conjuntos numéricos
particulares, a los que definen superficial
y operatoriamente seqgun hemos descrito.2

Estas caracteristicas del espacio cogni-
tivo inicial son factores determinantes de
la interpretacién de algunos tipos de pro-
blemas y su intento de resolucién: en esta
primera etapa estos problemas son inter-
pretados de modo de que la respuesta re-
sulte de “operar” sobre algunos mimeros.

En este primer estado entonces, los su-
jetos entrevistados raramente recuperan o
utilizan la propiedad de densidad. Esta y
cualquier otra respuesta a un problema,
que implique la recuperacién de informa-
cién declarativa asociada a clases alge-
braicas de nimeros se encuentra notable-
mente dificultada. La tendencia es a
responder o a intentar responder “operan-
do” sobre los datos, sin preocupacién por
la validez general de la respuesta, o inclu-
so su validez en ese caso particular.

Estado experto

En el otro extremo, el estado caracte-
ristico del experto, el dominio cognitivo
estd organizado de un modo cualitativa-
mente distinto. Tienen aqui importancia
fundamental las propiedades abstractas,
las que constituyen un factor organizador
principal del espacio cognitivo. Las cla-
ses algebraicas de numeros se definen por
sus propiedades. Los problemas son repre-
sentados y resueltos de modo de que di-
chas propiedades sean los elementos de-
finitorios de la estrategia de resolucién y
de la solucién buscada. Los tipos de pro-
blemas frecuentes en un dominio son cla-
sificados seguin dichas nociones, no segun
caracteristicas superficiales.

El estado experto se caracteriza tam-
bién por un conjunto de estrategias meta-
cognitivas —es decir estrategias que or-
ganizan su trabajo en el dominio
especifico, y no son necesariamente per-
tenecientes al mismo. Dos de estas estra-
tegias se destacan especialmente al com-
pararlas con la conducta propia de los
estados inicial e intermedios:

— el experto utiliza a las propiedades
que caracterizan a los conjuntos numeéri-
cos como elementos de control fundamen-
tal de la conducta: cualquier resultado in-
termedio obtenido es inmediatamente
rechazado y otro camino intentado si di-
cho resultado es inconsistente o contradi-
ce a alguna de dichas propiedades; esto
da al dominio en conjunto su caracteristi-
ca consistencia.



M ;. 18 ® EDUCACION MATEMATICA B Vol. 2 - No. 3 e Diciembre 1990 M © GEI B

— el experto utiliza una estrategia
heuristica de eleccién de la clase numé-
rica mayor que posea determinadas pro-
piedades. Este es un factor de economia
de su conducta, que le permite trabajar
con la mayor generalidad posible~en un
dominio dado.

Respecto al concepto que aqui nos ocu-
pa, los expertos responden a los proble-
mas dados recuperando y utilizando la
propiedad de densidad, declarativamen-
te representada y asociada a las clases al-
gebraicas “estdndar”.

Estados intermedios

En las experiencias realizadas hemos
observado un conjunto de estados inter-
medios. Como tales, son estados inesta-
bles, con elementos frecuentemente con-
tradictorios que dan origen a respuestas
inconsistentes, rdpidamente cambiantes,
sensibles a aspectos no esenciales del pro-
blema o a los objetos involucrados. Estas
respuestas son muchas veces dificilmente
interpretables si no se tiene una descrip-
cién clara de los estados intermedios po-
sibles y sus particularidades.

La posibilidad de recuperacién y/o uti-
lizacién de la propiedad de densidad es
sensible o depende en estos estados fun-
damentalmente de dos factores: los ele-
mentos (tipos de niimeros) involucrados en
un problema dado y la complejidad de di-
cho problema.

Es nuestra hipétesis que estos estados
intermedios constituyen distintos momen-
tos en el aprendizaje del concepto de den-
sidad y en la reestructuracién del domi-
nio de representacién de los nimeros.

En estos estados, parecen coexistir dos
representaciones, o mas bien, dos tenden-
cias de respuesta: una “operatoria” (la an-
tiqua) y otra vinculada con propiedades
mds abstractas. En el proceso de apren-
dizaje, la representacién “operatoria”, sin
desaparecer, pasa a tener paulatinamen-
te un rol secundario frente a los aspectos

mads abstractos y caracteristicos del domi-
nio, los que se van transformando en ele-
mentos de control de la conducta. Esa
competencia entre dos modalidades de re-
presentacion y luego la subordinacién de
una de ellas a la otra se observa primero
en los racionales con notacién decimal y
luego en los racionales con notacién frac-
cionaria. Por ejemplo, un sujeto tipico sue-
le decir “entre 0.6 y 0.8 hay infinitos nu-
meros, porque entre dos racionales hay
infinitos racionales” {evidenciando que
posee la propiedad de densidad represen-
tada “declarativamente”), y, por otra par-
te, “entre 6/10 y 8/10 hay un nimero, el
7/10" (respuesta “operatoria”).

Asimismo, hemos observado que la di-
ficultad para operar con ciertas notacio-
nes inhibe la conducta “operatoria” (ob-
servada en otros casos) v la respuesta hace
suponer (erréneamente) la utilizacién de
la propiedad de densidad: p.e. un sujeto
tipico diria: el siguiente de V2 no existe,
pero en realidad por que "la cantidad de
cifras no estd determinada, entonces no se
puede agregar un digito a la dltima cifra”
(respuesta “operatoria” inhibida).

Aparentemente, por otra parte, la ope-
ratoria con la notacién decimal (si la ex-
presion es finita) posee ciertas caracteris-
ticas superficiales, que hacen mds
evidente o facilitan una aproximacién al
concepto de densidad, a partir de la “ope-
racién” virtual de agregacién de infinitas
cifras a continuacién del ultimo decimal.
No ocurre lo mismo con la notacién frac-
cionaria.

Respecto de la influencia de la comple-
jidad del problema, una de las conductas
caracteristicas de estos estados es la ca-
pacidad de recuperacién y utilizacién de
la propiedad de densidad en una tarea in-
mediata a la formulacion de la misma (que
requiere solamente tenerla representada
declarativamente) pero no en tareas mds
complejas {en las que se requiera o bien
tenerla ligada a tipos de problemas, o bien
poner en marcha un mecanismo inferen-
cial en el que la actualizacién de la pro-
piedad de densidad es uno de los pasos
intermedios). En estas tareas mds comple-
jas, la respuesta “operatoria” persiste més
tiempo durante el proceso de aprendiza-
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je: Muchos sujetos que son capaces de de-
cir gue entre dos racionales hay infinitos
racionales, y que entre dos irracionales
hay infinitos irracionales, construyen “'si-
guientes” para ambos tipos de numeros
(tarea mds compleja). Por ejemplo, una
conducta tipica en los sujetos entrevista-
dos arroja las siguientes respuestas: “en-
tre\O 6 y 0,8 hay infinitos nimeros” 'Y lue-
go, “'el siguiente de 0,6 es O 7": & "entre
V2 y Pi hay infinitos nimeros”, y luego, “el
/_gu1ente de V2 es V3" (o “el siguiente de
2esV2...1").

Las diferencias de respuestas ante pro-
blemas de diferente complejidad y utili-
zando distintas clases de datos (clases y ti-
pos de numeros) parece responder a
distintas etapas en el aprendizaje del con-
cepto de densidad. En cada una de ellas
es posible utilizar y/o recuperar la propie-
dad de densidad en algunos casos y en
otros no. Problemas equivalentes para el
experto son totalmente diferentes para los
sujetos.

Otro factor perturbador del aprendiza-
je del concepto de densidad estd siendo
estudiado por nosotros en contextos dife-
rentes. Hemos observado a través de otras
experiencias que en los sujetos coexisten
naturalmente dos representaciones, una
numérica v otra geométrica de la recta. Es-
to se mostrard en Alvarez, Panizza
(1989(a)). Por ejemplo, ante una de las for-
mulaciones de la paradoja de Zendn, un su-
jeto tipico contesta “'si va por la recta si
llega, si va por los mimeros no”. En el con-
texto de este trabajo deseamos destacar que
cognitivamente ambos tipos de represen-
tacion (algebraica y geométrica) suelen ser
categorias no integradas.

Resumimos de esta manera las carac-
teristicas fundamentales del proceso de
adquisicién de la propiedad de densidad:

a) La propiedad de densidad es adqui-
rida y asociada a clases de nimeros. Ini-
cialmente es asociada a conjuntos numé-
ricos “superficiales” (notacionales). Mas
adelante, a medida que se establecen las
clases numéricas algebraicas con sus pro-
piedades abstractas, la propiedad de den-
sidad es asociada a dichas clases numé-
ricas.

b) Los aprendices acceden a la propie-
dad de densidad (de modo confiable) s6-
lo en la medida en que las clases algebrai-
cas han sido construidas y los aspectos
operatorios en las representaciones.de los
nuimeros han sido debidamente inhibidos
o colocados en segundo plano.

c) Existen propiedades, “operaciones”,
numeros y formas de representacién que
facilitan la construccién de una primera
versién de densidad, por ejemplo los nu-
meros racionales, en notacién decimal (si
la expresién es finita) con la operacién vir-
tual de continuar agregando nimeros a su
parte decimal.

d) Algunas propiedades, “operacio-
nes”, nimeros y formas de representacién
de los mismos facilitan la construccion de
la propiedad de densidad pero a través de
una via més indirecta. En la medida en
que a los sujetos se les hace mds dificil
operar con los numeros fraccionarios, y
con los irracionales, la respuesta opera-
toria es inhibida y la propiedad de densi-
dad tiene més oportunidad de ser utiliza-
da (y presumiblemente reforzada,
actuando esto sobre su adquisicién).

e) Algunas propiedades, numeros y
“operaciones” pueden tener efecto nega-
tivo o interferir en la adquisicién del con-
cepto de densidad: una utilizacién opera-
toria del concepto de numero periédico o
la definicién de los irracionales a través
de su expresién infinita no periéddica lle-
va a confundir la existencia de infinitos nu-
meros en cualquier intervalo dado con la
infinitud de la expresidn, periédica o no
periédica.

Todo esto permite explicar y predecir
la conducta de los sujetos y sugiere algu-
nas aplicaciones didécticas a la ensefian-
za del concepto de densidad que ahora en-
cararemos.

Aplicaciones

Presentamos algunas recomendaciones
para el enfoque de la ensenanza del con-
cepto de densidad, en especial sobre el or-



W i 20 W EDUCACION MATEMATICA B Vol. 2 - No. 3 @ Diciembre 1990 M © GE! M

den de presentacién de los contenidos y
las tareas a realizar por los alumnos:

I. Ordenar los contenidos y tareas seqgin su ac-
cesibilidad psicolégica y el desarrollo evo-
lutivo. -

Algunos autores proponen la introduc-
cién de los nimeros como decimales infi-
nitos (Lax, Burstein, Lax, 1976), (Steiner,
1984). Deseamos destacar las ventajas que
este enfoque ofrece, desde el punto de vis-
ta cognoscitivo, sequn los resultados de
nuestra investigacion: i) no requiere la ca-
pacidad de abstraccion necesaria para la
comprensidn de la presentacion que par-
te de R como cuerpo arquimedianc com-
pleto; ii) no tiene las dificultades que pro-
vienen del enfoque “constructivo” a partir
de N, que dificulta la adquisicién de con-
ceptos como el de densidad al favorecer la
atribucién de propiedades por ejemplo de
Z a Q, por generalizacién; iii) aprovecha
la facilitacién que la notacién decimal, co-
mo hemos descrito, ofrece para acceder a
la propiedad de densidad.

Por otra parte, es habitual como estra-
tegia did4ctica, agregar a la presentacién
de los distintos conjuntos numéricos como
estructuras algebraicas, una representa-
cién geométrica, lo que favorece la adqui-
sicién de las propiedades de orden, en
particular la de densidad. Esto resulta util
en tanto a distintas representaciones los su-
jetos asocian distintas operaciones, tareas,
y problemas, y en consecuencia cada una
favorece un aspecto del aprendizaje. En
este trabajo hemos destacado que cogni-
tivamente ambos tipos de representacién
(algebraica y geométrica) suelen ser ca-
tegorias no integradas. Una evidencia de
ello es que los sujetos suelan dar respues-
tas inconsistentes a un mismo problema,
segun si es resuelto “por los numeros”, o
“por la recta”. Nuestra propuesta es que
se trabaje sobre la integracién de ambas
representaciones (por ejemplo a partir de
la contradiccién).

Asimismo, consideramos que es conve-
niente intentar afianzar primeramente los
conceptos que caracterizan a los distintos
conjuntos numéricos como estructuras al-
gebraicas; presentar la nocién de densi-
dad en Q a través de problemas concre-
tos e inducir a los alumnos a formular y

demostrar la propiedad; interpretar la pro-
piedad de densidad de los racionales a tra-
vés de problemas numeéricos y geométri-
cos, preparandolos para la propiedad de
densidad de este conjunto como subcon-
junto de los reales (el conjunto de los nu-
meros reales se adquiere en uliimo térmi-
no y la capacidad légica involucrada es
muy superior en este caso).

II. Controlar las interpretaciones debidas a una
adquisicién incompleta de conceptos cer-
canos y a las representaciones superficia-
les de los nimeros.

Hemos sefialado algunas influencias
perturbadoras del concepto de infinito, y
los asociados a él, como nimero periédi-
co, sucesidn, etc. en tanto no se han ad-
quirido en su forma final. Sugerimos el
planteo de tareas que provoquen en la
conducta del sujeto respuestas inconsis-
tentes que él mismo pueda percibir, con-
trastar y revisar. Esas tareas deberian con-
tribuir a discriminar los aspectos
esenciales del concepto de densidad de
aquéllos que subyacen pero que deben ser
adquiridos con anterioridad.

A fin de contribuir a disminuir los efec-
tos negativos que provocan las represen-
taciones “operatoriamente basadas”, su-
gerimos p.e.: i) proponer tareas que
involucren a la nocién de densidad a tra-
vés de numeros que por sus aspectos su-
perficiales inhiben respuestas operatorias
gue contradicen la propiedad; ii) propo-
ner tareas de construccién de sucesiones
infinitas de niumeros en intervalos que re-
presenten el mismo conjunto pero presen-
tando los extremos con distinta notacion;
iii) inducir al alumno a la determinacién
de la equivalencia de leyes de construc-
cién de las sucesiones para las distintas no-
taciones; iv) inducir a hacer generaliza-
ciones que se refieran a densidad.

III. Utilizar los errores y las situaciones para-
dojales como fuente para una conduccién
personalizada del aprendizaje.

Hemos visto el significado de diferen-
tes tipos de error en la resolucién de pro-
blemas, debidos a: la representacion de
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nimeros (operatoria, geométrica, alge-
braica, por tipos, etc.); la representacion
de otras nociones (infinito, determinado,
y otras). Ello sugiere la utilizacién del
error como elemento de diagnéstico. En
ese orden de ideas, proponemos:

1) Presentar diferentes situaciones pro-
blemédticas que involucren a la nocién de
densidad, teniendo cuidado de ser ex-
haustivos de acuerdo con los criterios que
sequn el sujeto que aprende constituyen
tareas distintas (diferentes notaciones, di-
ferentes enfoques en la presentacién de los
numeros, tareas cercanas desde el punto
de vista l6gico pero no desde el punto de
vista psicolégico, etc.). Pensamos que esto
puede actuar sobre la adquisicién de la
nocidn, al operar sobre la habilidad de ser
recuperada en los contextos correctos de
su utilizacién (Panizza, Alvarez, 1987).

2) Ayudar al alumno a tomar concien-
cia de dichos errores, sus causas e mte-
raccioén con otros dominios.

IV. Favorecer el aprendizaje de estrategias
cognitivas y metacognitivas.

Por ultimo, proponemos la ensefianza
explicita de las estrategias cognitivas y
metacognitivas propias de la conducta ex-
perta, a fin de que las mismas sean apren-
dibles, controlables y revisables. Opina-
mos gque dichas estrategias deben ser
incluidas en los curricula escolares y uni-
versitarios, dade que aprender involucra
no sélo adquirir conocimientos del domi-
nio especifico, sino también estrategias de
resolucién de problemas y de control de
la conducta.

Notas:

1. Cabe destacar que los sujetos realizan dos tipos de ope-
raciones: las operaciones habituales de suma y producto, y otras
que surgen de la interpretacién particular que el sujeto hace de
una tarea concreta, la representacién interna de los nuimeros,
etc. (las mismas pueden coincidir, o no, con las operaciones ha-
bituales). Para distinguir ambas acepciones, en este trabajo es-
cribimos entre comillas “operacién”, u "operatoria”, al referirnos
al segundo sentido.

2. Pensamos que, en este sentido, la presentacién construc-
tiva de los niimeros también influye —de manera subyacente—,
al convertirse en solidaria de la atribucién de todas las caracte-
risticas de un conjunto al conjunto siguiente (por ejemplo, la no
densidad).

3. Agradecemos la valiosa colaboracion de Denise Najma-
novich.

4. Este trabajo de investigacién fue subsidiado por el CO-
NICET (PID0384/85).
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