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Representaciones
de la sucesion
de Fibonacci

1. Introduccion

Una de las sucesiones mas conocidas
en computacion, y mds especificamente
para ejemplificar la construccién de algo-
ritmos en donde estd involucrado el con-
cepto de recursién, es la sucesién deno-
minada sucesidn de Fibonacci, la cual estd
definida como sigue (Gersting, 1987) (en
lo sucesivo denotaremos por N al conjun-
to de los nimeros naturales, por R al con-
junto de los numeros reales y por C al con-
junto de los numeros complejos).

Definicién 1.1 La sucesién de Fibonacci
es una funcion F ! N = N definida por

F(l) =1, (L.
F(2) =1, (1.2)

F(n) = F(n-1) + F(n - 2);
sin > 2. (1.3)

La sucesién de Fibonacci se encuentra
por primera vez en el libro Liber Abaci
(1202) cuyo autor es Fibonacci. En este li-
bro el autor se hace la siguiente pregun-
ta: ¢ Cuéntas parejas de conejos habré des-
pués de un ano, si al comienzo hay solo
una pareja y sabemos que cada una pro-
duce, al mes, una nueva pareja, la cual
se vuelve productiva al mes suponiendo
gue no existe mortandad entre los cone-
jos? Para saber la cantidad de conejos que
habréd después de cierto tiempo es nece-
sario analizar las expresiones dadas en la
Definicién 1.1.

Puesto que la expresion (1.3) se refie-
re a versiones anteriores de ella misma es
facil calcular los primeros elementos de la
sucesion: 1,1, 2, 3,5, 8, ---. Sin embar-
go, si por alguna razén deseamos cono-
cer el elemento F(5000) esta definicion ya
no es muy util debido a que es necesario
conocer los 4999 elementos anteriores,
que se convierte en un cdlculo muy tedioso
si no se cuenta con una computadora que
pueda realizar tal cdlculo.

En el presente articulo haremos un es-
tudio de la sucesién de Fibonacci el cual
nos conducird, por un lado, a construir
una expresién “cerrada’ de esta sucesién,
i.e., una expresién gue permita conocer
cualquier elemento de la sucesién sin co-
nocer los elementos precedentes y de una
forma mds rapida, y por otro lado nos lle-
vard a construir, usando técnicas de va-
riable compleja, una representacién inte-
gral de esta sucesion.

2. La ecuacion en

diferencias de Fibonacci

Haciendo referencia a la Definicién
1.1, la sucesién de Fibonacci se puede
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reescribir como

Fin)-F(n-1-F(n-2) =0,
(2.1)

(2.2)
(2.3)

F(l) = 1-
F(2)=1.

La ecuacion (2.1) representa, desde el
punto de vista de la Teoria de Ecuaciones
en Diferencias, una ecuacidn en diferen-
cias lineal homogénea de sequndo orden
con coeficientes constantes (MicVens,
1987) sujeta a las condiciones iniciales
(2.2) v (2.3). Alaecuacién (2.1) la llama-
remos ecuacion en diferencias de Fibonac-
ci. Esta ecuacién admite una solucién de
la forma (MicVens, 1987)

F(n) = rn, (2.4)
donde r es en general elemento de C.

Sustituyendo la solucién (2.4) en la
ecuacién (2.1) se llega al siguiente poli-
nomio de segundo orden (polinomio ca-
racteristico de la ecuacién de Fibonacci):

ri-r-1=0; (2.5)
cuyas soluciones. estdn dadas por
ri, = [1x(5)%)2 (2.6)

Debido a la linealidad de la ecuacién
(2.1), la solucién mds general es una com-
binacién lineal de las soluciones ante-
riores:

F(n) = Ar? + Brj.

Las constantes A y B se determinan a
partir de las condiciones (2.2) y (2.3). En
efecto, las condiciones (2.2), (2.3) y la ex-
presion (2.7) nos conducen al siguiente
sistema de ecuaciones

1
1

Ar, + Br,

Ar} + Br?

cuya solucién es A = (§)™ y B =
-5y,

De esta forma una expresién alternati-
va para la sucesién de Fibonacci es

(2.7

Fo) = @ L2000

- (5" (1 "2()15)]/’]" .

n €N. (2.8)
Notemos que la expresién (2.8) permi-
te calcular, para cualquier valor den €N,
los elementos de la sucesién de Fibonac-
ci sin calcular los elementos procedentes.
De esta forma hemos demostrado el si-
guiente lema.

Lema 2.1. La sucesién de Fibonacci defi-
nida por las expresiones (1.1)-(1.3) es
equivalente a la sucesion dada por la ex-
presion (2.8), para toda n € N.

3. Representacion integral de
la sucesion de Fibonacci
El polinomio caracteristico (2.5) se pue-
de visualizar como el polinomio caracte-
ristico de la siguiente ecuacién diferencial
lineal de sequndo orden:
f'2)-f2)-1f(z) = 0; (3.1
donde z € C. Debido a la linealidad de la
ecuacién (3.1), la solucién més general es:

f(z) = Gexplr;z) +

+ Hexp(ryz). (3.2)

Si imponemos a la ecuacién (3.1) las si-
guientes condiciones iniciales
f(0) = 0; f'(0) =1, (3.3
entonces G y H toman los valores (5)" y
—(5)™", respectivamente. De esta forma la
solucién particular de la ecuacién (3.1)
que satisface las condiciones (3.3) estd da-
da por

¢(z) = (5 explr,2z) +
- (5)‘f/’ exp(r,z). (3.4)

Notemos que ¢: C = C es una funcién
analitica (Murray, 1967) en todo C debi-
do a la analiticidad de la funcién exponen-
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cial. Derivando n veces ¢ con respecto de
z y evaluando en z = O se tiene que

¢@(0) = (8) ™ r7 — (5) " r3.
(3.9
Comparando la expresién (3.5) con la
expresion (2.8) se tiene que
F(n) = ¢X0). (3.6)
Por otro lado, uno de los resultados mas
importantes de la Teoria de Variable Com-
pleja es el de la Férmula Integral de
Cauchy (Murray, 1967) cuyo enunciado
es: “"sea g (z) una funcién analitica dentro
y sobre una curva simple cerrada C y «
un punto dentro de C, entonces la n-ésima
derivada de g(z) enz = « estd dada por

n! glz) dz

g"a) = T LT = a (3.7)
n=20,123, -

donde C se recorre en el sentido (contra
las manecillas del reloj) positivo”.

De esta forma si vy es un circulo de ra-
dio ¢ > O con centroenz = 0, entonces
de las expresiones (3.5), (3.6) y (3.7) la su-
cesion de Fibonacci admite una represen-
tacion integral de la forma

De esta forma el resultado principal de
este articulo se puede enunciar como
sigue:

Teorema 3.1. (Fibonacci). Las represen-
taciones para la sucesién de Fibonacci da-
das en la Definicion 1.1, en la expresién
(2.8) y en la expresién (3.8) son equiva-
lentes.

4. Conclusiones

Una de las tendencias naturales de los
estudiantes de las licenciaturas en ciencias
e ingenieria es el de querer relacionar los
conceptos v las teorias que estdn apren-
diendo en alguna asignatura con los con-
ceptos y teorias que han aprendido en
asignaturas anteriores. La relacién ante-
rior no siempre se puede dar por diversos
motivos, uno de los cuales es que el estu-
diante piensa gue una teoria avanzada sélo
sirve para resolver problemas muy com-
plejos, lo cual es erréneo.

El presente articulo es un ejemplo cla-
ro de como un problema sencillo, y de al-
guna forma “real” (como es el caso de los
conejos), involucra conceptos bésicos de
diferentes asignaturas de matemdticas. En
nuestro caso existen conceptos de recur-
sién, sucesiones, ecuaciones en diferen-
cias, ecuaciones diferenciales y variable
compleja para dar diferentes expresiones
a la solucién al problema de los conejos.

_ n! exp(r,z) — exp(r,z)
F@) = sy z" d
(3.8)
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