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Los obstaculos de la
intuicion en el aprendizaje
de procesos infinitos

Introduccién

Los conceptos matematicos vincu-
lados con el infinito y su operatividad
—en los diferentes contextos en los
cuales se presentan— muestran con-
sistentemente ser fuente de dificulta-
des y conflictos para el estudiante.

Nuestro interés se centra en el estu-
dio de posibles obstrucciones al
aprendizaje de ciertos conceptos ma-
teméaticos que presentan dificultades
para el estudiante, en particular aque-
llos relacionados con la nocién de in-
finito, con procesos infinitos o conjun-
tos infinitos.

Con el objeto principal de intentar
entender lo més posible la realidad
cognoscitiva del alumno con respec-
to a conceptos relacionados conel in-
finito, buscando asi ganar evidencia
sobre algunocs esquemas de respues-
ta gue presentan ya cierta estabilidad
y que por ello adquieren interés para
un estudio sostenido, realizamos un
trabajo de investigacién experi-
mental.

Eneste ensayoreportaremoslos re-
sultados més significativos de este
trabajo.

Marco tedrico y contexto del trabajo
En la matemaética, casi mds que en

- cualquier otro dominio, las contradic-
ciones entre las estructuras formales

de ella y las estructuras cognoscitivas
del estudiante se presentan en toda su
complejidad. Esto es cierto, también,
en el aprendizaje de conceptos mate-
madticos vinculados con el infinito.

El conocimiento mateméatico se ex-
presa en un lenguaje formal, que es
necesario para que este conocimien-
to pueda ser comunicado a la comu-
nidad sin que haya desviaciones ma-
yores en la interpretacién de su
significado, y para que sea posible tra-
bajar con él de manera estructurada.

El proceso de ensefianza tiene co-
mo objetivo comunicar este conoci-
miento. Por tanto, una ensefianza ade-
cuada debe tomar en cuenta el
problema que el alumno tiene ante si
de decodificacién del conocimiento.
No es suficiente la presentacion del
conocimiento formalizado; también es
necesario inducir el descubrimiento
por parte del alumno, lo cual facilita
la asimilacién del concepto. Es enton-
ces importante tomar en cuenta, has-
ta donde sea posible, la realidad cog-
noscitiva del estudiante, antes y
durante el aprendizaje.

Ana Isabel Sacristan Rock

Seccion Matematica Educativa
CINVESTAYV México, 1990
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La realidad cognoscitiva del estu-
diante incluye todas esas nociones va-
gas, prejuicios e intuiciones que tie-
ne el alumno con respecto al tema que
es objeto de aprendizaje (que surgen
de la experiencia particular del estu-
diante, de conocimientos previos, o
incluso del lenguaje cotidiano). Los
investigadores Tall y Vinner sefialan
lo siguiente:

... laestructura cognoscitiva en su
totalidad que colorea el significa-
dodel concepto|...} es masque una
imagen mental, ya sea pictdrica,
simbdlica o de otro tipo. Durante
los procesos mentales de recordar
y manipular un concepto, muchos
procesos relacionados se involu-
cran, afectando consciente o in-
conscientemente el significado y
uso [del concepto]. [Tall-Vinner,

1981].!

La realidad cognoscitiva del alum-
no puede, por esto, ser de gran in-
fluencia para el aprendizaje.

Entendemos el proceso de apren-
dizaje como una modificacién del
campo nocional del estudiante, rela-
cionado con un concepto o conoci-
miento (en nuestro caso matemaético).
Este campo nocional, llamado imagen
conceptual por Tall y Vinner, es des-
crito por ellos de la siguiente forma:

Usaremos el término imagen con-
ceptual para describir toda la es-
tructura cognoscitiva relacionada
al concepto, y que incluye todas las
imagenes mentales y propiedades
y procesos relacionados. Se cons-
truye a través de los afios en base
a experiencias de todo tipo, cam-
biando a medida que el individuo
se enfrenta a nuevos estimulos y
madura. [Tall, D & Vinner, S.;
1981].2

rTall, D., Vinner S. (1981) Concept image and concept de-
finition in mathematics with particular references to limits and
continuity. Educational Studies, p.271-284.

Traducida del inglés

Bédsicamente, el proceso de apren-
dizaje es el proceso de transferencia
de un concepto o conocimiento expre-
sado en lenguaje formal al campo no-
cional del alumno. Durante este pro-
ceso el alumno va asimilando,
incorporando distintos estratos de ese
conocimiento a su campo nocional, y
al mismo tiempo modificando y adap-
tando otros ya existentes.

Para que este proceso (i.e. esta
transferencia de conocimiento) sea
posible es necesaria, aunque no sufi-
ciente, la comprensién del significa-
do de la definicién formal.

Para esto se requiere la asimilacién
de varios estratos del conocimiento,
a través de una interaccion continua
entre el objeto mental y la definicién
formal, involucrando el “'uso” del co-
nocimiento.

Pero el uso de un conocimiento im-
plica también la adquisicion de una
operatividad la cual se da tanto en un
contexto no-formalizado (en el nivel
cognoscitivo) como en un contexto
formalizado (tedrico). La operatividad
de nuevos conocimientos en el nivel
cognoscitivo surge muchas veces a
partir de las operatividades de cono-
cimientos anteriores, lo cual puede ser
causa de obstruccién para un apren-
dizaje adecuado’. Resulta entonces
necesario para superar esto, esa inte-
raccién continua entre el objeto men-
tal y la definicién formal.

Es importante, por tanto, tomar en
cuenta las posibles influencias de la
realidad cognoscitiva para el apren-
dizaje. Entre ellas podemos nombrar
algunas como lo serian las nociones
espontdneas que surgen, por ejemplo,
del lenguaje cotidiano (cuando se uti-
liza un mismo vocabulario en el len-

3Un ejemplo de esto, y que forma parte de nuestro trabajo,
es lo que llamamos la transferencia de la operatividad de lo
finito a lo infinito, que incluye, por ejemplo, los intentos de
aritmetizar la cardialidad de conjuntos infinitos calcando la
operatividad de los finitos, entre otras cosas.
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guaje formal y en el cotidiano pero
que tiene un significado mucho mas
preciso, y a veces muy distinto, en €l
primer caso); también podemos con-
siderar como influencia para el apren-
dizaje la posible transferencia de un
conocimiento previo, o posiblemente
de unicamente algunos estratos espe-
cificos de cierto conocimiento, al cam-
po nocional del nuevo conocimiento.

Un aspecto subyacente comun de
todas estas posibles influencias es el
de la intuicién que nosotros conside-
ramos una parte esencial del pensa-
miento informal. La intuicién es algo
que se construye y apoya en la expe-
rienciay el conocimiento. La intuicién
puede ser una guia invaluable para
el descubrimiento de nuevo conoci-
miento (con carécter heuristico). Sin
embargo, en otros casos puede obs-
taculizar no solo la adquisicién, sino
también la construccién de un nuevo
conocimiento. En algunos casos, lain-
tuicién conduce a la busqueda de ana-
logias: el estudiante o el matemético,
al encontrarse ante nuevos conceptos
trata de asociar, comparar el nuevo
conocimiento con el ya existente den-
tro de su campo conceptual, e intenta
aplicar al nuevo conocimiento nocio-
nes referentes al anterior. Esdecir, in-
tuitivamente puede haber una trans-
ferencia de propiedades o aspectos
del conocimiento ya existente al que
se quiere incorporar.

Esto puede dar origen a una serie
de conflictos cognoscitivos cuando el
nuevo conocimiento se sale del cam-
po nocional y no encaja o incluso lle-
ga a ser contradictorio con el conoci-
miento ya existente. Cuando esto
sucede, es claro que resulta mas difi-
cil la aceptacién del nuevo objeto, y
es necesaria una reestructuracién y
ampliacién del campo nocional (pro-
ceso de asimilacién y acomodacion).

Es por esto que el matemético, aun-
que inicialmente se puede guiar por
su intuicién, necesita trabajar de ma-

nera tedrica para poder avanzar den-
tro de nuevas areas?.

El propésito de nuestro trabajo es
la determinacién de obstdculos, de ca-
racter intuitivo, que surgen de con-
flictos entre el objeto mental del estu-
diante y las definiciones formales de
conceptos mateméaticos relacionados
con el infinito. El tomar en cuenta es-
tos posibles obstdculos dentro de la
ensefianza puede ser de ayuda para
su superacion.

Este articulo reporta los resultados
de un estudio empirico hecho con es-
tudiantes que se complementa conun
anélisis histérico de los temas que tra-
tamos. El andlisis histérico es ttil pa-
ra la investigacién en educacién ma-
temética puesto que sefiala puntos de
dificultad o de conflicto en el desa-
rrollo de la matemdtica, mismos que
pueden indicar posibles obstédculos en
el aprendizaje de esos temas. En nues-
tro caso, la historia muestra una serie
de ejemplos donde aparecen muchos
delos ‘errores” y conflictos que se en-
cuentran después en los estudiantes.

Para ilustrar esto, podemos dar co-
mo ejemplo, sin aqui entrar en mu-
cho detalle, el manejo que los mate-
maticos de los siglos XVII y XVIII
hacian de las series infinitas. Aunque
desde muy temprano en la historia se
descubrié que muchas sumas infini-
tas posefan una suma (es decir, que
eran convergentes, usando lenguaje
moderno), en muchos casos se trans-
firié el manejo algebraico de las su-
mas finitas para manipular las sumas
infinitas. Esto trajo consigo muchos
problemas ya que dependiendo de
qué se hiciera con la suma se obte-
nian resultados distintos. Nuestro ob-
jetivo aqui, como ya lo sefialamos, no
es el de hacer un andlisis histérico,
pero este ejemplo es uno que muestra
claramente lo que nosotros llamamos

“Ver el ejemplo del conflicto ante la igualdad de cardinali-

dad de R y R? en Cantor.
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latransferencia de la operatividad de
lo finito a lo infinito, y que es algo que
aparece frecuentemente en los esque-
mas de respuesta de los estudiantes.

Otro ejemplo histérico que sirve de
complemento para nuestro estudio
puesto que muestra la ruptura de nue-
vos objetos matematicos con la intui-
cién (es decir la ruptura entre la defi-
nicién formal vy el objeto mental) es
el que surge en el desarrollo de la teo-
ria cantoriana de conjuntos, cuando
Cantor al encontrar matematicamen-
te, mediante su propia teoria, la igual-
dad de cardinalidad entre el plano y
la recta tiene él mismo dificultad en
aceptarlo, y lo expresa diciendo "Lo
veo, pero no lo creo”. Aqui aparece
claramente el choque entre la intui-
cién de Cantor y su propio esquema
formal.

Es importante sefialar que nuestro
trabajo se realizé dentro del contexto
de varias investigaciones que se han
estado llevando a cabo en la Seccién
de Matemaética Educativa desde hace
varios afios, y de hecho encuentra sus
origenes alli.

Descripcion del trabajo

Nuestro trabajo consistié fundamen-
talmente en dos etapas, cada una ba-
sada en la aplicacién de un cuestio-
nario. La primera etapa se basé en un
trabajo de investigacién previo reali-
zado por Patricia Salinas®, y nuestro
cuestionario contenia algunas de las
mismas preguntas que ella habia usa-
do en los suyos. El objetivo principal
de este primer cuestionario era el de
indagar sobre las nociones esponté-
neas, en un contexto no necesaria-
mente matematico, que los alumnos

Ver SALINAS, Patricia. "Obstrucciones e Imdgenes Con-
ceptuales en el Aprendizaje de los Numeros Reales”. (Tesis
para obtener el grado de M. en C. especialidad Matematica
Educativa), 1985: CINVESTAV-IPN, México.

tienen sobre los conceptos de Limite
y Correspondencia y que podrian in-
fluir en su aprendizaje dentro del con-
texto propiamente matematico.

La segunda parte tenia como obje-
tivo hacer un estudio mds especifico
del manejo del infinito por parte de
los estudiantes, en distintas 4reas de
la matemadtica, y dentro de esto ob-
servar en gué tipo de situaciones se
presenta una posible transferencia de
la operatividad de lo finito a lo infini-
to. Nos interesaba particularmente ha-
cer una busqueda y un analisis de es-
ta transferencia en el contexto
aritmético, intentando detectar la
“transferencia falsa” de un campo
operatorio aritmético finito a uno infi-
nito, al igual que en el contexto de
la teoria de conjuntos.

1. Primer cuestionario: Nociones
espontaneas de Limite y de
correspondencias entre conjuntos

Objetivos

Como sefialamos arriba el objetivo
del primer cuestionario era la inda-
gacidn sobre las nociones espontdneas
gue los alumnos pueden tener de los
conceptos de Limite y Correspon-
dencia.

Escogimos estos dos conceptos por
lo siguiente:

Dentro de nuestro estudio sobre las
obstrucciones en el aprendizaje de ob-
jetos matemaéticos vinculados con el
infinito, nos interesaban tanto los pro-
cesos infinitos como los conjuntos in-
finitos.

Dentro de lo relacionado con pro-
cesos infinitos se encuentra el 4rea de
sucesiones infinitas y de limite; nos in-
teresaba pues saber qué tanto, y en
qué casos los alumnos pueden acep-
tar la idea de existencia de un limite,
y si consideran que este es alcanzable
0 no. :
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Por otrolado, en lo relacionado con
teoria de conjuntos infinitos resulta
muy importante la idea de correspon-
dencia biunivoca entre conjuntos; nos
interesaba entonces saber qué tanto
los alumnos ven a una corresponden-
cia como una relacién que se define
arbitrariamente, y los problemas que
tienen cuando estas correspondencias
se establecen entre conjuntos infinitos.

El cuestionario que aplicamos es-
taba formado por dos partes. En una
primera parte quisimos observar el
uso espontdneo que los alumnos da-
ban a las palabrasde Limite y Corres-
pondencia en su lenguaje cotidiano,
por lo que simplemente les pedimos
gue hicieran oraciones con estas pa-
labras.

En la segunda parte queriamos ob-
servar las nociones espontdneas que
los alumnos presentan al enfrentarse:

(i) aunasituaciénen laque aparece
la idea de aproximacién a un li-
mite y de Iimite, presentada en un
contexto mds bien cotidiano y no
aparentemente matemaético;

(ii) a una situacién en la que tienen
gue establecer “corresponden-
cias” entre conjuntos finitos con
la misma o distinta cardinalidad,
y entre conjuntos infinitos (nume-
rables).

Este cuestionario se aplicd a 90
alumnos (la segunda parte a 78 de
ellos) del ultimo afio de preparatoria.

Resultados:
1.1 Primer Parte:

En la primera parte, encontramos
gue el uso espontdneo mas generali-
zado que se le da a la palabra limite
es en el sentido de limite como una
restriccién. Es decir que el significa-
do que mds frecuentemente se atribu-
ye ala palabra limite se relaciona con

una situacion de restriccién o de ba-
rrera alcanzable pero infranqueable.
El otro significado que se le dié a esta
palabra pero con mucha menos fre-
cuencia (en aproximadamente una
quinta parte de los casos) fue la de li-
mite como una frontera, es decir co-
mo algo que “delimita’’ o separa dos
regiones, situaciones o ideas.

Enlos casos en que se dio como sig-
nificado a Ifmite el de restriccién, ob-
servamos dos cosas que nos parecie-
ron interesantes:

(i) Aproximadamente una quinta
parte de las oraciones que obtu-
vimos son oraciones en las que se
expresa una situacién en la que
se declara el limite como inexis-
tente, es decir que no hay limite.
Todas las oraciones que fueron de
este tipo se refieren a situaciones
o conceptos que son considera-
dos como infinitos o indefinidos.

Fjemplos de esta son:
— Lo infinito no tiene limite
— Eluniverso y el tiempo no tienen
limite.

Resulta pues interesante notar que
los alumnos consideran al infinito co-
mo sindnimo de lo ilimitado, es decir
que no tiene limite.

(ii) También observamos que en casi
dos terceras partes de las oracio-
nes los alumnos consideran situa-
ciones en las que el limite es una
restriccién no concreta. Esto re-
sulta interesante porque indica
gue, en la mayoria de los casos,
los alumnos de este nivel no ne-
cesariamente consideran un limi-
te como algo bien definido (i.e.
concreto): ven un limite comouna
barrera infranqueable, un tope,
pero que no necesariamente se
conoce.
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1.2 Segunda Parte:

Enla sequnda parte, como yalo se-
fialamos, hicimos dos tipos de pregun-
tas: una referente a la convergencia
de una sucesién infinita, y otra refe-
rente a correspondencias entre con-
juntos.

La primera pregunta consistié en
plantear la sucesién infinita: 1.9, 1.99,
1.000, ..., 1.9999999, ... comoel pro-
greso en la altura de una planta en
dias consecutivos, presentdndola asi
en una situacién que parece cotidia-
na. Preguntamos entonces si pensa-
ban que el crecimiento de la planta
se llegaria a detener, si llegaria algun
dia a tocar el techo situado a 2 metros
de altura, y si seria posible bajar el

techo sin riesgo de que la planta lo

tocara. :

En el anélisis de los resultados que
obtuvimos a esta pregunta observa-
mos que la mayoria de los alumnos,
casitres quintas partes, consideraron
que el proceso nunca se detendria
aungue la sucesién tenga a 2 como li-
mite o restriccién pero inalcanzable.
Es decir que aceptaban un proceso in-
finito que es convergente y acotado,
pero cuyo limite es inalcanzable, lo
cual nos indica ademds que su con-
cepcién de la infinitud de este proce-
so corresponde a una de infinito po-
tencial.

Por otro lado, hubo unos pocos
alumnos que sabiendo de antemano
que mateméticamente 1.999... = 2,
consideraron que el crecimiento de
laplanta se tendrfa que detener al al-
canzar ese limite. Vemos aqui la apa-
ricién de un conflicto enraizado enun
conocimiento matemdtico previo,
puesto que estos alumnos ven la con-
vergencia de una expansién que es
infinita (tal vez aceptando ese infinito
como un infinito actual), pero por otro
lado consideran que el crecimiento se
detiene en un tiempo finito ya que se
tlfene que alcanzar el limite. Esun con-
flicto entre ambos infinitos o entre un

proceso potencialmente infinito y el
“resultado final” de tal proceso. No
logran integrar de manera coherente
su “'conocimiento” del infinito actual
a su “conocimiento” de los procesos
infinitos.

También observamos que en varias
de las respuestas obtenidas los alum-
nos hacen uso espontédneo, aunque no
siempre explicito, de cantidades infi-
nitesimales. Estos alumnos consideran
que existe una diferencia entre los
“dos" numeros considerados: 1.999...
Y 2, Y que ésta es una diferencia
infinitesimal®. Observamos ademas
dos tipos de interpretaciones para es-
tas cantidades infinitesimales: para al-
gunos, al haber una cantidad, por mas
pequefia que sea, que diferenciaa las
dos expresiones, éstas no pueden ser
iguales; en cambio, para otros, esta
diferencia infinitesimal es tan peque-
fia que ya no se considera como “'real”’
opréctica, por lo que se puede consi-
derar como nula.

La segunda pregunta de esta parte
del cuestionario presentaba tres pa-
rejas de conjuntos:

a) y b), dos parejas de conjuntos fi-
nitos, de misma cardinalidad para la
primera pareja, y distinta para la se-
gunda pareja.

a) A: conjunto de tres cuadrados,
B: conjunto de tres estrellas (ambos
A y B dados de manera gréfica).

¢) dos conjuntos infinitos numera-
bles: A: el conjunto de los enteros po-
sitivos impares, B: el conjunto de los
numeros naturales (también presen-
tados en un esquema).

Para cada caso se preguntaba si se
podia establecer una corresponden-

6Para una discusién més amplia sobre los elementos infini-
tesimalistas subyacentes en las concepciones de los alumnos,
ver el articulo de Luis Moreno A. titulado: “La Ensefian-
za/Aprendizaje del Cdlculo”, donde, al hablar del conflicto
cognoscitivo entre el objeto mental y la definicién formal, él
comenta sobre las respuestas obtenidas en un cuestionario a
la pregunta:

¢Es 0.9999... igual o menor que 1?
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cia entre ambos conjuntos. El objeti-
vo de esta pregunta era el de indagar
sobre las nociones espontdneas que
los alumnos tienen de la idea de “'co-
rrespondencia entre conjuntos”.

De los resultados que obtuvimos
concluimos que los alumnos no pien-
san en una correspondencia como al-
go arbitrario; buscan siempre un as-
pecto comtun, una relacién, entre los
elementos’. Pero lo que resulta tam-
bién importante es que los alumnos
estdn centrados en la naturaleza de
los elementos, en cémo y cudntos son
estos, ya sea dentro de cada conjunto
o entre conjuntos, y en general no pa-
recen poder abstraer esta naturaleza
y establecer una correspondencia ar-
bitraria entre los conjuntos. De esto
resulta claro que los alumnos tienen
un alto grado de estructuracién en sus
nociones del concepto de conjunto.
Es decir que existe un exceso de in-
formacién en sus nociones sobre este
concepto, ya que espontédneamente
relacionan a la idea de conjunto, la
cantidad, el orden, y la naturaleza y
caracteristicas particulares de los ele-
mentos, y no pueden trabajar con un
conjunto sin abstraer estos aspectos.

Por otro lado, parece ser que el he-
cho de tener, como en el tercer caso,
dos conjuntos infinitos de aparente-
mente distinta cardinalidad, no cau-
s6, en la mayoria de los casos, con-
flictos, aunque es posible que esto se
haya debido a que su atencién estaba
més centrada, al igual que enlosotros
casos en los elementos en si, y no tan-
to en los conjuntos.

2. Segundo cuestionario

Este sequndo cuestionario fue mu-
cho més detallado que el primero y

7Por ejemplo, para el caso b), alqunos alumnos dieron res-
puestas del tipo: sf se puede establecer una correspondencia
porque “a las nifias les gustan las flores”.

con objetivos mas especificos de es-
tudio, particularmente el manejo del
infinito por parte de los estudiantes.
Para ello escogimos tres 4reas de las
mateméticas donde aparece, ya sea
implicita o explicitamente, el infini-
to. Dividimos por lo tanto el cuestio-
nario en tres partes, cada una corres-
pondiente a una de estas dreas.

Este cuestionario se aplicé a un to-
tal de 68 alumnos: 54 alumnos de pri-
mer semestre de la carrera de Fisico-
Matemético de la Facultad de Cien-
ciasdelaU.N.A. M., y 14 alumnosde
6° afio de preparatoria (de una escuela
particular).

2.1 Primera Parte: Expansiones
decimales

Objetivos

El objetivo de esta primera parte era
el estudio del manejo y comprensién
de expansiones decimales.

Buscdbamos observar la relacién
gue los alumnos tienen dentro de su
objeto mental (relativo al nimero) en-
tre la expresién decimal de un nime-
roy su localizacién en la recta; es de-
cir, observar si se percibe a una
expansién decimal de manera anali-
tica, como un conjunto de instruccio-
nes que sirven para localizar el punto
correspondiente sobre la recta, o si
la localizacién de un punto sobre la
recta depende de la informacién sin-
tética contenida en el numero.

También querfamos indagar sobre
las concepciones que tienen sobre ex-
pansiones decimales infinitas; es de-
cir, si los estudiantes perciben a nu-
meros expresables con expansiones
decimales infinitas como niimeros que
realmente tienen un punto correspon-
diente sobre la recta, o para los cua-
les inicamente existe una “aproxima-
cién” sobre la recta. junto con esto
también queriamos observar los mé-
todos o recursos que utilizan para lo-
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calizar estos numeros sobre la recta,
y si cortan las expansiones de estos
por considerar que no hay diferencia
“real” o prdctica entre la expansion
truncada y la infinita.

Con este propdsito elaboramos una
secuencia de preguntas en la cual pe-
dimos o preguntamos a los alumnos:

(i) guelocalizaran sobre la recta los
puntos correspondientes a los
numeros: 1/3,2/3,0.3,1.9, 1.4,
0.33, 1.99, 1.41, 0.333, 1.414;

(ii) siconsiderabanque para losnu-
meros: 0.333...,1.999..., V2, n,
gue tienen expansiones decima-
les infinitas, existe un punto pre-
ciso sobre larecta, y si era posi-
ble localizarlo exactamente;

(iii) que escribieran las expansiones
decimales de 1/3, V2, n;

(iv) quelocalizarénQ.666... sobrela
recta;

(v) gque escribieran 0.75, 0.3,
0.333..., 0.666..., 1.999..., vy
1.4142 en forma de fraccién.

Resultados y conclusiones:

De las respuestas obtenidas en esta
primera parte del cuestionario obser-
vamos lo siguiente:

a.- La relacién entre los nimeros
(fracciones y decimales) y la recta nu-
mérica, en el objeto mental de los
alumnos, es algo que se muestra to-
davia como un conocimiento muy po-
co integrado:

(i) Aungue la mayoria de losalum-
nos si supieron localizar un de-
cimal finito de pocos digitos so-
bre la recta, lo hicieron de
manera mecanica, como conse-
cuencia de la instruccién, mu-
chos de ellos sin percibir la es-
tructura algoritmica (aritmética)
implicita en tal expansién.

(ii) La mayoria de los alumnos si
mostraron entendimiento de la

relacién de una fraccién (sobre
todo las simples) con larecta, sin
embargo, por otro lado, la rela-
cién entre fraccién y expansidn
decimal en general sélo se da
dentro de ciertos contextos
(cuando se trata especificamen-
te de la transformacién fraccién
- expansién decimal o vicever-
sa), por lo que la relacién frac-
cién - recta no sirve para refor-
zar el entendimiento de la
relacion expansién decimal -
recta.

(iii) En cuanto a los numeros de ex-
pansién decimal infinita (en par-
ticular los irracionales), encon-
tramos que los alumnos no los
relacionaron de manera natural
con la recta. En general los
alumnos asociaron la expansion
decimal infinita con el proceso
infinito que creen es necesario
para localizar a estos puntos so-
bre la recta, en particular para
los irracionales {aunque aun pa-
ra los racionales, por ejemplo
0.333..., muchos no considera-
ron su forma fraccionaria). Esto
los llevd a razonar que como el
proceso es infinito, es intermi-
nable, vy por lo tanto es imposi-
ble localizar con precisidon a un
decimal infinito sobre la recta,
llevando algunos a responder
gue no existen los puntos corres-
pondientes sobre la recta, y a
otros a responder que si, solo
porque saben (por ensefianza,
a un nivel discursivo o verbal)
gue “'a cada numeroreal corres-
ponde un punto sobre larecta’’.

Estosresultadosnos llevaron a con-
cluir gue la relacién general, en el ni-
vel cognoscitivo, del niimero real con
larecta es muy pobre: es unarelacién
gue aparece en distintos niveles (con
mads claridad en por ejemplo el nivel
de las fracciones simples, menos en
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el nivel de los decimales finitos “'cor-
tos”, y muy poco en el nivel de las ex-
pansiones decimales infinitas), y que
ademads aparece de manera aislada,
sin integracién de un nivel a otro.

b.- Observamos también que los nu-
meros expresados mediante expansio-
nes decimales infinitas no son vistas
como pertenecientes al mismo domi-
nio de los numerosfinitos, siendo ésta
la causa de la dificultad de algunos
alumnos para asociarlos con puntos
precisos sobre la recta o con otras ex-
presiones precisas (como lo es la for-
ma de fraccién o de nimero entero
para los nimeros racionales):

En general los alumnos consideran
a una expansion decimal infinita co-
mo algo imprdctico, por lo que las
aproximaciones son mds que suficien-
tes. Estas aproximaciones son conce-
bidas de dos maneras distintas.

(i) Para algunos alumnos la apro-
ximacidén, que consiste en una
expansion decimal finita obteni-
da truncando o redondeando la
original, no sélo sirve como sus-
titucién de la original, sino que
incluso puede ser igualada a ella
(puesto que para ellos no hay
una diferencia real o practica
entre ambas expresiones). Esto
llevd a algunos alumnos a con-
siderar a decimales finitos pare-
cidos a las expansiones decima-
les truncadas de numeros
irracionales, como iguales a es-
tos numeros irracionales (e.qg.
“1.4142 = V/2"")! Otros alumnos
fueron incapaces de distinguir
entre 0.3 y 0.333... por lo que
ya sea consideraban a ambos
iguales a 1/3, o ambos iguales
a 3/10.

(ii) Otro grupo de alumnos, cons-
cientes de la infinidad de la ex-
pansién, la consideraron como
imprecisa e incluso inexistente
sobre la recta, por lo que tuvie-
ron problemas en aceptar, por

ejemplo, que 1.999... = 2, pen-
sando en 2 como tnicamente
una proximaciénde 1.999... Al-
gunos de estos alumnos mues-
tran que su conocimiento estd
muy poco integrado puesto que,
aun cuando en otros contextos
saben que 1/3 = 0.333..., den-
tro del contexto de la recta no
aceptan que 0.333... = 1/3.

En conclusién, encontramos que,
en lorelacionado con expansiones de-
cimales infinitas, la infinitud esun fac-
tor central de conflicto para los alum-
nos. Los alumnos muestran nociones
muy ambiguas del infinito, lo cual, por
un lado, hace que vean a esas expan-
siones como algo misterioso e impre-
ciso, y no pertenecientes a la misma
categoria que los “demds’’ numeros;
y, por otro lado, hace que surjan con-
flictos, contradicciones y desintegra-
cién en el conocimiento relacionado
con los nimeros de expansiones in-
tinitas. '

2.2 Segunda Parte: Procesos infinitos
Objetivos

El objetivo de la sequnda parte de
este cuestionario era el de observar
eltipo de respuestas y de razonamien-
to de los estudiantes con relacién a
algunos procesos infinitos (sumas in-
finitas, sucesiones infinitas y a sus
limites).

En particular queriamos:

(i) versilosestudiantes consideran
a los procesos infinitos como ter-
minables o no: si los ven como
tendiendo a un limite, y si ven
a este limite como alcanzable;

(i) observar si ven al proceso infi-
nito como un todo (en lugar de
algo que va avenzando en el
tiempo —sin excluir la posibili-
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dad de que lo vean de ambasma-
neras al mismo tiempo—) ha-
biendo en este caso una
aceptacién del infinito actual.

(iii) determinar las posibles influen-
cias de factores externos, como
seria la acotacién del proceso
(tanto desde un punto de vista
numeérico, como desde un pun-
to de vista geométrico donde el
factor visual puede tener gran
influencia), y dentro de esto, ob-
servar la posible transferencia
de la operatividad de procesos
finitos a los infinitos.

Para esto elaboramos una secuen-
cia de preguntas donde presentamos
sucesiones infinitas para observar bajo
qué circunstancias y de qué manera
los alumnos aceptan los limites de
éstas:

1.) Dadas las siguientes dos suce-
siones A: 0.9, 0.99,0.999, ...; yB:0.1,
0.01, 0.001, ...; preguntamos acerca
del resultado de sumar el “altimo tér-
mino” de la lista A con el “altimo tér-
mino” de la lista B.

2.)Dadalasuma l/2 + 1/4 + 1/8
+ ... + 1/2" + ..., (n € N), tnica-
mente pedimos a los alumnos que die-
ran su opinién sobre ella. El objetivo
de esta pregunta era mds que nada
presentarla para que los alumnos la
pudieran relacionar con el modelo
geométrico de la siguiente pregunta
y usando éste poder deducir que la
suma dada es convergente a 1.

Enelresto de las preguntas presen-
tamos modelos geométricos de suce-
siones infinitas para observar la in-
fluencia del factor visual en las
respuestas. Para cada caso hicimos,
de una manera u otra, que los alum-
nos consideraran el final del proceso
para asi observar, en cada caso, sus
nociones acerca del limite del proce-
so. Asi pues, las siguientes preguntas
fueron de la forma:

3.) Presentamos un modelo geomé-
trico para la suma 1/2 + 1/4 + 1/8
+ ...+ /22 + ..., (n€N), dado por
el proceso que consiste en dividir en
mitades el 4rea de un cuadrado de la-
do 1 y a cada una de las mitades que
se va obteniendo.

1

-> - — = T-’etc.

4.) Pedimos que se considerara una
sucesion de rectédngulos cuyo perime-
tro fuera siempre 4, pero cuya altura
fuera cada vez menor:

1

32
Il iz = 1

- etc.

5.) Planteamos la sucesién dada por
“escaleras” de altura total constante
pero cuyos escalones miden la mitad
gue los de la escalera anterior:

1

etc.

6.) Presentamos una sucesién de po-
ligonos regulares, inscritos en un cir-

culo, con un nimero cada vez mayor
de lados.

Resultados y conclusiones

Las respuestas de los alumnos fue-
ron muy variables, siendo altamente
influenciadas por el contexto particu-
lar de cada pregunta. Entodaslas pre-
guntas, en particular las de carédcter
geométrico, observamosla influencia
de factores externos:

En la primera pregunta la mayoria
de las respuestas fueron influenciadas
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por el hecho de que la suma de cada
uno de lostérminos correspondientes
de las dos sucesiones fuera siempre 1:

De los 29 alumnos (el 40%) que con-
sideraron que no se podria hacer la
suma de los ultimos términos’ ya que
“no existen ultimos términos” o “los
ultimos términos no se pueden sumar
ya que tienen colas infinitas”, hubo
14 (aproximadamente la mitad) que
sefialaron que, sin embargo, "la su-
ma serfa 1.

Por otro lado mds del 50% de los
alumnos (35) respondieron que si se
podian sumar los ‘ultimos términos’ y
gue lasumaseria 1, pero de estos sdlo
5 justifican su respuesta usando los li-
mites de las sucesiones (los demas lo
deducen a partir que la suma término
a término es constante).

Para la tercera pregunta la mayo-
ria de los alumnos (41 de 68) conside-
raron al proceso como interminable,
y casi una tercera parte del total aso-
ciaron la suma de los rectdngulos ob-
tenidos con el 4rea del cuadrado ori-
ginal y pudieron representar al
proceso con la suma de la pregunta
2, lo cual nos indica que estos alum-
nos aceptaron de alguna forma, al me-
nos basandose en el modelo geomé-
trico, que esta suma infinita tiene como
limite 1, aunque de las pocas respues-
tas que se dieron a la segunda pre-
gunta vemos que a este limite en ge-
neral se le considera como
inalcanzable.

En la cuarta pregunta observamos
la influencia del factor visual, que es
muy predominante en todas las pre-
guntas con caracter geométrico, ya
gue mds de la mitad de los alumnos
fueron “finitistas"® en sus respuestas,
muchos indicando que el proceso ter-
minaria en un segmento de recta (en
general de longitud 4, aunque algu-

8Cabe senalar que no hay nada en la pregunta que impida
considerar a la sucesién como finita ya que la altura puede
ser 0 en un numero finito de pasos, aunque la pregunta fue
entornoasiera posible continuar el proceso indefinidamente.

nos dijeron que seria de longitud 2),
a pesar de que en otras preguntas (co-
mo latercera) la mayoria de los alum-
nos consideraron a los procesos co-
mo interminables, y que ademés en
esta pregunta existia el prerrequisito
de la constancia del perimetro que po-
dia ser un impedimento para que el
proceso terminara en un segmento de
recta.

Resulta interesante contrastar las
respuestas'de las ultimas dos pregun-
tas. En ambas preguntas se tenia un
limite geométrico visual, sin embar-
go su influencia se manifestd de dife-
rente manera en cada caso. De los 68
alumnos pudimos considerar las res-
puestas de 38 de ellos para la pregun-
ta de la escalera, y de 48 para la pre-
gunta del drea de los poligonos. Para
la pregunta de la escalera 9 conside-
raron que de continuarse indefinida-
mente el proceso, lalongitud delaes-
calera no seria medible ya que “el
proceso es infinito”, sin embargo s6-
lo tres de ellos respondieron de ma-
nera anéloga para la pregunta del po-
ligono. La mayoria de los alumnos (35)
respondieron que el 4rea de los poli-
gonos tiende a ser igual al 4rea de la
circunferencia, y otros 10 respondie-
ron que el &rea seria casi igual a la
de la circunferencia. Sin embargo, en
el casode la escalera sélo 11 conside-
raron que la escalera tendia a conver-
tirse en el segmento de recta de lon-
gitud V2 correspondiente a la
hipotenusa del tridngulo cuyos cate-
tos son la base y la altura de la escale-
ra; los otros 18 alumnos consideraron
que la longitud de la escalera seria
siempre la misma (ya que en los pasos
finitos es una longitud que se mantie-
ne constante igual a dos) mostrdndo-
nos que el factor de constancia de la
longitud prevalece en este caso sobre
el factor visual.

Del andlisis de las respuestas de los
alumnos, es claro que los alumnos no
tienen concepciones fijas o consisten-
tes sobre la naturaleza de los resulta-
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dos de procesos infinitos, y notamos
que hubo varios factores del contexto
de la situacién presentada que influian
sobre las respuestas y en la manera
cémo los alumnos percibian el proce-
so. De éstos observamos una prodo-
minancia del factor visual o grafico,
aunque en general los alumnos se cen-
traban en un unico factor (el més fa-
cilmente perceptible) para dar susres-
puestas. Asi, por ejemplo, aunque en
algunas preguntas la concepcién de
que “el proceso es infinito, por lo tan-
to interminable” prevalecid, en otras
(en particular para la pregunta rela-
cionada con la sucesién de poligonos
inscritos en un circulo) esta concep-
cién cedid ante el factor visual que
muestra una situacién claramente
acotada.

Observamos ademas, que estos fac-
tores externos, en particular el visual,
pueden ser decisivos, tanto para la de-
terminacién por parte del alumno de
si el proceso se puede ver como com-
pleto, como también para llevarlo a
encontrar un limite (que puede ser co-
rrecto o incorrecto). Es decir, los fac-
tores externos, o las apariencias, pue-
den tener gran influencia, muchas
veces engafiosas, especialmente si
aparecen de manera muy clara y sin
contradecir la informacién dada de
otra forma.

En conclusién, observamos

(i) el que los alumnos perciban un
proceso infinito como termina-
ble o no;

(ii) el que los alumnos “"vean”, jun-
to con lo anterior, a un proceso
de manera global o completa, in-
tegrando a ese proceso un limite;

(iii) la determinacién del, o de un,
limite; son aspectos que se dan
de manera muy incosistente pa-
ra la mayoria de los alumnos,
siendo en gran parte influencia-
dos por el contexto en el que se
presenta el proceso.

2.3 Tercera Parte: Conjuntos infinitos
Objetivos

El objetivo de la tercera parte de
este cuestionario era el de indagar so-
bre las imagenes conceptuales de los
alumnos relacionadas con conjuntos
infinitos, tanto numerables (discretos)
como no-numerables (subconjuntos
de R, yde R X R).

Para los conjuntos infinitos nume-
rables nuestro interés estaba en ob-
servar si los alumnos veian estos con-
juntos como numerables, es decir
como contables, utilizando para ello
el conjunto de los nimeros naturales;
y, en este caso, observar si se estaba
estableciendo una biyeccién con N (o
si los alumnos consideraban al con-
junto dado de misma cardinalidad que
N).

Pero, en particular, y para conjun-
tos infinitos tanto numerables como
no-numerables, querfamos observar
la posible transferencia de lo finito a
lo infinito, la cual podria, por ejem-
plo, impedir la aceptacion de que dos
conjuntos infinitos con caracteristicas
distintas puedan tener o no la misma
cardinalidad. Es decir, queriamos ob-
servar la posible influencia de factores
de la naturaleza de los conjuntos (e.g.
la longitud geométrica de los conjun-
tos: la acotacion; la diferencia de di-
mensién) y su relacién con el posible
surgimiento de una transferencia de
la operatividad de lo finito a lo infini-
to {como seria una respuesta que di-
jera que hay el doble de numeros, o
puntos, enuna recta completa que en
una semirecta).

Para cumplir con estos objetivos
realizamos una secuencia de pregun-
tas de la siguiente forma:

(i) Para cada uno de los siguientes
conjuntos
1) Conjunto de los nimeros na-
turales impares:

{1,3,5 7,9, ..}
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(ii)

{a)

(b)

(c)

2) Conjunto de los nimeros cua-
drados que se obtienen al ele-
var al cuadrado a los nimeros
naturales (12 = 1; 22 = 4; 32 =
9: etc...):

{1, 4, 9, 16, 25, ...}

3) Conjunto de los numeros
enteros:
Z=4{..,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...}
preguntamos a los alumnos si,
utilizando el conjunto de los nu-
meros naturalesN = {1, 2, 3, 4,
...}, podrian contar los elemen-
tos de cada uno de ellos, de qué
manera, y (salvo para el conjun-
to Z) si se utilizarian todos los ele-
mentos de N.

Otra parte consistié en exhibir
parejas de subconjuntos de la
recta numérica (y en un caso del
plano), de manera geomeétrica,
preguntando si se consideraba
que habia mds o igual nimero
de puntos en un conjunto que en
el otro. Ademds de esto pregun-
tamos si crefan en la existencia
de alguna manera de asociar a
cada punto de uno de los con-
juntos con uno, y sélo un punto
del otro conjunto. Las parejasde
conjuntos (A, B) a comparar fue-
ron las siguientes:

A = segmento de longitud 1;

—

B = segmento de longitud 2.

| | ]
o ] |
A

= semirecta

B = recta completa

A = segmento de longitud 1

—

B = recta completa

(d) A = Segmento de longitud 1

—

B = Areadeuncuadradodela-
dol

Resultados y conclusiones

En la primera parte la mayoria de
los alumnos respondié de igual forma
para los dos primeros conjuntos (con-
junto de los impares positivos, y con-
junto de los naturales cuadrados).
Veinte alumnos de los 68 respondie-
ron que no se pueden contar los ele-
mentos de esos conjuntos usando el
conjunto N siendo la explicacién mds
comun que como son conjuntos infi-
nitos nunca se terminarian de contar.
Un 50% de los alumnos respondié afir-
mativamente, la mayoria de ellos (ca-
si la mitad) considerando que si se uti-
lizarian todos los elementos de N,
siendo la justificacién més comun de
esto ultimo el hecho de que “ambos
conjuntos son infinitos”’, aunque al-
gunos alumnos si consideraron que so-
brarian elementos de N.

Para el caso del conjunto Z de los
numeros enteros, a la pregunta de si
se podrian contar los elementos de Z
usando a los numeros naturales, 28
alumnos contestaron afirmativamen-
te y 16 negativamente. De estos ulti-
mos la mayoria explicaron que no se
pueden contar porque se trata de un
conjunto infinito y nunca se termina-
ria, lo cual es més bien un obstdculo
de tipo técnico; sin embargo algunos
alumnos sf argumentaron gue usan-
do al conjunto N “faltarian mimeros”
para poder contar todos los elemen-
tos de Z, por lo que es claro que para
estos alumnos el infinito de Z es ma-
yor que el infinito de N. De los que
contestaron afirmativamente, aungue
si hay hasta cierto grado una percep-
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cién de igualdad de cardinalidad en-
tre Zy N, en la mayoria de los casos
esto se debe a que se considera a la
infinidad del nimero de elementos co-
mo una cantidad siempre igual: in-
finita.

En la segunda parte de la gran ma-
yoria de los alumnos respondié de for-
ma andloga para todas las parejas de
conjuntos que se presentaron, aunque
muchos no contestaron todos los ca-
sos, en particular los ultimos. En pro-
medio casi la mitad de los alumnos res-
pondié que hay mds puntos en el
conjunto B queenel A, de los cuales
aproximadamente la mitad muestra de
manera explicita un uso aritmético
(transfiriendo la aritmética de lo fini-
to) para estos conjuntos infinitos, co-
mo por ejemplo respuestas del tipo:

“B = 2A" (para los conjuntos de los
incisos (a) y (b)), "B = nA" (para los
casos (g) v (d)), o "B = A?" (para
(d)). Para todos estos alumnos (que
consideraron que habia mds puntos
en B) encontramos evidencias de que
sus respuestas fueron en gran parte
influenciadas por el factor de la natu-
raleza perceptual del conjunto, ya que
dan respuestas como por ejemplo:
“Hay més en B que en A puesto que
la longitud de B es mayor”. Algunos
de los alumnos en esta categoria tam-
bién consideraron que los conjuntos
dados representaban a distintos tama-
Aos de infinito puesto que aceptaban
su infinidad pero también les era ob-
vio que en uno hubiera mds elemen-
tos que en el otro.

Por otro lado, la mayoria de los
alumnos que consideraron que habia
igual numero de puntos en ambos con-
juntos justificaron sus respuestas di-
ciendo que “ambos son infinitos”,
puesto que veian al infinito como de
un unico tamafio posible.

También es importante sefialar que
observamos que para muchos alum-
nos existe una desvinculacién casi to-
tal entre la existencia de una relacién
biunivoca con la nocién de igualdad

de cardinalidad, ya que el estableci-
miento de la primera no constituye,
para muchos, una prueba de lo
segundo.

En conclusién, notamos dos tenden-
cias primordiales en las respuestas de
los alumnos:

Por un lado hay alumnos que tie-
nen la concepcién de que todo lo que
es infinito pertenece a una categoria
aparte, pero cuyas caracteristicas son
constantes: es decir, estos alumnos,
para los conjuntos infinitos se centran
en la caracteristica de infinidad que
les dice que habrd el mismo nimero
de elementos (una infinidad) en dos
conjuntos si ambos son infinitos, sin
gue importen otras caracteristicas del
conjunto.

En cambio, otros alumnos centran
su atencién en la naturaleza particu-
lar de los conjuntos, tanto para los nu-
merables, como para los no-
numerables presentados en forma
geométrica. Por ejemplo, para los
conjuntos numerables, los alumnos se
fijan en el orden y la distribucién de
los elementos comparativamente con
el conjunto de los niimeros naturales.
Para los conjuntos geométricos, se
centraron en caracteristicas como la
longitud, la dimensién, o si el conjunto
estaba acotado o no.

Observamos que muchos alumnos
transfirieron la operatividad de lo fi-
nito a lo infinito (e.q. aritmetizacién
de los conjuntos infinitos) puesto que
los alumnos adoptaban caracteristicas
y propiedades pertenecientes a lo fi-
nito para hacer determinaciones so-
bre lo infinito.

Finalmente, también observamos
una falta de integracién de los cono-
cimientos relacionados con corres-
pondencias biunivocas y la igualdad
de cardinalidad de conjuntos. Muchos
alumnos no relacionanlos dos concep-
tos, y muchos otros tienen concepcio-
nes erréneas o incompletas sobre la
definicién de correspondencia entre
conjuntos.




