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Ambientes graficos en
microcomputadoras para
la construccion del
concepto de funcion en
matematicas

5

1. Introduccién:

Un recurso didactico muy comun en
la clase de matemaéticas es la grafica-
cidn en el pizarrén, también expone-
mos a los alumnos a diversas graficas
en tareas, exdmenes y materiales didac-
ticos impresos como libros y folletos.
La graficacién se usa sobre todo para
ilustrar conceptos geométricos y en cél-
culo para visualizar el comportamien-
to de funciones, también en estadistica
las graficas juegan un papel im-
portante. ,

Con el advenimiento de las micro-
computadoras que cada vez estdn mas
al alcance de todos se nos presenta una
nueva herramienta para la graficacién.
Existen ya programas comerciales de-
sarrollados especialmente para grafi-

car figuras geométricas o funciones ma- .

teméticas. Estos programas tienen mu-
chas ventajas sobre el pizarrén o lapiz
y papel ya que despliegan graficas com-
plejas con gran velocidad y precision.
Lo que interesa en este proyecto de in-
vestigacién es el tipo de aprendizaje
que se puede lograr en un ambiente
grafico con un programa graficador de
funciones matematicas aplicado a t6-
picos selectos de élgebra y trigonome-

tria para el nivel medio-superior. En4l-
gebra se escogieron los contenidos fun-
ciones cuadraticas y sus raices, en
trigonometria se estudiaron familias de
funcionesy = a senbx, y = a cos bx.

Como programa graficador se usa el
“Cactusplot''. El objetivo principal de
la investigacién es estudiar la construc-
cion de conceptos matematicos en un
ambiente grafico mediante el uso de
cépsulas did4cticas —graficador para
microcomputadoras con un guién de
trabajoy asesoria del profesor. Se par-
te de una hipdtesis constructivista de
aprendizaje (Schoenfeld, 1987) y se ex-
plora el efecto de visualizaciones dina-
micas e interactivas sobre la formacién
de imdgenes conceptuales y la transi-
cién de representaciones graficas-
geométricas a simbdlicas-algebraicas.

Como consecuencia de una serie de
estudios en el contexto del proyecto de
investigacién se quieren desarrollar
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métodos para usar graficadores en for-
ma adecuada en la ensefianza de fun-
ciones matematicas a nivel mecio-
superior.

2.Revision de laliteratura relacionada

La literatura relacionada se clasificé
segun cuatro aspectos relevantes para
la investigacién, importancia del con-
cepto de funcién, el papel de compu-
tadoras en el aprendizaje vy la visuali-
zacién, problemas relacionados con la
visualizacién y la formacién de im4dge-
nes conceptuales, y la construccién de
conceptos matematicos. Varios de los
trabajos de investigacién incluidos en
esta revisién cubren més de uno de los
aspectos mencionados.

Entre las ideas principales de los es-
tudios revisados que son relevantes pa-
ra la presente investigacién se destaca
la consideracién del concepto de fun-
cién como un tépico central en mate-
madticas con caracteristicas unificado-
ras y muchos niveles de complejidad
(Kleiner, 1989, Dreyfus, 1990). Se pre-
sentan dificultades en el aprendizaje al
buscar los enlaces entre aspectos
geométricos-graficos y —analiticos for-
males (Goldenberg, 1988). Los alum-
nos deben coordinar representaciones
visuales y simbélicas ya que las visua-
les ofrecen una poderosa introduccién
a abstracciones complejas. En un estu-
dio gréfico lafuncién se ve como obje-
to grafico y prevalece la impresién glo-
bal. Estudiantes se encuentran con fun-
ciones en forma de definiciones, de
térmulas o gréficas, esto produce con-
flictos cognoscitivos y comportamien-
to inconsistente. La imagen conceptual
gue tienen los alumnos muchas veces
no coincide con la definicién matema-
tica ni con la definicién que ellos cono-
cen (Vinner, Hershkowitz, 1983).

Gréficas y visualizaciones presentan
problemas propios ya que se necesita
experiencia matemética y perceptual
para interpretarlas. Una gréfica es un

modelo de la relacién entre variables
y es importante que el alumno logre la
transicién entre representaciones gré-
ficas y algebraicas. (Clement, 1989).

La computadora se considera una
tecnologia cognitiva que reorganiza
amplifica la mente, puede integrar re-
presentaciones matematicas diferentes
atravésde software adecuado y permi-
te al alumno manipular las gréficas
(Pea, 1987). La exploracién libre con
un graficador puede ayudar para que
el estudiante aprenda el trazo de cur-
vas. Las representaciones multiples con
software ofrecen una nueva oportuni-
dad ya que bien planeado, el trabajo
con programas graficadores puede ser
provechoso dentro de un ambiente ci-
bernético donde el alumno lleva el con-
trol. Un enfoque constructivista conun
modelo de comprensién que va de com-
prensién intuitiva, a nivel de procedi-
miento y nivel de abstracién a la for-
malizacién es adecuado para explicar
la formacién de conceptos (Herscovics,
Bergeron, 1984).

A partir de los estudios revisados se
traza entonces un marco tedrico que
parte de una visién constructivista de
la ensefianza. Se considera la visuali-
zacién de un ambiente computacional
como potencialmente rico para la for-
macién de imdgenes conceptuales de
funciones matemaéticas y la adquisicién
de estos conceptos.

3. Estudios pilotos

Para llevar a cabo la presente inves-
tigacién se desarrollaron cdpsulas di-
ddcticas para los temas funciones cua-
dréticas y cubicas simples, raices de
funciones cuadréticas y funciones tri-
gonométricas. Los primeros dos tépi-
cos se usaron en estudios pilotos y con
el tercero se trabajé en la experiencia
de campo principal.

- Las cdpsulas did4cticas tienen algu-
nas caracteristicas de "micromundos”
(Clime, 1989) en el sentido de que po-
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tencialmente son ricos para hacer des-
cubrimientos, se centran en ideas po-
derosas, son faciles de iniciar, ofrecen
muchas maneras para explorar una idea
o resolver un problema, inducen al
alumno a hacer preguntas, animan al
alumno a explorar, construir estructu-
rasy personalizar su aprendizaje y ayu-
dan al estudiante para tender un puen-
te entre una comprensién intuitiva y for-
mal de las ideas matemaéticas.

Especificamente el programa grafi-
cador tiene elementos de los organiza-
dores genéricos que describe Tall
(1985), como micromundos que hacen
posible que el alumno manipule ejem-
plos de un concepto.

El agente organizador son las guias
de trabajo y todo el “sistema genérico
organizacional” es la cdpsula didacti-
ca —programa graficador, guia de es-
tudio, presencia del profesor— se pre-
vé exploracién guiada y tiempo para
exploracién libre. Una secuencia di-
d4ctica tipica basada en el método in-
ductivo que se propone en la guia de
estudio es la siguiente:

1. Breve introduccién al tema.

2. Graficacién por computadora de
una familia de funciones dadas.
Preguntas acerca de lo observado.

3. Graficacién aproximada con lépiz
y papel (8in hacer tabla de valores)
de unafamilia de funciones dadas.
Enseguida graficacién con el gra-
ficador. .

4. Interpretar una familia de funcio-
nes dadas en un disco de trabajo.
Escribir para cada funcién una
ecuacién aproximada. Graficacién
de las funciones propuestas por los
alumnos.

5. Exploraciéon libre de familias de
funciones y formulacién de conclu-
siones de la actividad.

a) Primer estudio piloto:

Se realizé un primer estudio explo-
ratorio con un disefio preexperimental

(un grupo, pretest-tratamiento—posttest)
enJulio, 1989. Participaron 29 estudian-
tesde 3°. Preparatoria (Grado 12, ulti-
mo afio preuniversitaric). La duracién
de la experiencia fue de una semana.
La hipdtesis de trabajo fue:

Los estudiantes pueden formar cier-
tos conceptos de funciones polinémi-
cas simples trabajando con el gratica-
dor en microcomputadora.

Hay datos completos {pretest, post-
test, cuestionario de actitud) de 23 es-
tudiantes. Se observé que hubo apren-
dizaje, sobre todo en la interpretacién
de gréficas de las funciones [tabla 1].

El tépico que se presentd fue polino-
mios de 2° y 3° grado y sus gréficas.
Los alumnos participantes estaban cur-
sando Temas Selectos de Matematicas.
Para inducir en los alumnos el apren-
dizaje que se pretende se desarrolléun
material cuidadosamente estructurado
segun los principios del método induc-
tivo que se delineé en la revisién de la
literatura. El tema de funciones cuadré-
ticas y cuibicas se dividié en cinco acti-
vidades de acuerdo al tipo de ecuacién
gue se grafica:

I. y =ax?

II. y=ax? + c

III. y = ax? + bx
IV. y = ax* + bx + c
V.y=a*+d

Una secuencia did4ctica tipica con-
siste de los siguientes pasos:

1. Graficar una familia de 5 gréficas
dadas del tipo I.

2. Contestar preguntas acerca del pa-
peldelospardmetros a,c,b,.d
respectivamente.

3. Graficar aproximadamente una fa-
milia de funciones dadas, e. d. tra-
zar la gréfica que tiene la forma
apropiada.

4. Leer una familia de funciones del
disco de trabajo, escribir una ecua-
cién aproximada de cada gréfica,
e. d. que tenga las caracteristicas
gue corresponden a su forma.
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5. Experimentar libremente con ecua-
ciones y graficas.

6. Formular conclusiones generales
acerca de la forma de la gréfica que
puedan tener ecuaciones, del tipo
Iv.

Los exdmenes (previo vy final) fueron
breves, con seis preguntas de seleccién
muiltiple cada una. Las tareas que se
esperaba que el alumno realizara des-
pués de trabajar con el material fue-
ron: identificar una funcién polinémi-
ca dada como ecuacidn, identificar una
funcién de sequndo grado o tercer gra-
do dada como ecuacién (prequntas sim-
bdlicas), identificar un polinomio de se-
gundo o tercer grado, dado como gra-
fica, asociar a una gréfica dada, su
ecuacién funcional (preguntas grafi-
cas). Este primer trabajo de campo fue
basicamente un estudio de factibilidad
de la investigacién. Se vié que los alum-
nos pueden participar con éxito Y en-
tusiasmo en una clase de mateméticas
con microcomputadoras en el salén de
cémputo.

b) Segundo estudio piloto

Se realizé otro estudio exploratorio
con el mismo disefio de a) y la misma
hipétesis de trabajo en Diciembre 1989,
con duracién de una semana.

Participaron 37 estudiantes de pri-
mer afio de preparatoria (10° grado)
de los cuales 18 presentaron el examen
previo y final. :

Un andlisis de las respuestas de los
alumnos en las hojas de trabajo y los
resultados del examen final mygestran
que los alumnos lograron los objetivos
propuestos para la experiencia de cam-
po sélo parcialmente [tabla 1]. El con-
cepto que se estudié fue el de rafz de
una funcién cuadrética. Con el examen
se intentd medir el desempefio en cua-
trotipos de tareas: Tarea 1: Reconocer
la grédfica dada la ecuacién. Tarea: 2:
interpretar la ecuacién general a par-

/
4
\

tir de ejemplos concretos. Tarea 3: Con-
testar preguntas acerca de la existen-
cia de rafces a partir de una grafica o
ecuacién. Tarea 4: Encontrar la raiz a
partir de la gréfica. La tabla 3 muestra
que la formacién de los conceptos se
logré parcialmente y que el prove-
cho que los alumnos sacaron del traba-
jo con el graficador no fue parejo para
todas lastareas. En latabla 4 se presen-
tan los porcentajes promedios del gru-
po seqgtin el tipo de ecuacién estudiado
durante la experiencia. Se ve que al-
gunos tipos de ecuaciones fueron muy
dificiles para estos estudiantes, lo cual
se refleja también en los indices de fa-
cilidad de los reactivos del examen que
flucttan entre 100y 5. (p = 100 (Nc/Nt),
Nc No. de respuestas correctas, Nt No.
total de respuestas).

El hecho de que no hubo un mejor
desempefio en el examen final de parte
de algunos estudiantes se puede deber
al material de estudio que usaron y a
la situacién experimental en la que se-
encontraban ya que la experiencia se
llevé a cabo en un laboratorio de cém-
putode la UNAM fuera de las horas nor-
males de clase. Ademds se notaba la
falta de costumbre de los alumnos (1°
afiode preparatoria) de trabajar en for-
ma independiente y con la microcom-
putadora. En cuanto al desempefio en
lastareas propuestas resulta que la ma-
yoria de las preguntas eran para medir
tarea 3 para la cual hubo un ligero avan-
ce en el desempefio, también se regis-
traron logros para la tarea 1 y tarea 4,
pero no para la tarea 2 que era de ge-
neralizacién. A pesar de esto, serfa pre-
maturo concluir que al trabajar con el
graficador en la microcomputadora en
forma de capsulas did4cticas no es po-
sible lograr la generalizacién tal como
se midié aqui. Hace falta repetir la ex-
periencia con més alumnos durante un
perfodo mds largo de tiempo e integrar-
la a las actividades normales de los
alumnos. En el cuadro 1 se muestran
problemas selectos del examen final.
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TABLA 1

PORCENTAJE DE RESPUESTAS
CORRECTAS EN LAS
PREGUNTAS SIMBOLICAS.

1. EXPERIENCIA DE CAMPO

a) Pregunta Examen Previo Examen Final Diferencia

1 32% 66.7% + 34.6%

2 32% 45.7% + 13.7%

3 35% 45.7% + 10.1%
Prom. + 19%

PORCENTAJE DE RESPUESTAS
CORRECTAS EN LAS
PREGUNTAS GRAFICAS
b) Pregunta Examen Previo Examen Final Diferencia
4 78.5% 100% + 21.5%
5 64.2% 91.6% + 27.4%
6 64.2% 95.8% + 31.6%
Prom. + 27%
TABLA 2

RESULTADOS DE LOS EXAMENES (Previo y Final)
100 PUNTOS TOTAL

2. EXPERIENCIA DE CAMPO

PORCENTAJES PROMEDIOS DEL
GRUPO SEGUN TIPO ECUACION™

Alumno l234567891011121_31415161718
Examen Previo| 62]35] 37} 49} 30 17} 32} 35|32 42| 42| 52]34}27]29] 27} 34|32 x = 36.5
Examen Final | 47| 47| 4252495661148 |62] 39] 54} 62|44|39]54]36]39 44 x = 48.9
H TABLA 3
PORCENTAJES PROMEDIOS DEL
GRUPO SEGUN TIPO DE TAREA
Tarea 1 Tarea 2 Tarea 3 Tarea 4
Examen Previo 37 % 36 % 3B% 2%
Examen Final 50 % 2% 46 % 94 %
TABLA 4

Def.deRais' | y=ax? | y=ax? +c| y=ax?+ bx y = ax? + bx + ¢
Examen Previo 85 % 38 % 16 % 41 % 41 %
Examen Final 80 % 42 % 2% 25 % 71 %
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Tarea 1

14.- La funcién vy = 3x%? + 4x tiene la forma

Tarea 2

8.- En una funcién y = ax? + c tiene raices si

A: a, ¢ son positivos B: a y c tienen signo diferente
C: a, ¢ son negativos D:a=c

Y
Tarea 3

9.- Una funcién del tipo
A: No se sabe si tiene raices X
B: Tiene una raiz, x = 0
C: Tiene raiz doble, x = 0
D: No tiene raices

10.- La funcién y = 4x? — 5 tiene

A: Dos raices diferentes B: Solamente una raiz en cero
C: Ninguna raiz D: Dos raices iguales

Y

2

2 |-l 2 %

Tarea 4

11.- La funcién ,
A: No tiene raices ' B: Tiene como raices 2y — 1
C: Tiene solamente una raizen x = 2

D: No se sabe si tiene raices
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4. Estudio principal:
a) Metodologia.

En el mes de junio de 1990 se llevé
a cabo una tercera experiencia de cam-
po en la cual participaron 60 alumnos
de un grupo de célculo del tercer afio
de preparatoria del plantel 5 de la Es-
cuela Nacional Preparatoria. Se obtu-
vieron datos completos de 49 alumnos
(examen diagnéstico y examen final).
Los 60 alumnos se dividieron al azar en
dos grupos (grupo 1 y grupo 2). Los
contenidos matematicos eran funciones
trigonométricas tipo y = a sen bx y
Y = acosbx que normalmente no estan
en el plan de estudio. Los alumnos su
puestamente aprendfan cémo los valo-
res de a y b influyen en el comporta-
miento de la funcién en cuanto a la for-
ma de su gréfica, determinada por su
frecuencia o periodo y amplitud.

El Grupo 1 trabajé durante las once
sesiones de 50 minutos, que durélaex-
periencia, en el centro de coémputo del
plantel con el programa graficador y
el material de estudio, mientras que el
Grupo 2 trabajé con el mismo material
de estudio con su maestra en el salén
de clase. Para las sesiones se respetd
el horario usual de la clase de calculo
del grupo.

Una sesién antes de la primera clase
on el centro de cémputo, se aplicé un
examen dicdnéshco a todos los
alumnos.

- ElGrupe 1 utilizé el programa grafi-
cador durante la experiencia de cam-
po para graficar familias de funciones
trigonométricas del tipoy = a sen x,

= acosX,y = asenbx,y = acosbx. 3 . !
'Y &4 " nes. Las primeras sesiones abarcaron

estrategia didactica reflejada en
- Ia guia de estudio es inductiva y sigue

wna secuencia que va de situaciones
_gencillas a mas complejas. La interven-

¢ién de la-investigadora fue minima,
_ engeneralse contestaron sélo pregun-
- ips acerca del manejo del programa.

. Unasecuencia tipica se e]emphhca en
lo que sxgue

Ejemplo de una secuencia did4ctica.

Segundo dia:

La primera actividad este dia consiste en
la graficacién con CACTUSPLOT de fun-
cionestipoy = a.cosx para diferentes valo-
resde a. El alumno contesta preqguntas acer-
ca de lo observado y férmula conclusiones
con respecto a la amplitud. El alumno de-
termina la amplitud de una funcién tipo
y = acosxa partir de la ecuacién y a partir
de gréficas en el disco de trabajo. También
se pide que escriba ecuaciones de funcio-
nes cuyas gréficas estdn en el disco. Ade-
mas tiene que graficar algunas funciones
primero con ldpiz y papel y luego con el
Cactusplot.

Se propone que con este método el
alumno construye e interioriza los con-
ceptos involucrados y que no aprende
por memorizacién o repeticién.

El Grupo 2 usé el mismo material es-
crito pero tuvo tutoria de parte de la
profesora del grupo; las gréficas que
se pedian en la guia de estudio se reali-
zaron con lapiz y papel en la casa o en
el pizarrén del salén de clase.

Las sesiones de clase consistieron ba-
sicamente de tres etapas: lectura®, ana-
lisis y resolucién de los ejercicios del
material.

Se usé el pizarrén para graficar al-
gunas funciones; en general se grafi-
caron siempre las primeras de cada ac-
tividad, y se discutieron las cuestiones
planteadas en el material.

Las gréficas que requerian escalas
especiales se hicieron en papel milimé-
trico, unas en clase y otras de tarea en
la casa. -

El material se trabajé en cinco sesio-

menos material que las ultimas.

Una de las estrategias para motivar
el estudio fue el de dar la menor infor-
macién posible aparte dela proporcio-;
nada por el material, ademds de insis-'

* Dirigida, propiciando  algunas veces i
‘como de la profesora. '

es tanto de los al
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tir en que reflexionaran cada pregunta
gue se planteaba en el mismo.

En general hubo interés, participa-
cién y trabajo durante todas las se-
siones.

El pizarrén se usd para mostrar las
respuestas que los alumnos proporcio-
naban para cada pregunta, relativa a
una o dos gréaficas planteadas en el ma-
terial.

Se efectuaron célculos con la calcu-
ladora para obtener las tabulaciones
minimas necesarias para graficar.

b) Resultados.

En la Tabla 5 se presentan los resul-
tados del examen diagnéstico para el
Grupo | yel Grupo 2. Los conocimien-
tos previos de los dos grupos eran en
promedio casi iguales.

La Tabla 6 muestra los resultados del
examen final de los dos grupos y se ve
que los resultados en promedio son ca-
si iguales. En ambos grupos hubo un
avance significativo en el aprendizaje.
El examen diagnéstico y el final conte-
nian las mismas preguntas pero en otro
orden. Los exdmenes son de seleccién
multiple de 30 reactivos y para el exa-
men final se calculé la confiabilidad que
tue de 0.896 para el Grupo 1 (splithalf)
y de 0.92 para el Grupo 2. Se escogié
un examen de seleccién multiple para
mejor control de la validez y confiabi-
lidad de los exdmenes.

Para el examen final se determina-
ron los indices de facilidad. Para el
Grupo | estos indices varian entre 0.46
y 0.96 y para el Grupo 2 entre 0.5 y
10. Un andlisis reactivo por’reactivo
muestra que las distribuciones son bas-
tante parejas, pero en algunos casos los
reactivos resultaron maés faciles para el
Grupo 2, en otros para el Grupo 1. Por
ejemplo, la pregunta 5 fue contestada
correctamente por la mitad del Grupo
1 y por el 72% del Grupo 2, mientras
que el reactivo 14 resulté mas dificil pa-
ra el Grupo 2 ya que sdlo el 65% lo con-

testd correctamente comparado con un
85% del Grupo 1. La Fig. 1 muestra
estos dos reactivos.

5. La amplitud y el periodo de
y = 1.2 ¢ sin (2.7 x) son:

2%
= =2 a=1.2
a)p X, a
27
b)p =12 a=2%
P 2.7
2.7
c =22 a=1.2
)P 27 @

dp=27a=1.2

14. La funcién tiene

-1

-

L 2
- -3
a) amplitud = -2, periodo = =
b) amplitud = =, periodo = 2
c) amplitud = —2, periodo = 27
d) amplitud = —2, periodo = =
FIGURA 1

Sin embargo la tendencia general va
en la direccién de que la mayoria de
los reactivos (19) resultaron mds f4ci-
les para el Grupo 2, 10 resultaron mas
dificiles y uno resulté igual de facil. La
actitud de los alumnos del Grupo | ha-
cia el uso de la microcomputadora y
el graficador fue muy positivo como re-
flejan los comentarios que se resumen
en la Tabla 7.

Para el Grupo 2 las preguntas mds
dificiles con indice de facilidad 0.5, 0.5
y 0.54 del examen final fueron 10, 11
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y 26 (Fig. 2). Los indices de facilidad
correspondientes del grupo experimen-
tal fueron 0.6, 0.64 y 0.53.

10. En la ecuacidn y = a sen(bx),

b determina

i) el periodo

ii) la amplitud

iii) la frecuencia

iv) el periodo y la amplitud

11. En la ecuacién y = a cos(bx),

b determina

i) el periodo

ii) la frecuencia

iii) la amplitud

iv) el periodo vy la amplitud

26. Lafunciény = sen(4x)tiene
periodo
a) 2w
b) 2=n/4
c) 4
d) 42=

FIGURA 2

Para el Grupo 1, los reactivos mas.
dificiles (indice de facilidad: 0.5, 0.46

y0.53) fueron 5, 7 y también 26 (Figura

3). Los indices de facilidad correspon-
dientes para el Grupo 2 fueron 0.72,
0.59 y 0.54.

5. La amplitud y el periodo de
y = 1.2 sen(2:7x) son:

2r
= 2% a=1.2
a)p 2.7 a
: 2r
b =12,a==-
Ip ® %27
c)p = 2'2, a=12
27
d)p = 2;7, a=12

) 4

7. La amplitud y el periodo de

y = — 0.5 « sen (— 1.6x) son:

a)p = -21‘",a = -0.5

b)p = 12:; =05

c)p=—12'—:,a= -0.5

d)p =05 a= 12—2
FIGURA 3

El caso del reactivo Sresulta ser inte-
resante ya que este era més f4cil para
el Grupo 2 que para el Grupo 1.

En lo que se refiere a los diferentes
tipos de procesos cognitivos en la cons-
truccién de conceptos que se espera-
ron que ocurrieran en los alumnos dis-
tinguimos tres objetivos:

Objetivo 1: Dada la ecuacién, el
alumno puede hacer o reconocer lagra-
fica y dada la gréfica, el alumno puede
escribir o reconocer la ecuacion, ade-
mas tiene una representacién mental
del efecto que a y b tienen sobre la gra-
fica de las ecuaciones y = a sen (bx)
yy = a cos (bx). En el examen final
corresponden al Objetivo 1, 12
reactivos.

Objetivo 2: El alumno puede tra-
bajar con las ecuaciones generales
y = asenbx yy = a cos bx a partir
del estudio y la exploracién de ejem-
plos concretos. En el examen final co-
rresponden 6 reactivos al Objetivo 2.

Objetivo 3: El alumno puede coordi-
nar funciones individuales'y sacar con-
clusiones acerca de sus propiedades a
partir del estudio y la exploracién de
familias de funciones: En el examen fi-
nal se mide el Objetivo 3 con 12 pre-
guntas.
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Los resultados del examen diagnos-
tico y el examen final se analizaron de
acuerdo a estos objetivos. Tabla 8 y 9
muestran que no hubo diferencias en
el desempefio del Grupo | y del Grupo
2 en cuanto al logro de los objetivos.

De acuerdo al disefic experimental
usado, (dos grupos de tratamiento for-
mados al azar a partir de un grupo,

¢) Discusidn.

pretest-posttest), se calcularon para ca-
da grupo puntajes de ganancia entre
en Pretest y Posttest (Tabla 10) y se cal-
culd una t entre el Grupo 1 y el Grupo
2 sobre la base de esos puntajes. El va-
lor de t* era de 0.814 lo cual con 47
grados de libertad no muestra una di-
ferencia estadisticamente significativa.

Los exdmenes contenian seis tipos de preguntas diferentes.

Dada una ecuaciény = cos bx yy = sen bx donde b toma algun

Dada una ecuacién y = asen bx, y = a cos bx donde a y b toman

Dada una grafica de una funciény = a cosbx, y = a sen bx deter-

Tipo 1:
valor real, preguntar el periodo.
(Corresponde a Obijetive 3).
Tipo 2:
algun valor real, preguntar por periodo y amplitud.
(Corresponde a Objetivo 3).
Tipo 3: Dadauna ecuacién generaly = asenbx, y = a cos bx, preguntar
por la amplitud, periodo o frecuencia.
(Corresponde a Objetivo 2).
Tipo 4:
minar la amplitud y el periodo.
(Corresponde a Objetivo 1).
Tipo 5: Dada una gréfica, identificar la ecuacién.
(Corresponde a Obijetivo 1).
Tipo 6: Dada una ecuacién, identificar la grafica.

Al analizdr las respuestas incorrec- 4.

(Corresponde a Objetivo 1).

No poder expresar correctamente

tas se noté que los errores mds comu-
nes fueron los siguientes:

1. Confundir a (amplitud) y ;ﬁ(‘perio-
do) en los distractores. ™

2. Confundirlaformadelagréficade
seno y coseno.

3. Confundir el valor de a y/o b con
el periodo.

el periodo come multiplo de 2=.

.5, No poder identificar la ecuacién,

dada la gréfica. .

6. No poder reconocer correctamen-
te laamplitud y/o el periodode una
funcién a partir de la gréfica.

A pesar de los errores cometidos hu-
bo aprendizaje en ambos grupos y se

X X2

[ .. E—
(n;-1)St + (n2-1) S3 _l + w1
n +ny-2 n o+ n

girador de libertad 28 + 21 — 2 = 47
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nota un avance significativo entre los
resutados del examen diagnéstico y el
examen final.

Se puede concluir que la computa-
dora no produjo diferencia en los re-
sultados del aprendizaje que se mide
en los exdmenes que se usaron para la
experiencia. Aparentemente la presen-
cia del profesor compensé en el Grupo
2 la ausencia de la computadora. Ade-
més puede ser que el instrumento utili-
zado para medir los aprendizajes no es
sensible a las diferencias en la adquisi-
cién de los conceptos con la computa-
dora o sin la computadora. La secuen-
cia did4ctica propuesta en la guia de
estudio que usaron ambos grupos pa-
rece ser acertada ya que representa el
factor comun al método de trabajo de
ambos grupos. Por otro lado se puede
afirmar que alumnos con una compu-
tadora y una guia de estudio pueden
aprender tanto como alumnos con una
guia de estudio y un profesor.

Una posible explicacién para los re-
sultados tan parecidos entre ambos gru-
pos es que la ventaja que tienen los
alumnos que usan computadoras en
cuanto a la graficacién se compensa por
la intervencién del profesor en el gru-
po sin computadora. El didlogo did4c-
tico y la formulacién de conclusiones
puede ser tan til para inducir apren-
dizaje que la herramienta gréfica.

Fue la opinién de la mayoria de los
alumnos en el Grupo 1 (18 de 28) que
una combinacién de la computadora
con los métodos tradicionales de ense-
fianza —libro de texto y/o profesor—
seria lo mejor para aprender ya que en
el grupo experimental, la intervencién
del experimentador se redujo a un mi-
nimo, e.d., el alumno se encontraba
précticamente sélo frente a la compu-
tadora con la gufa de estudio y el pro-
grama graficador.

TABLA 5

RESULTADOS DEL EXAMEN
DIAGNOSTICO
(100 puntos maximo)

Niimero de Grupo Promedio y
Participantes desviacién estandar
21 Grupo 1 x =329l o =11.32
28 Grupo 2 x = 31.07 g, = 10.13
TABLA 6

RESULTADOS DEL
EXAMEN FINAL
(100 puntos maximo)

Nimero de Grupo Promedio y

Participantes desviacién estandar
21 Grupo 1 x = 75.52 ¢ = 19.89
28 Grupo 2 x = 75.39 o = 20.43
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TABLA 7

COMENTARIOS DEL GRUPO 1 (EXPERIMENTAL)

Me gustd trabajar con | El graficador me parece iitil Prefiero estudiar de otra manera | Aprendi més
la computadora para estudiar funciones | Prof. Libro)comp. | comp. |comp.
SI NO SI NO a b + maestro + SI NO
imaesiro | + libro | libro
26 0 23 2 6 1 12 5 1 15 10
TABLA 8
RESULTADOS PROMEDIOS
DEL EXAMEN DIAGNOSTICO
SEGUN OBJETIVO
OBJETIVO 1 OBJETIVO 2 OBJETIVO 3
46 méximo 18 mdximo 36 méximo
Grupo 1 14.46 (31.4%) 6.75 (33.5%) 9.85 (27.4%)
Grupo 2 15.56 (33.8%) 6 (33%) 11.34 (31.5%)
TABLA 9

RESULTADOS PROMEDIOS DEL EXAMEN FINAL
SEGUN OBJETIVO

OBJETIVO 1 OBJETIVO 2 OBJETIVO 3
46 mdximo 18 méximo 36 méaximo
Grupo 1 34.46 (79.3%) 13.39 (74.4%) 22.71 (63%)
Grupo 2 38.28 (83.2%) 13.00 (72.2%) 23.8 (66%)
TABLA 9a
GANANCIAS EN PUNTOS EN PROMEDIO
OBJETIVO 1 OBJETIVO 2 OBJETIVO 3
Grupo 1 22.00 6.64 12.86
Grupo 2 22.72 7.00 12.46
TABLA 10

PROMEDIO DE PUNTAIJES DE GANANCIA

(EXAMEN PREVIO-FINAL)

Grupo 1

x, = 43.5

(anl

= 21.6)

Grupo 2

X, = 423

(Unz

23.7)
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5. Conclusiones:

En esta serie de estudios se traté de
explorar algunos aspectos de procesos
cognitivos de importancia en la ense-
fianza de la matematica como son la for-
macioén de conceptos, la capacidad de
inducir y la visualizacién (Dreytus,
1990).

Se observé que el uso de un grafica-
dor para computadora en un ambiente
estructurado a través de material de es-
tudio que guia al estudiante, puede ser
provechoso para la adquisicion de con-
ceptos. Este resultado coincide con los
de otros trabajos (Goldenberg, 1988,
Tall 1985).

En estos estudios se pide al alumno
que a través de una visualizacién guia-
da y un estudio grafico de familias de
funciones se forme una imagen concep-
tual que lo lleva finalmente a formar
conceptos, a inducir definiciones de
conceptos a partir de ejemplos concre-
tos y a aplicar los conocimientos a ta-
reas especificas como son relacionar
ecuaciones con graficas, reconocer
ejemplos de gréficas de un cierto tipo,
interpretar el papel de los pardmetros
presentes en ecuaciones, especifica-
mente los efectos de cambios de paré-
metros sobre la forma gréfica y carac-
teristica de la funcién como por ejem-
plo la existencia de raices. El uso de
cépsulas diddcticas como “'sistema ge-
nérico organizacional” (Tall, 1985) pro-
voca procesos cognitivos complejos en
el aprendizaje de funciones y se ha vis-
to aqui y en estudios anteriores que gra-
ficadores para computadoras pueden
ser utiles en este contexto. 5

Esta serie de estudios no da resulta-
dos que demuestran una superioridad
de computadoras para adquirir con-
ceptos a través de métodos graficos, pe-
ro los instrumentos de observacién son
muy tradicionales y no miden aprendi-
zajes que a lo mejor no se podrian lo-
grar sin computadoras. La estrategia
didé4ctica empleada es que las compu-

tadoras se usan mas como pizarrén elec-
trénico y menos para una interaccién
dindmica. El alumno tiene que descu-
brir conceptos comparando y contras-
tando miembros de familias de funcio-
nes. Otra estrategia que se probaria en
estudios futuros es la transformaciénde
gréficas de funciones provocando cam-
bios sucesivos en su ecuacién. De
acuerdo al modelo constructivista de
Herscovics y Bergeron (1984), se pre-
tende pasar con el método gréafico aqui
propuesto de una comprensién intuiti-
va visual por una de nivel procedimien-
to a un nivel de abstraccién y generali-
zacién, lo que se logré de cierta mane-
ra sobre todo en el estudio principal.
El método grafico requiere del alum-
no una interaccién continua de dos mo-
dos de representacién, el grafico -
geométrico con el algebraico-analitico.
Se introducen funciones bdsicamente
como objetos que pueden ser transfor-
mados- un cambio de la gréfica pro-
duce un cambio en la ecuacién y vice-
versa. Se maneja una nocién global de
funcidn, la de una ‘“regla” o “maqui-
na’’ que cambia numeros a otros nume-
ros y produce pares ordenados. El
alumno tiene que interpretar y enten-
der modelos visuales de funciones y
asociar cambios en los modelos con
cambios en los pardmetros de la ecua-
cién, también se requiere que traduz-
ca informacidn simbdlica, e.d. ecuacio-
nes e imagenes gréficas.
Lasactividades propuestas en el mé-
todo grafico ponen énfasis explicita-
mente en las transiciones entre repre-
sentaciones gréaficas y algebraicas y se
llega de esta manera a un cierto nivel
de abstraccién y generalizacién como
refleja el andlisis de las guias de estu-
dio contestadas por los alumnos del es-
tudio principal. Errores detectados en
los exédmenes pueden deberse en parte
a imé&genes conceptuales incompletas
y a conceptos formados erréneamente,
quizés por las imprecisiones que siem-
pre estdn presentes en las graficas.
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Perspectivas para estudios futuros:

En la serie de estudios reportados
aqui se mostrd que ciertos aspectos del
concepto de funcién se pueden intro-
ducir en un contexto visual y que los
alumnos pueden coordinar represen-
taciones visuales y simbdlicas.

Seréd un objetivo de investigaciones
tuturas, el de encontrar respuestas a las
siguientes preguntas:

1. ¢Cudles tépicos del curriculo de
matemdtica de nivel medio supe-
rior se pueden introducir con el mé-
todo gréafico aqui propuesto?

2. Qué dificultades encuentran los
alumnos expuestos a un método
gréfico con la computadora, que
ventajas tiene tal método sobre una
clase tradicional? (Estudios de
casos).

Es claro que en el contexto del uso
de computadoras para construir con-
ceptos mediante visualizacion y repre-
sentaciones multiples y la formaciénde
imagenes conceptuales hay muchas
mas preguntas abiertas que son de in-
terés para este investigador y la comu-
nidad de investigacién en educacién

matematica en general. La finalidad de.

este tipo de estudios es, siempre, la de
encontrar la mejor manera de utilizar
esta tecnologia cognitiva que represen-
ta la computadora en la ensefianza de
la matematica.

Este tipo de estudios va de acuerdo
a lo expresado por Balacheff (1990) en
cuanto a los ambientes de aprendizaje
llamados micromundos. Es importante
realizar estudios de corte psicolégico
gue investiguen el efecto de tales am-
bientes de aprendizaje aclarando qué
y cémo aprenden los alumnos en ellos,
con la finalidad de mejorarlos.
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