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ARTICULOS

Criterios dedivisibilidad en
sumas de potencias finitas

Resumen

El objetivo de este trabajo es enunciar criterios de divisibilidad en el con-
junto Z mediante desarrollos finitos de potencias enteras. A partir de la generali-
zacién de un conocido criterio de divisibilidad por 7 se obtienen criterios del tipo:

n
17 | x x ... X%, = 17 | E (-1)»t 5™x, (1) (criterio de div. por 17)

Finalmentesellegaa qhé()el criterio de divisibilidad por un nimero determi-
nado puede expresarse en diferentes desarrollos finitos de potencias del tipo
(1). Por ejemplo, el criterio de divisibilidad por 3 se puede expresar en cada
uno de los desarrollos finitos de potencias, tipo (1), cuyas bases son los diferentes
elementos de la sucesién: 2, 5, 8, 11,..., 3k-1,....k € Z*

Introduccion

El lector es consciente, que de la feoria de los restos potenciales se obtiene
el criterio general de la divisibilidad que nos permite enunciar cualquier crite-
rio a un numero natural (o entero) arbitrario, en un sistema de numeracion
determinado. En los libros de textos de la Ensefianza General Bésica se particu-
larizan algunos de ellos que son los més utilizados.

El objetivo de este trabajo es enunciar algunos criterios de divisibilidad en
el conjunto de los nimeros enteros mediante un desarrollo finito de potencias;
para ello nos basaremos en la generalizacién de un conocido criterio de divisibi-
lidad por 7, que es usado con frecuencia por muchos profesores de Educacion
General Basica.

El criterio consiste en lo siguiente:

Témese un nimero entero positivo cuayulera (obviamente debe tomarse “gran-
de”). Suprimasele la cifra de las unidades y réstesele al niumero resultante el
doble de la cifra suprimida. Si reiterado el proceso se obtiene un multiplo de
7 conocido, el numero inicial también lo serd; en caso contrario el numero toma-
do en consideracién no sera divisible por siete.

Témese un nimero negativo cualquiera (obviamente debe tomarse “grande”
en valor absoluto). Suprimasele la cifra de las unidades y sumesele al numero
resultante el doble de la cifra suprimida. Si reiterado el proceso se obtiene un
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muiltiplo de 7 conocido, el nimero inicial también lo serd: en caso contrario
el nimero tomado en consideracién no sera divisible por siete.

Este método, que es eminentemente practico, lo expondremos a continuacién
mediante algunos ejemplos.

Consideremos el niimero N = 39876 y multipliquemos la cifra de las unidades
por 21 (21 es un multiplo de 7 y en consecuencia 21 X 6 también lo serd) y
restamos esta cantidad del nimero N. Si N — (21 x 6) fuese multiplo de 7,
entonces, N también lo seria.

39876
— 126

39750

En la préctica lo que se hace es suprimir la cifra de las unidades al nimero
N y se resta a la cantidad que resulte el doble de la cifra suprimida, es decir:

3987
— 12
3975

Obsérvese que si 39750 fuera multiplo de 7, como lo es de 10, seria multiplo
de 70, en cuyo caso 3975 serfa multiplo de 7.
Si repetimos el proceso con el nimero N’ = 3975 llegaremos a:

397
— 10

387

Lo mismo con 387:

38
— 14

24

y como 24 no es un multiplo de 7, tampoco lo ser4 el nimero inicial 39876.

Hagémos brevemente dos ejemplos més:
¢Serdn los numeros 160083 y — 8547 multiplos de 7?
Siguiendo el método descrito podemos escribir:

16008 1600 159 14
— 6 — 4 — 12 — 14
16002 1596 147 0

luego el numero 160083 es muiltiplo de 7, por serlo 0.
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— 854 — 84 — 8
+ 14 + 0 + 8
— 840 — 84 0

luego el nimero — 8547 es un multiplo de 7.

1. Generalizacion

Generalizemos el proceso; para ello tomemos en primer lugar un nimero
natural de 6 cifras:

N = x;x, %%, X, X, (0)

y realizemos un procedimiento andlogo al caso del ejemplo concreto. El primer
paso seria suprimir la cifra de las unidades y restar del nimero que resulte el
doble de la cifra suprimida, con lo que quedaria:

X5 X, X, X, (X, — 2x;)
Reiterando el proceso obtendremos:
X X, X, (%, — 2(x; — 2%,))
X5 X, (%, — 2(x, — 2(x; — 2x,)))
x, (x, — 2(x, — 2(x, — 2(x, — 2x))))
X, — 20x, — 2(x, — 2z, — 2(x, — 2%, )0

Esta ultima expresion se puede escribir:

X, — 2%, + 2%x, — 2%, + 2% — 2%, (L)

con lo que podemos afirmar gque:

= J— 2 — 3 4. )5
7] %%, X, %,%, X = 7 | X, — 2x, + 2%, — 2°%x) + 2%, — 2%,

Entonces, decir que N es miiltiplo de 7 equivale a decir que la expresién (1)
es miltiplo de 7.

Proposicién: La condicién necesaria y suficiente para que un nimero natural
X X X . X,X,X, X, sea un multiplo de 7 es que lo sea la expresion:

n“n—1"n-—-2"""

n

Z (_ :l)n—(2n—txt

t=0
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Hemos obtenido asi un criterio general de divisibilidad por 7 mediante un
desarrollo finito en potencias de 2. (El criterio, evidentemente, puede extender-
se para numeros enteros; es decir: tomar N € 7)

El lector comprendera que la razén por la que la suma finita resulta en poten-
cias de dos, es porque al reiterar ¢l proceso, siempre se resta el doble de la
cifra suprimida” (Obviamente el hecho de restar siempre el doble radica en
gue se resta de N"21 multiplicado por la cifra de las unidades de N” y se repite
el proceso.

Comprobemos numéricamente que la condicion es necesaria:

Para ello tomemos el numero natural 1521296 que es un multiplo de 7, enton-
ces la suma finita:

] —25 + 222 —28e] 4 290 2509 4 206§
también lo serd, puesto que el desarrollo anterior es:
l1+8+32+384—(10+8+288) =119=7e17 =7
Comprobemos numéricamente que la condicidén es suficiente:

Tomemos varias cifras, por ejemplo: 1, 2, 3, 4, 5, 2., y formemos con ellas
y en el orden dado la suma finita (2) de la forma siguiente:

1 —22+ 2203 — 2804 4+ 2105 25e73

Si esta suma es multiplo de 7 (y en efecto lo es, puesto que resulta — 7), tam-
bién lo serd el numero formado con las cifras elegidas, en el mismo orden, es
decir, el numero 123452 es miiltiplo de 7 (123452 = 7 ¢ 17636). Si la suma ante-
rior no hubiera sido un multiplo de 7, tampoco lo habria sido el numero 123452.

2. Otros casos

Podemos hacernos la siguiente pregunta: ¢Se podran enunciar criterios de
divisibilidad andlogos al que hemos establecido, para otros nimeros?

CRITERIO DE DIVISIBILIDAD POR 17 EN UNA SUMA FINITA
DE POTENCIAS DE 5

Intentemos enunciar un criterio de divisibilidad por el nimero 17 razonando
de la siguiente.forma:

Si a un numero natural de varias cifras le restamos "51” (51 es multiplo de
17) podremos razonar exactamente de la misma forma que se hizo en el caso
del criterio de divisibilidad por siete, con la unica diferencia que ahora, al nu-
mero que resulte de suprimir la ultima cifra se le restaria “el quintuple de la
misma’’, y como consecuencia de reiterar el proceso obtendriamos un criterio
de divisibilidad por 17 en una suma finita de potencias de 5.

Luego:

17 | %%, %, %, %, %, = 17 | x, — 8x, + 5%, — 5%, + 5% — 5%,
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Proposicién: La condicién necesaria y suficiente para que un nimero natural
X X X _,... XX X X, sea un miltiplo de 17 es que lo sea la expresién:

Z(_ l)n—t5n——txt (3)
t=20

Estudiados estos dos ejemplos se comprenderd el por qué de los siguientes
enunciados relativos a “criterios de divisibilidad”.

CRITERIO DE DIVISIBILIDAD POR 3 EN UNA SUMA FINITA
DE POTENCIAS DE 2

Proposicién: La condicién necesaria y suficiente para que un nimero natural
X X X _,.... %%, X X, sea un multiplo de 3 es que lo sea la expresion:

n“n—1%n—

n

z(_ l)n—tzn—txt (4)

t=20

Como puede observarse el criterio de divisibilidad por 3 y por 7 coinciden
y por ello, evidentemente, el de 21 se enunciard igual.

CRITERIO POR 11

El lector puede comprobar que el criterio por 11, si utilizamos este método
coincide con el criterio convencional de divisibilidad por 11 usado en los libros
de textos de la E.G.B., puesto que seria:

Proposicién: La condicién necesaria y suficiente para que un ntimero natural
X X X _,.. XXX X, sea un multiplo de 11 es que lo sea la expresion:

z (— Ir—tx, ©)
t=20

Haciendo uso del método que se ha seguido en este trabajo se pueden cons-
truir una amplia variedad de criterios de divisibilidad por niumeros diferentes,
expresados en sumas finitas de potencias. De todos ellos los més practicos son
aquellos que tienen la base de las sucesivas potencias que aparecen en el desa-
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rrollo, pequeria, a pesar de lo cual nos permitimos mediante la siguiente TABLA
ADJUNTA exponer algunos de los mds significativos.

CRITERIO POR EN POTENCIAS DE:

-1 1

n
11 x x, X 5. ,X,X %X, = 11| E (— Dr—tln—tx,
t=0

Rl )

n

21 x x| X, ... X%x X = 21| E (— I)n—t2n—tx,

t=20

—>1 3

n

3l |x x X _,.... %, %, = 31 | E (— I)—t3r—tx,

t=20

—>1 4

n

41 [ % X X .. XX, X X, = 41 | E (— Ir—t4n—tx,

t=20

—»1 5

n

51 |x X _|X _,.... 5,%X,X X, = 5] | E (— )n—t8r—tx,

t=20

Nt ‘
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-

6l [x,x X _,.... XXX X, = 61| E (—Dr—tonr—tx,
t=0

—>1 7

n

1% x, X, ... %%x % =71 E (—Ir—t7n—tx,

t=20

-»1 8

n

8l|x,x X _,...X%X,XX, =8| E (—1r—t8r—tx,

t=20

»Ell 9

n

91 |x,x, X, _,.... ;%X X, = 9] | E (— Ir—t9n—tx,

t=20

- [10]1 10

n

101 |x x, %, _,....x;x,x x,= 101 | E (— Dr—t10n—tx,

t=20

~ [uh 11
Hlfxx _\x, ,.... ;%% x, = 111 | z (— Ir—tlln—tx,

t=0

- [12)1 12

n

121 fx,x_|x XK X X, = 121 | E (— Dr—t12lm—tx,

n—1%n—2"°"

t=20
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3. Diferentes criterios por un mismo
niimero

Por dltimo, digamos que el criterio de divisibilidad por un nimero determina-
do puede expresarse en diferentes desarrollos finitos de potencias del tipo (2).
Por ejemplo, el criterio de divisibilidad por 3 se puede expresar:

a) Enpotenciasde 2 (73 = 21, se suprimiré la cifra de las unidades del niimero
original y se le restaria al nimero resultante el doble de la misma; al reiterar
el proceso quedaria un desarrollo finito en potencias de 2).

b) En potencia de 5 (17 ® 3 = 5 1, se suprimiria la cifra de las unidades del
numero original y se le restaria al numero resultante el quintuple de la misma;
al reiterar el proceso quedaria un desarrollo finito en potencias de 5.)

c) En potencias de 8 (27 * 3 = 8 1, se suprimiria la cifra de las unidades del
numero original y se le restaria al nimero resultante el éctuple de la misma;
al reiterar el proceso quedaria un desarrollo finito en potencias de 8.)

d), e), ......
Asi pues, el criterio de divisibilidad por 3 se podra enunciar en una infinidad
de desarrollos finitos del tipo (2) diferentes:

3e7=[2]1; 3017 =[5]1, 3027 =[8]1; 3037 = [11]1;
! ! |

v
Pot. de 2. Pot. de 5. Pot. de 8. Pot. de 11., .....

— Enotras palabras: El criterio de divisibilidad por3 puede expresarse
en cada uno de los desarrollos finitos de potencias, tipo (2), cuyas bases son
los diferentes elementos de la sucesion:

2,5,8 11,...,3k —1,...,
k entero positivo arbitrario.
De igual manera el criterio de divisibilidad por 7 lo podremos explicitar:

7¢3=[2]1; 7e13=[9]1; 7°2=[16]1; 733 = [23]1;
! ' !

¥
Pot. de 2. Pot. de 9. Pot. de 16. Pot. de 23., .....

— Es decir: El criterio de divisibilidad por 7 puede enunciarse en cada
uno de los desarrollos finitos de potencias, tipo (2), cuyas bases son los diferentes
elementos de la sucesién:

2,916, 23,..., 7k — 5,....,

k entero positivo arbitrario.
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~— El criterio por 9 podré expresarse en cada uno de los desarrollos
finitos de potencias, tipo (2), cuyas bases son los elementos de la sucesién:

8,617, 26,..., 9% — 1,....,

k entero positivo.

——= El criterio por 11 podra expresarse en cada uno de los desarrollos
finitos de potencias, tipo (2), cuyas bases son los elementos de la sucesién:

1, 12, 23, 34, 45,..., 11k — 10,....,

k entero positivo.

- El criterio por 13 podr4 expresarse en cada uno de los desarrollos
finitos de potencias, tipo (2), cuyas bases son los elementos de la sucesion:

9, 22, 35, 48, 61,...,13k — 4,....,

k entero positivo.

— EI criterio por 17 podra expresarse en cada uno de los desarrollos
finitos de potencias, tipo (2), cuyas bases son los elementos de la sucesion:

5, 22, 39, 56, 73....., 17k — 12,....,

k entero positivo.

— El criterio por 19 podrd expresarse en cada uno de los desarrollos
finitos de potencias, tipo (2), cuyas bases son los elementos de la sucesion:

17, 36, 55, 74, 93,...., 19%k — 2,....,

k entero positivo.

—= El criterio por 23 podra expresarse en cada uno de los desarrollos
finitos de potencias, tipo {2), cuyas bases son los elementos de la sucesién:

16, 39, 62, 85, 108..., 23k — 7,....,
k entero positivo.

—-= F] criterio por 27 podr4 expresarse en cada uno de los desarrollos
finitos de potencias, tipo (2), cuyas bases son los elementos de la sucesién:

8, 38, 62, 89, 116,..., 27k — 19,....,

k enterc positivo.
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— El criterio por 29 podré expresarse en cada uno de los desarrollos
tinitos de potencias, tipo (2), cuyas bases son los elementos de la sucesién:

26, 55, 84, 113, 142,..., 29 — 3,....,
k entero positivo.

~—— El criterio por 31 podrad expresarse en cada uno de los desarrollos
finitos de potencias, tipo (2), cuyas bases son los elementos de la sucesién:

3, 34, 65, 96, 127,...., 31k — 28,....,
k entero positivo.

—=— El criterio por 33 podra expresarse en cada uno de los desarrollos
finitos de potencias, tipo (2), cuyas bases son los elementos de la sucesion:

23, 56, 89, 112, 155,...., 33k — 10,....,
k entero positivo.

De esta manera se podran enunciar multitud de criterios de divisibilidad por
cualguier nimero impar que no acabe en 5. Nétese que los criterios de estos
numeros, mas los de los numeros pares, no podrén expresarse mediante este
método, puesto que la imposibilidad de conseguir restar del nimero en cuestién
otro multiplo de él, y que acabe en 1, es inmediata.

Para finalizar el presente trabajo queremos dejar explicitado que muchos de
los criterios definidos aqui no son practicos por cuanto su utilizacién no es cémo-
da ala horaderealizar nuestra labor diaria como docentes. Otros, evidentemen-
te, s{lo son. Dejamos al criterio de quien nos lea su eleccién. Nosotros inicamen-
te hemos tratado de exponer a modo de “'pequefia investigacion” nuestras refle-
xiones sobre el tema.

Educacion Matematica

es una publicacién que surge de la necesidad y el interés de varios sectores
de la comunidad educativa de México, por tener un medio de comunicacién adecuado
y continuo para difundir ampliamente reflexiones, sugerencias didacticas,
ensayos y reportes de investigaciéon en torno a los aspectos de
la Educacién Matemaética, propiciando su conocimiento, discusién y estudio
para contribuir asi, en forma significativa, al mejoramiento de la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas en los diferentes niveles educativos,
tanto de nuestro pais como del resto de Latinoamérica.

NO SE PIERDA DE NINGUN NUMERO DE LA REVISTA.




