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Acerca de la Demostracion en
Geometria

Entre todos los estudios sobre causas y efec-
tos naturales, la luz es lo que mds deleita
al espectador: y entre las caracteristicas mds
destacadas de las Matemadticas, lo que tien-
de sobre todo lo demds a elevar el espiritu
del investigador es la certeza de sus demos-
traciones.

Leonardo da Vinci.

En el proceso ensefianza-aprendizaje
de la matemaética en el nivel medio su-
perior se ha omitido la cuestién esen-
cial de la matemaética: su carécter de-
ductivo. Por razones més o menos evi-
dentes el primer contacto con ella
—que se produce regularmente en la
nifiez— adquiere una caracteristica de
mecanizacion que apela exclusivamen-
te a la memoria. Efectuar operaciones
matemadticas de manera automdtica no
es algo negativo en si mismo, incluso
es algo indispensable para efectuar pro-
blemas de mayor complejidad. Sinem-
bargo, detenerse completamente en ese
aspecto no es, en modo alguno, lo mds
recomendable. Lo adecuado seria que
a medida que el estudiante adquiere
ciertas habilidades bdsicas se buscase
superar el cardcter mecénico inicial,
y pasar gradualmente a un manejo mas
légico de la materia. La realidad de la
practica educativa, desafortunadamen-
te, es muy distinta. Después de que un
estudiante ha concluido tres ciclos es-
colares (primaria, secundaria y bachi-
llerato), todavia, se encuentra préacti-
camente ajeno al método de la mate-
mdtica. Y con ello, con una grave
deficiencia en su formacién intelectual.

Un reflejo de tal situacién es el sin-
sentido que encuentran los estudiantes

en la necesidad de demostrar una pro-
posicién. En ocasiones alguna propo-
sicién parece suficientemente clara, pe-
ro en el momento de demostrar su ve-
racidad todo el proceso se torna oscuro
y complicado. Todo esto, incluso, halle-
vado a los mismos profesores a interro-
garse: ¢Para qué las demostraciones?
La respuesta a esta cuestién se ha tra-
ducido, generalmente, en bordear el
problema.

Por el contrario, el préposito de este
trabajo es transitar por el tema de la
demostracion de las proposiciones ma-
tematicas. Las proposiciones sobre las
que nos interesa llamar la atencién son
las de la geometria euclideana. Esta
parte de la matematica fue primera en
sistematizarse de manera logica. Los
gedmetras fueron los primeros seres
pensantes que se preocuparon por ela-
borar una demostracién rigurosa de sus
afirmaciones. La obra que contiene la
sintesis del conocimiento gedmetrico
de la antigiiedad lleva el nombre de
Los Elementos. Su autor fue un gran
matemético de Alejandria, llamado
Euclides.

En Los Elementos de Euclides encon-
tramos no un conjunto de conocimien-
tos dispersos y desordenados, sino un
sistema légico de gran perfeccién. Las
proposiciones mediante las cuales seda
cuenta del conocimiento geométrico se
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encuentran ordenadas y relacionadas
entre si por una estructura légica per-
fecta. Tales cualidades motivaron des-
de la antigiiedad su imitacién. Y, no
tan sélo en el 4mbito de las ciencias si-
no en otras expresiones del pensamien-
to como, por ejemplo, en la filosofia.
Baste recordar la gran valoracién que
sobre ellatenia uno de los mas grandes
filosofos que han existido, Platén; quien
advertia a las puertas de su Academia,
que quien quisiera entrar debia cono-
cer la geometria. La misma adverten-
cia seria hecha siglos mas tarde por uno
de los més grandes artistas del Renaci-
miento: Leonardo da Vinci. En sus Cua-
dernos escribe: "Que ningtin hombre
que no sea matematico lea los elemen-
tos de mi obra”.

Asipues, lageometria euclideana ha
constituido un hito en el desarrollo del
pensamiento. Y toda ella descansa so-
bre demostraciones. Cada proposicién
se encuentra vinculada con otras debi-
do a la demostracién. De aqui que sin
una comprension de la demostracién
estaremos ajenos siempre a la esencia
misma del sistema euclideano.

Si un estudiante del nivel medio su-
perior termina sus estudios sin tener al-
guna comprensién de las demostracio-
nes geométricas, tendré todo el dere-
cho de lamentarse de sus profesores.
Si carece de un conocimiento particu-
lar de la geometria no tendra que preo-
cuparse demasiado, ya que, con mu-
cha probabilidad no lo utilizard ulte-
riormente. Empero, si desconoce las
demostraciones geométricas habra per-
dido la oportunidad de conocer los me-
jores y mds sencillos ejemplos de una
demostracién matemdtica. Desconoce-
r4 el placer intelectual de efectuar un
razonamiento riguroso.

Nuestra intencién no es presentar una
panacea para el problema del apren-
dizaje de la matemédtica. No es defen-
der a ultranza una metodologia deduc-
tiva en la ensefianza de la matematica.
Pero, tampoco es olvidarla, como estd
ocurriendo. Si un curso de Geometria

Euclideana esta considerado dentro de
la formacién de un estudiante, resulta
incongruente dejar totalmente de lado
lo que constituye un sistema deducti-
vo. Enel presente trabajo pretendemos
sensibilizar al estudiante (y al profesor).
en la importancia de este tema. Y pro-
porcionarle una exposicién del mismo,
que le esclarezca sus aspectos me-
dulares.

¢Qué es una demostracion?

Cuando se presenta la necesidad de
convencer a alguna persona en rela-
cién a una afirmacién que hacemos,
buscamos sustentar ésta en una o mas
proposiciones que nuestro interlocutor
pueda aceptar como verdaderas. De es-
te modo, le hacemos ver que la afirma-
cidn en cuestién es consecuenciade las
otras proposiciones que si puede ad-
mitir sin dificultad. Gracias a este pro-
ceso podemos convencerlo de la afir-
macidn inicial. Esto es, hemos demos-
trado tal proposicién. Consideremos,
por ejemplo, la siguiente situacién: nos
encontramos conversando con un ami-
go, un cierto dia a las 12:00 hrs. p.m.
en la ciudad de Cuernavaca. Y en ese
momento afirmamos que hay pocas per-
sonas en el Zécalo de la Ciudad de Mé-
xico. Nuestro amigo podria replicar que
no debemos hacer tal afirmacién, pues-
to que nos encontramos lejos del lugar
citado v sin informacién directa en ese
momento. Sin embargo, no seria com-
plicado argumentar para sostener la ve-
racidad de nuestra afirmacién.

Lo que tendriamos que hacer seria
formular otras proposiciones, tales que
si nuestro interlocutor las aceptase co-
mo verdaderas tendria que admitir,
también, la verdad de la primera pro-
posicién. Asi pues, podriamos argu-
mentar:

En este momento son las 12:00
hrs. p.m. Sison las 12:00 hrs.
p.m. entonces pocas perso-
nas van al Zécalo de la ciu-
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dad de México. Y, si en este
momento pocas personas van
al Zécalo de la ciudad de Mé-
xico entonces, en este mo-
mento, hay pocas personasen
el Zécalo de la ciudad de
México. )

De este modo, habremos demostra-
do la proposicién formulada.

En el caso descrito se encuentran pre-
sentes los elementos caracteristicos de
una demostracion:

a. Unconjunto de proposiciones que
sirven de apoyo para convencer
a nuestro interlocutor.

b. Un procedimiento l6gico que nos
permite encadenar adecuada-
mente tales proposiciones y que
nos conduce de unas a otras has-
ta la aseveracién inicial.

A lo primero le damos el nombre de
premisas del razonamiento y, a lo se-
gundo le llamamos deduccién. Tal pro-
ceso es tipico de toda demostracién, ya
se trate de fisica, mateméticas o, cual-
quier otra ciencia.

Puede observarse que de hecho las
premisas forman parte de la deduccién,
es decir, se suponen en la demostra-
cién. Si consideramos que son verda-
deras, el procedimiento légico que nos
permite encadenarlas hasta la conclu-
sién nos garantiza, también, la verdad
de esta ultima. Tal procedimiento 16gi-
co se encuentra sustentado por reglas
de inferencia. Estas reglas nos asegu-
ran que los pasos de nuestro razona-
miento son correctos. El principio cen-
tral de tales reglas es que nos permiten
pasar de proposiciones verdaderas a
otra proposicién verdadera, jamés nos
conducirian de proposiciones verdade-
ras a una falsa. En particular, en el
ejemplo presentado arriba estamos uti-
lizando una regla de inferencia que se
conocia desde la antigiiedad y que los
escolésticos llamaron modus ponens.
Esta regla sefiala que si tenemos una

proposicién condicional, es decir, una
proposicién del siguiente tipo:

Sisonlas 12:00 hrs. p.m. en-
tonces pocas personas van al
Zécalo de la ciudad de
Meéxico.

y ademads tenemos la proposicién que
estd como antecedente en la proposi-
cién condicional, es decir:

son las 12 hrs. p.m.;

entonces podemos concluir la pro-
posicién que estd como consecuente de
la proposicién condicional, esto es:

pocas personas van al Zécalo
de la ciudad de México.

De manera esquematica podemosre-
presentar lo comentado:

(Sisonlas12:00 hrs. p:m.
entonces pocas personas
van al Zécalo de la ciu-

dad de México)
P (Son las 12:00 hrs. p.m.)

q (pocas personas van al
Zdbcalo de la ciudad de
México).

donde: p = sonlas12:00hrs. p.m.
g = pocas personas van al
Zbcalo de la ciudad de
México.
- = Si...

De acuerdo a la simbolizacién que
hemos adoptado, podemos simbolizar
todas las premisas de nuestro ejemplo:

P
P~
g=r

p—~q

entonces...

donde r = hay pocas personas en
el Zécalo de la ciudad de México.
El razonamiento completo queda:

lp

2p—>q
3g-—r
4qg(mp.)l1,2
5r (m.p.) 3,4
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Las proposiciones 1, 2y 3sonlaspre-
misas. La proposicién 4 se obtuvo al
aplicar la regla modus ponens (m.p.)
con las proposiciones 1 y 2. La propo-
sicién 5 se obtuvo al aplicar la misma
regla con las proposiciones 3 y 4. La
proposicién 5 es la conclusién del ra-
zonamiento y la proposicién que desed-
bamos demostrar.

Es importante percatarse de la dife-
rencia entre una demostracién légica
y una constatacién empirica. Loque he-
mos ilustrado es cémo se demuestra 16-
gicamente una proposicién. No hemos
efectuado una constatacién empiricade
la misma (lo cual, en el ejemplo pre-
sentado, seria imposible). No se estéd
afirmando que no haya habido y no ha-
bra muchas personas en el lugar y la
hora senalada. Sino que, por el con-
texto particular, si nuestro interlocutor
acepta la suficiente plausibilidad de
nuestras premisas y concede su verdad,
entonces habremos demostrado la ver-
dad de la proposicién inicial. Siempre
que argumentamos a favor de alguna
proposicién tenemos que apoyarnos en
otros enunciados. La verdad de tales
enunciados es algo que se supone en
la argumentacién, puede deberse a que
resultan plausibles, intuitivamente
aceptables, o se hayan demostrado pre-
viamente. Lo importante de una demos-
tracién 18gica es, precisamente, la ga-
rantia que nos brinda de transmitir la
verdad de las premisas a la conclusién.
En el caso de la geometria, la verdad
que el método deductivo filtra a todo
el sistema procede de los axiomas. Es-
tos se aceptan como verdaderos por de-
finicién.

La demostracién que hemos efectua-
do es una demostracién directa. La lla-
mamos asf porque vamos de maneradi-
recta de las premisas a la conclusién.
En ocasiones este tipo de demostracio-
nes no resultan. Entonces es necesario
efectuar una especie de rodeo paralle-
gar a la conclusién deseada, es decir,
esnecesario desarrollar una demostra-
cién indirecta (llamada también “por

reduccién al absurdo”). El procedi-
miento se conduce de acuerdo con las
siguientes indicaciones:

1° Suponer lo contrario de lo que se
desea demostrar;

2° Deducir, a partir de tal supuesto,
una contradiccién;

3° Rechazar, por conducir a una
contradiccién, dicho supuesto; y

4° Afirmar, por lo tanto, lo que se
deseaba demostrar.

En la l6gica una contradiccién es
inadmisible (la forma caracteristica de
una contradiccién es P A -P, es decir,
afirmar y negar la misma proposicion
al mismo tiempo). Por tanto, si una pro-
posicién conduce a una contradiccién,
debe ser rechazada. Esta esla idea fun-
damental que sustenta al método de de-
mostracién indirecto.

Por ejemplo, demostremos por re-
duccién al absurdo que la conclusién
del siguiente razonamiento es conse-
cuencia légica de sus premisas:

Si el sol no tiene luz propia en-
tonces es un planeta. Pero, el sol
no es un planeta. Por lo tanto, el
sol tiene luz propia.

Las premisas del razonamiento son:

— Si el sol no tiene luz propia en-
tonces es un planeta
— El sol no es un planeta.

La conclusién es:
El sol tiene luz propia.

Sigamos las indicaciones que se han es-
tablecido.

1° Supongamos como verdadero
que el sol no tiene luz propia, lo
cual es lo contrario de lo que de-
seamos demostrar.

2° De el supuesto que el sol no tiene
luz propia y, considerando la pri-
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mer premisa, tenemos que el sol
es un planeta, es decir:

Si el sol no tiene luz propia en-

tonces es un planeta. (Primer

premisa) :

El sol no tiene luz propia
(Proposicion supuesta)

El sol es un planeta

Puede observarse que hemos apli-
cado la regla de inferencia, que
ya habiamos comentado (modus
ponens).

Sin embargo, la proposicién que
hemos obtenido y la segunda pre-
misa nos plantean una contra-
diccién:

El sol es un planeta y el sol no
es un planeta.

Con esto, hemos realizado el
20. paso.

3° Puesto que la proposicién que he-
mos supuesto: “el sol no tiene luz
propia”, nos ha conducido a una
contradiccién, entonces no la po-
demos aceptar. Se tiene que re-
chazar.

4° La manera de rechazar una pro-
posicién es aceptar su contraria.
La proposicién contraria de el sol
no tiene luz propia” es “'el sol tie-
ne luz propia”. Esta ultima pro-
posicién es, entonces, la que po-
demos afirmar. Con ello, la he-
mos demostrado por reduccién al
absurdo.

¢Para qué hace falta la demostracién?

Todo discurso cientifico busca esta-
blecer un sistema coherente de propo-
siciones que den cuenta de su objeto
de estudio. Es de interés, por supues-
to, que tales proposiciones sean verda-
deras. No tendria sentido preocuparse

por elaborar proposiciones falsas. La
cuestién de cémo construye sus cono-
cimientos una ciencia escapa a toda re-
ceta. Tal actividad demanda ciertas
cualidades como creatividad, imagina-
cién, intuicién, etc. Ademds, cada dm-
bito cientifico posee sus propias parti-
cularidades. No obstante la gran impor-
tancia de este aspecto psicoldgico del
conocimiento, su discusién se encuen-
tra fuera del propdsito del tema que nos
interesa.

Ahora bien, una vez que se ha dado
esta etapa de invencién o construccién
de un conocimiento, es necesario dar-
le una justificacién 1égica. En el caso
de la matemadtica es particularmente im-
portante esto. Una proposicién mate-
maética no se comprueba en la experien-
cia. Su exactitud es inalcanzable por
toda prueba experimental. En conse-
cuencia, la verdad de una proposicién
matemadtica es independientemente de
su correspondencia con el mundo ex-
terior. Su verdad es de cardcter 16gi-
co, depende de la coherencia interna
del sistema en que se encuentre. Su de-
mostracién ldgica es lo tnico que nos
puede garantizar su verdad.

Consideremos la siguiente propo-
sicion:

Los dngulos opuestos por el vértice
son iguales.

Fig. I
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Si quisiéramos constatar la veracidad
de esta afirmacién de manera experi-
mental o préctica, dibujariamos una fi-
gura (por ejemplo, la Fig. I) y, medi-
riamos dichos dngulos.

Para tal medicidn necesitariamos al-
gun instrumento, por ejemplo un trans-
portador. Es claro, que cuanto mejor
fuese nuestro instrumento de medicidn,
mds precisa seria nuestra medida. Em-
pero, no resulta dificil percatarse que
en todo proceso de medicidn sélo po-
demos hablar de modo aproximado. S6-
lo es factible obtener una medida me-
jor que otra, pero, nunca una medida
exacta.

Ademds, la proposicién anotada no
se refiere exclusivamente a la figura
presentada. Es igualmente vélida si el
dibujo fuese mds pequefio o mds gran-
de, de unos cuantos milimetros o de mu-
chos metros (y la constatacién empiri-
ca se complicaria aiin mds). Tal propo-
sicién refiere una propiedad geomé-
trica general, no relativa a determina-
da figura particular. Por tal motivo, su
demostracién sélo puede ser Iégica.

Demostracién:

a.-a + B = 180°
b.-a’' + 8 = 180°
a-a+f=a +p8
d-a =a

a.- De la Fig. II, se puede observar
que, independientemente del va-

Fig. II 4

lor particular que puedan tener
ayfB,a+ B8 = 180°. La suma de
los dngulos a y @ es equivalente
a si trazdramos media circunfe-
rencia, porque estamos conside-
rando la abertura entre dos pun-
tos de la misma recta ¢. Esto es
cierto para toda figura que poda-
mos dibujar o incluso sélo pen-
sar. Y no necesitamos efectuar
medicién alguna.

Considerando ahora la recta ¢
y por una argumentacién andlo-
ga a la anterior, tenemos:

o + B = 180°.

c.- Puestoquea’ + Bestdan denotan-
do la misma cantidad, a saber,
180°; entonces son iguales entre
si.

Finalmente, dado que @ esté su-
méndose de ambos lados de la
igualdad, su cancelacién no alte-
ra en absoluto la igualdad; por
tanto:

Asipues, podemos observar que una
proposicién mateméatica no se com-
prueba en la experiencia sino que se
demuestra por una justificacién 1égica.

Sin embargo, cabe la pregunta; ¢ To-
do en la matemética se demuestra? Su
respuesta es no. Es necesario aceptar
cosas sin demostracién. Abordemos es-
ta cuestién enseguida.

cQué puede admitirse sin
demostracién?

Hemos seftalado que para demostrar
una proposicién es necesario deducir-
la de otra(s). Resulta natural pensar que
para estar seguros de las propasicio-
nes que nos sirven de apoyo en la de-
mostracién es necesario, asi mismo, de-
mostrarlas. Esto significa que tendr{a-



B .., 64 B EDUCACION MATEMATICA B Vol. 3 - No. 3 ¢ Diciembre 1991 B © GEI R

[

mos que apelar a otras proposiciones,
y asi sucesivamente. Pero, a través de
un proceso de este tipo, finalmente, no
podriamos demostrar nada (a esto se
le denomina “regreso al infinito”).

La unica salida de esta situacién es
no pretender demostrar todo. Es nece-
sario asumir ciertas proposiciones sin
demostracién. Sin tales proposiciones
se tendria un regreso al infinito o una
circularidad viciosa y, en consecuen-
cia, no seria posible una sistematiza-
cién logica del conocimiento. A tales
proposiciones les llamamos axiomas o
postulados.

Es muy importante entender la nece-
sidad de aceptar proposiciones sin de-
mostrar. Algo anédlogo sucede respecto
al significado de las palabras que usa-
mos. Las proposiciones son afirmacio-
nes. En ellas indicamos propiedades de
objetos o relaciones entre objetos. Pe-
ro, es necesario distinguir dos tipos de
términos: términos primitivos y térmi-
nos definidos. Los primeros no se deti-
nen, se dan por conocidos de alguna
manera. Los sequndos, se dan por de-
finicién sobre la base de los términos
indefinidos o primitivos. Seria imposi-
ble definir todos los términos en fun-
cién de otros. Seria como tener un dic-
cionario con un vocabulario infinito.

As{ pues, la idea fundamental que
inspira a la geometria euclideanaes que
a partir de ciertas proposiciones que
se consideran verdaderas, los axiomas,
se pueden deducir otras proposiciones.
Es asi como tomando como pilares alos
axiomas, se construye el sistema de la
geometria euclideana.

¢Cémo se hace una demostracién?

Esta cuestién ya ha sido abordada,
pero es importante afiadir algunas ob-
servaciones mds. Esto nos permitiré re-
dondear (aunque sea, por motivos de
extension, de modo muy breve) laidea
de la demostracién en geomefria. He-
mos establecido que una demostracién
consta de una serie de pasos ldgicos que

llamamos deduccioén. Y, que es correcta
o incorrecta seqgun lo sean los pasos
efectuados. Una primera observacién,
que podemos hacer en relacién a las
demostraciones realizadas aqui es:

podemos efectuar demostra-
ciones sin auxiliarnos de algu-
na imagen gréfica, o bien,
otras demostraciones requie-
ren una imagen grafica para su
realizacién.

El primer ejemplo que vimos no es
una demostracién geométrica, sin em-
bargo, se presentan frecuentemente de-
mostraciones de este tipo —que no re-
quieren una imagen grafica para seguir
la deduccién— en geometria. Son de-
mostraciones en las que nos remitimos
a enlazar légicamente nuestras premi-
sas para llegar a la conclusién, reque-
rimos sélo de algunos esquemas de ra-
zonamiento. Por ejemplo, para demos-
trar la proposicién: .

Todos los cuadrados son cuadrilétero
con diagonales iguales, es suficiente
disponer de las siguientes premisas:

1° Todos los rectdngulos son cuadri-
lateros con diagonales iguales, y

2° Todos los cuadrados son rec-
tangulos.

En dicha demostracién estamos uti-
lizando el siguiente esquema de razo-
namiento:

Todo M es P
Todo Ses M

Todo S es P

donde lasletrasM, Py S representan
clases:

(A)

S — cuadros

M — rectdngulos

P — cuadrildteros que tienen
iguales sus diagonales.

El esquema (A) lo podemos represen-
tar graficamente.
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Fig.III

Es claro en la ilustracion que, todo
elemento de la clase S es elemento de
la clase M, y todo elemento de la clase
M es elemento de la clase P. Por tanto,
todo elemento de la clase S es elemen-
to de la clase P.

Otro ejemplo, la proposicién:

Ningun paralelogramo oblicuén-
gulo esuna figura que se puede ins-
cribir en una circunferencia.

se demuestra a partir de las siguientes
premisas:

1° Ningun cuadrilatero que tenga la
suma de los 4ngulos opuestos dife-
rente de 180° esuna figura que se
puede inscribir en una circunfe-
rencia.

2° Todo paralelogramo oblicudngulo
es un cuadrilétero que tiene la su-

ma de sus &ngulos opuestos dife-
rente de 180°.

El esquema de razonamiento es:

Ningin M es P
Todo Ses M

Ninguin S es P

(B)

donde las clases que representamos
son:

M cuadrilateros que tiene la suma de

los 4ngulos opuestos diferente de
180°.

S paralelogramos oblicudngulos.
P figuras que se pueden inscribir en
una circunferencia.

El esquema de razonamiento (B) se
representa graficamente como sigue:

Fig. IV

Se indica, ninguin elemento de la cla-
se M es elemento de la clase P, todo
elemento de la clase S es elemento de
la clase M. Por tanto, ningun elemento
de laclase S es elemento de la clase P.

Los esquemas de razonamiento (A)
y (B) son conocidos desde la antigiie-
dad. No obstante que disponemos de
muchos esquemas similares, llamados
silogismos, los dos ejemplificados son
particularmente importantes. Una gran
cantidad de deducciones en geometria
los utiliza. '

La presentacién gréfica de las demos-
traciones anteriores no sélo aporta un
apoyo intuitivo a nuestro razonamien-
to, sino que también —lo cudl es muy
importante— nos auxilia para descri-
bir un error en alguin razonamiento. Por
ejemplo, consideremos el siguiente ra-
zonamiento: :

1° Todos los angulos
adyacentes son

suplementarios
Premisas
2° Dos 4ngulos dados
son suplementarios.
Los dngulos dados
g Conclusién

son adyacentes.
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M — &ngulos adyacentes.
P — 4&ngulos suplementarios
S — &ngulos dados.

La premisa 1 indica:

lP

Fig. V
La premisa 2 indica:

Fig. V1

puede observarse que hemos represen-
tado cémo se encuentran relacionadas
entre si lasclasesMPyP S, sin embar-
go, no podemos concluir algo sobre S
y M; puesto que no conocemos su de-
pendencia.

Veamos ahora otro tipo de demostra-
ciones en las cuales no podemos reali-
zar la deduccién sinf, paralelamente, ir
haciendo una construccién geometri-
ca. En estas demostraciones la intuicién
geométrica juega un papel central.
Consideremos la famosa proposicion:

C .
AAB

Fig. VII

La suma de los 4ngulos internos de
un tridngulo es 180°.

Demostracién:

Sea el tridngulo ABC de la fig. VII.
Queremos ver que se cumple que o +

g + v = 180°.

1. Prolongamos el lado AB hasta el
punto X.

2. Porel vértice Btrazamos una para-
lela al lado AC. Fig. VIII

3. Considerando la transversal CB
respecto de los segmentos parale-
los AC y BY, obtenemos y = ¥’ por
ser 4ngulos alterno-internos. Fig.
IX.

4. Considerandoahoralatransversal
AX respecto de los segmentos pa-
ralelos AC yBY, tenemos que a =
o por ser dngulos correspondien-
tes. Fig. X.

5. DelaFig. Xl es claro que o’ + 8
+ v = 180°, pero, puesto que o
= ayv = v entonces sustituyen-
do tenemos.

a+ B8+ =180°
lo cual se deseaba demostrar.

Recuérdese que para efectuar algu-
na demostracién es necesario apoyar-
se en algunas proposiciones que llama-
mos premisas del razonamiento. Estas
pueden ser axiomas (o postulados) u
otras proposiciones ya demostradas
—que llamamos teoremas— Veamos
la justificacién de la demostracion an-
terior.

El paso 1 se encuentra apoyado en
el postulado II de la geometria eucli-
deana que establece que es posible pro-
longar en linea recta un segmento. El
paso 2 se sustenta en un teorema que
afirma, que por un punto dado se pue-
de trazar una recta paralela a otra rec-
ta dada. Obsérvese que estos dos pa-
sos no alteran en absoluto al tridngulo
dado, son trazos auxiliares que nos per-
miten construir la demostracién. Sin
ellos no hubiera sido posible demostrar
la proposicién que nos interesaba. S6-



Fig. VIII

B EDUCACION MATEMATICA B Vol. 3 - No. 3 ® Diciembre 1991 B © GEi M ., 67 B

50—

C Y

Fig. IX

Fig. XI
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lo a partir de esta construccion, es po-
sible detectar relaciones geométricas
entre dngulos y lados que nos orientén
hacia nuestra meta. Asi, el paso 3 con-
siste en reconocer de la construccién
hecha, que los 4ngulos alterno-internos
sefialados son iguales por un teorema
de paralelismo, Y, andlogamente con
el paso 4. Finalmente, se puede reco-
nocer que los tres dngulos adyacentes

que tienen como base AX son suple-
mentarios es decir, suman 180°; y se
efectia la situacién pertinente.

Puede observarse que la proposicién
que se demostré se encuentra vincula-
da de manera légica con otras (incluso
otras que no fueron explicitadas). Esto
es lo caracteristico de la geometria
euclideana. No tenemos una coleccién
azarosa de proposiciones sino un siste-
ma de conocimientos construidos con
apego estricto a las leyes de la 16gica.
De aqui la importancia de entender el
método deductivo, el método de la ma-
temaética.

Por otro lado, es patente el impor-
tante papel que ha jugado la imagen
gréfica en la demostracién. La figura
dibujada es una especie de detonador
de nuestra intuicién que nos impulsa
en la construccién de la deduccién. Este
tipo de demostraciones son las mds ca-
racteristicas de la geometria euclidea-
na, demostraciones en las que es més
importante hacer construcciones, dibu-
jar lineas auxiliares; que elaborar ca-
denas de inferencias formales. Por su-
puesto, en el proceso subyace unrazo-
namiento légico, pero éste se encuentra
iluminado por la intuicién.

Cabe la prequnta: ¢cémo ~-a partir
de las condiciones de una proposicién
por demostrar— podemos saber el tipo
de trazos auxiliares que hay que hacer,
el tipo de deduccion que es necesario
desarrollar? Para esto no hay recetas.
En 4lgebra si disponemos de algorit-
mos para resolver problemas. Median-
te un procedimiento analitico deduci-
mos todas las reglas del juego. La de-
mostracién en geometria procede de
una manera sintética: por construccién.
Nuestra brujula es la intuicidn y nues-
tro barco el pensamiento légico.

Debemos tener en buenas condicio-
nes ambos. Lo que se puede hacer es
acercarse mds al trabajo geométrico.
Creemos que las reflexiones que hemos
sefialado aqui, aunque de manera muy
sonora, proporcionan una orientacién
en este camino.



