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Algebra Lineal con
Numeros Enteros

—

Resumen. Se presenta un algoritmo de eliminacién para encontrar la solucién
exacta de un sistema de ecuaciones algebraicas lineales con elementos ente-

ros.

Fl método es un auxiliar adecuado en la ensefianza del dlgebra lineal. Se

incluyen las aplicaciones siguientes:

Evaluacién del determinante de una matriz entera.

Computacién exacta de la inversa de una matriz entera.

Generacién de una matriz entera con determinante dado.
Construcciéon de una matriz y de su inversa con elementos enteros.
Generacién de una matriz entera con valores y vectores propios enteros.

1 Introduccion

En este trabajo queremos abordar dos problemas que se presentan en el alge-
bra lineal y en su ensefianza, y para ello al hacer referencias a matrices y siste-
mas de ecuaciones, asumiremos que estdn formadas de elementos enteros.

El primer problema se refiere a la obtencién de la solucion exacta de un
sistema de ecuaciones lineales con elementos enteros. Otras dos cuestio-
nes relacionadas con este problema, son la evaluacién del determinante
y de la inversa de una matriz con coeficientes enteros.

Un sistema de ecuaciones con elementos enteros tiene solucién racional
(suponiendo que tiene solucién unica); basta con recordar la regla de Cra-
mer para convencerse de ello. Las soluciones del sistema estén dadas por

det(4;)
X, =

= ,i=1,2, ... , n, (1)
det(A)

siendo A, la matriz que resulta de sustituir la i-ésima columna de la ma-
triz de coeficientes A, por el lado derecho del sistema de ecuaciones.
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Si A es una matriz invertible con elementos enteros, su inversa A~' tiene
elementos racionales puesto que

o _ aditd)
det(4) '

donde adj(A) es la matriz cuyo elemento (i, j) es a;, = (-1)"' M, el
determinante que resulta de eliminar el renglénj y la columna i de la matriz
A, asi que adj(A) tiene elementos enteros y el determinante de la matriz
A, det(A) también es entero.

La solucién de un sistema de n ecuaciones usando la regla de Cramer requiere
de la evaluacién de n + 1 determinantes de orden n. Para la inversién
matricial por medio de la matriz adjunta, es necesario calcular n?
determinantes de ordenn — 1 yunode orden n. Esto representa una cantidad
considerable de operaciones, por lo que dichos métodos resultan impracticos.
Por ejemplo, la evaluacién del determinante de una matriz de orden n, usando
la expansién por menores, requiere del célculo de n determinantes de orden
n - 1, y cada uno de éstos precisa de la evaluacién de n — 1 determinantes
deordenn —2, y asi sucesivamente. Es evidente que el numero de operaciones
guarda relacién con el factorial de n. Alguien pudiera pensar que atin cuando
ésta es una cantidad considerable de operaciones, bastaria con hacer uso
de la computadora, y el problema estaria resuelto. Esta apreciacién seria
engafiosa, veamos por qué: la evaluacién de un determinante de orden n
necesita.

M(n) = 1+i+i+...+- )n!
' 21 -3l (n—-1)!

multiplicaciones, es decir n! < M(n) < (e — 1)n!, dondee = 2.71828...,
como se muestra en [1].3

La supercomputadora CRAY X-MP-4, que es de las més veloces en la actua-
lidad, y que puede realizar 1,000'000,000 de multiplicaciones por segundo,
tardaria jmds de 132 afios en evaluar un determinante de orden 20! La solu-
cién de un sistema de 20 ecuaciones jrequeriria casi 28 siglos, y la inversién
de esa matriz tardaria el mismo tiempo!

Un método clasico, que se utiliza normalmente para abordar los problemas
anteriores, es el denominado Eliminacién de Gauss. Este procedimiento
es muy econémico: requiere (n® + 2n —3)/3 multiplicaciones para evaluar
un determinante de orden n. Para calcular un determinante de orden 20,
se necesitan solamente 2679 multiplicaciones. La computadora menciona-
da anteriormente efectia estas operaciones jen una fraccién de segundo!
Lo mismo ocurre con la solucién de un sistema de 20 ecuaciones y la inver-
sién de una matriz de orden 20.

En cada paso, el método de Gauss necesita la evaluacién de un cociente
de nuimeros enteros. Desde el punto de vista de la ensefianza, esto presenta
un inconveniente, porque requiere del uso de decimales o bien de fracciones.

M .
3as referencias bibliograficas, numeradas entre paréntesis rectangulares, aparecen al final
del articulo.
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Por todo lo expresado anteriormente, seria deseable disponer de un método
—resultante de modificar el de Gauss— que en cada paso usara Unicamente
operaciones con numeros enteros.

¢ Para fines did4cticos, es conveniente disponer de ejemplos cuyos datos sean
nimeros enteros y su solucién se exprese mediante numeros enteros. Por
ejemplo, encontrar una matriz de orden dado con elementos enteros, tal
que su inversa también tenga elementos enteros.

Presentaremos una forma de enfrentar los problemas anteriores a partir de dos
algoritmos fundamentales, que se muestran en las dos secciones siguientes.

2 Algoritmo D.G.O.

Este algoritmo fue desarrollado en 1976 por uno de los autores, quien lo presenté
en 1984 en el XVIII Congreso Nacional de Matemdticas [2]. Permite resolver
sistemas de ecuaciones lineales con elementos enteros, usando solamente arit-
mética entera.

Introduciremos el procedimiento a través de ejemplos, ofreciendo algunas ver-
siones del mismo.

Primera version.
Para empezar, veamos-lo que ocurre al resolver el sistema de tres ecuaciones

3x1 + ZXZ - X3 = —6
X, — Xy + 2X3 - l
4.X1 - ZX2 + 3X3 = _4

Por comodidad operaremos con su matriz aumentada:

3 2 -1 -6
1] -1 2 1, )
4 -2 3 -4

reduciéndola por medio de la eliminacién algebraica de resta, manipuldndola
de la forma usual, es decir, llevando la matriz de coeficientes a una forma
triangular.

Para tal efecto, realizamos las operaciones siguientes:

(a) Restamos la primera ecuacuSn al triple de la sequnda ecuacién.
(b) Restamos el cuddruple de Ia mmera ecuacion, al triple de la tercera
ecuacion:

3 2 -1]|-6 3 2 -1}-6
I -1 2 1] ~10 -5 7 9
4 -2 3|4 0 -14 13112
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En esta primera eliminacion se puede ver que aparte de los ceros, sélo seis
elementos cambiaron de valor, por lo que podemos escribir la informacién
anterior en una forma compacta:

3] 2 -1|-6
1 -1 211

4 -2 3|4 )
-5 719
-14 13112

Si se denominan pivotes a los elementos que van quedando sobre la diago-
nal principal, entonces los valores que cambiaron, excepto los ceros, se
pueden expresar mediante seis determinantes de orden dos, que involucran
en cada caso a los cuatro elementos que estdn en el renglén y en la columna
del pivote 3], y en los renglones y columnas restantes. Estos determinantes
se muestran a continuacién

-5 = 2 7 = —1 9__6

=T -1l =T 2i- T 1l
VN Y I | Y PN E B
4 -2 4 3 4 -4

(c) Multiplicamos la tercera ecuacién por —5, y le restamos la segunda ecua-
cién multiplicada por —14:

3 2 -1 |-6 3 2 -1 |-6
0 -5 17 9|~10 -5 1 91 . (4)
0 -14 13 |12 0 0 33 166

Sin contar el cero, sélo dos elementos cambiaron de valor, por lo que la
sequnda eliminacién se puede escribir también en forma compacta:

=517 9
-14 13]12 (5)

33 |66

y los valores que cambiaron, excepto el cero, se pueden expresar mediante

dos determinantes de orden dos:
7 9

B=14 13- %= |31 2|
(d) Para concluir, resolvemos en orden regresivo el sistema (4), que equiva-
le a
3x1 + 2X2 - X3 = _6
IS - sz + 7X3 = 9
33x; = 66

De la tercera ecuacién se obtiene x; = 2.
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Sustituyendo este valor en la sequnda ecuacién, resulta x, = 1.

Al reemplazar x| y x, en la primera ecuacidn, se encuentra que x;, = —2.
Como los sistemas (2) y (4) son equivalentes, hemos obtenido la solucién
deseada

x, = =2, X, = 1, X3 = 2.

El procedimiento con el que se obtuvo la solucién anterior se puede presen-
tar en forma reducida mediante dos etapas: la primera, eliminacién, for-
mando el arreglo compacto, sobreponiendo los dos arreglos (3) y (5); la
segunda, sustitucién regresiva, despejando algebraicamente en las ecua-
ciones pivotales, que corresponden a los renglones de la matriz del lado
derecho en (4), quedando resumida la informacién de la forma siguiente:

(3] 2 -1]-6| x =-2
1 -1 2|1
4 -2 3|-4

L=s] 7] 9] =x = 1,

14 1312
33[66] x,= 2

En el proceso de eliminacién anterior se puede observar que para una po-
sicién dada del pivote a,,, p = 1,2, ..., n — 1, siendo n el nimero de
ecuaciones, solo es necesario modificar los elementos que estan situados a
la derecha y abajo del pivote, es decir, los renglonesi = p + 1, p +
2,...,n,ylascolumnasj = p + 1, p'+ 2,..., n, asi como la columna del
lado derecho.

También se observa que la sustitucién regresiva se desarrolla sistematica-
mente con las ecuaciones pivotales, despejando la variable x; de las ecua-
cionesi= n,n-1,...,1.

Generalizando el procedimiento anterior, el sistema de n ecuaciones con
solucién unica:

aj 4y 413 - .. 4y X) b, ay ap a3 ... a, | b
ay @y dyxpy . .. asg X, b2 dy 4y dz ... ajy b2
. 1 (D
— ~
Q, dpp 83 . .. A, X, bn Qn @nz2 Qp3 - - . 4y, bn

se puede resolver con el siguiente algoritmo:

Primera versién del D.G.O.

i=p+1,p+2,..n

App 4ap;
a, a;

pp

a; « ,J=p+1,p+ 2,...n
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’

a, b
b, app bf

ip

Segunda versién.

En la sequnda etapa del algoritmo anterior es necesario dividir entre a;, que
en consecuencia debe ser no nulo. No obstante, pueden presentarse algunas
dificultades, como se aprecia en el ejemplo siguiente, donde sélo se muestra
el arreglo compacto de la matriz aumentada.

7] 0 2 1 0 x, =0,
30 0 -1 -2
10 3 -1 -5
21 -2 -2 0
pivote nulo - 0 -6 -10 -14
0 19 -8 =35
7 -18 -16 0
renglones - 71-18 -16 0 x, = 2, (8)
' 0 19 -8 -35
intercambiados — 0 -6 -10 -14
133 -56 —245 x; = —1,
—42 -70 -98

—11662 |-23324 | x, = 2.

Al intentar la sequnda eliminacidn se tiene un pivote cero, por lo que es necesa-
rio permutar las ecuaciones sequnda y cuarta, llevando a la posicién del pivote
un elemento no nulo. Esto es posible, ya que siendo sistemas equivalentes, la
permutacién de las ecuaciones no modifica la solucién de las mismas.

En general, siempre que se tenga un pivote igual a cero, se busca hacia abajo
en la columna del pivote hasta encontrar un elemento diferente de cero, el que
es llevado a la posicién del pivote por medio de la permutacién de los renglones
correspondientes. Es decir, si en algin paso el elemento pivote a,, es cero, en-
tonces se permutan los renglonesp yk, dondep < k s nya, # 0. Si el siste-
ma tiene solucién tinica, la existencia de tal a;,, # 0 est4 garantizada. Esta posi-
bilidad de intercambiar renglones se incluye en la versién siguiente del algoritmo:
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Segunda versién del D.G.O.
p=12..n-1
si a,, = 0, intercambiar los renglones p v k,

cona,#0,p<k=n
i=p+1,p+2..n

a; < o ,j=p+1l,p+2..n
ip i} :

o
o)

o)

pp

oo

ip

b, - E a;x;

1
a;; j=i+l

Tercera versién.

El algoritmo anterior resulta conveniente en sistemas pequefios. Pero hay siste-
mas en los cuales los elementos crecen en valor absoluto de una forma indesea-
ble, en cuyo caso resulta ttil efectuar un escalamiento de los valores que permita
reducir su magnitud. Uno de los procedimientos de escalamiento consiste en
dividir cada valor obtenido durante la primera etapa, entre el pivote anterior;
manteniéndose la aritmética entera [2]. Por congruencia se define ay, = 1.
Para mostrar el uso del algoritmo, se resuelve el ejemplo dado por (2), utilizando
un arreglo compacto:

3 2 -1 -6 x, = =2,

1 -1 2 1

4 -2 3 -4 (10)
l _§| 7 9 X, = 1,
-14 13 12 :

11 22 Xy = 2.

Los valores de la primera etapa estdn dados abajo:

@B 2 |El—1
1 -1 1 2
7 ="—

1

-5 A1

, 9 =l—
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‘ 2‘ @-‘ @l -6
_14=f1_____2, 13=__4__§, 12=_4___f1_
1 : 11
7| 9
1 - —14 13, 0 = -14 12

3 3

Al confrontar los arreglos (6) y (10), vemos que sélo se redujo el ultimo renglén
de (10). Sin embargo, en sistemas mds grandes la reduccién que se obtiene
puede ser notable.

El lector puede verificar que la solucién del ejemplo dado en (8), mediante la

aplicacién del algoritmo (9) produce el arreglo compacto siguiente:

pivote nulo -

-

renglones

intercambiados -

7]0 2 1] o} =«
30 0 -11 —2
1 0 3 -1 -5
2 1 -2 -2 0
0 -6 -10}1-14
0 19 -8]-35
7 —-18 -16 0

[7]-18 -16| 0| =x
0 19 -8]|-35
0 -6 —-10|-14

{19] -81-35 X,
-6 -—-10 |-14

-34 |68 X,

Ol

Como se puede observar, el arreglo con escalamiento (11) muestra una clara
ventaja sobre el arreglo sin escalamiento (8).

Anadiendo estas ideas de escalamiento, la tercera versién del procedimiento
se puede eéxpresar de la forma:

Tercera versién del D.G.O.
aoo = ].

p=12..n-1

si a,, = 0, intercambiar los renglones p y k,
cona,#¥0,p<k=n
i=p+1,p+2,..n

90 Opi|
a,,- -« ap a;l,] = p + l,p + 2,...,1’1
ap—l.p—l
| app bp
b« a4, ;
i
Ap-1,p-1
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Versiéon definitiva.

Los ejemplos presentados hasta ahora han sido escogidos de tal manera que
tienen solucién entera. En general, las soluciones x; serdn racionales, como lo
establece laregla de Cramer (1), y en consecuencia pueden aparecer fracciones
en la sustitucién regresiva. Esto representa un inconveniente que se puede evitar
mediante la modificacién de la sustitucién regresiva de forma tal que se manten-
ga la aritmética entera, como se aprecia en el ejemplo siguiente.

Ejemplo. Sustitucién regresiva entera y solucién racional:

_3_J 2 11 1oy = 11(1) = 2(5) = (—1)(2) S 1 x = L,
1 -1 2} 0 3 11
4 -2 310 11(-1) = 7(2) 5
5T 7|-I|[TI-D| 2= — 5 = S, x, = —, (13)

- _ - 11
14 13|-4 11(2) 5

11| 2} [112) -2 g -2

Y3 11 X3 1

La nueva sustitucién regresiva consta de los pasos siguientes:

e Después de la etapa de eliminacién, se afiade una columna que contiene
a los elementos del lado derecho de los renglones pivotales multiplicados
por el dltimo elemento de A, a,,, en este caso 11.

o Luego se efectta la sustitucién regresiva con esos valores, obteniendo las
¥,, que siempre tendrdn valores enteros.

e Se encuentra la solucién x; = y/a,,.
Esta idea se incorpora en el algoritmo siguiente:

Algoritmo D.G.O.
aoo = 1
p=12..n-1

si a,, = 0, intercambiar los renglones p v &,
cong,#¥0,p<k=n

i=p+1l,p+2,..n

f
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1
a;i

bi Qpn ~

n
E ay; .+ % =

J=i+1

9p 9o
a)/ al_l," a” ] = D + l,p + 2,...,n
ap—l,p—l
8pp bp
b~ 2
Mi
ap—l,p—l

Como se verd mds adelante, a,, = det(4). Al comparar x;, = y/a,, con la ex-
presién (1), se aprecia que y;, = det(4,); asf que D.G.O. obtiene exactamente
los numeradores y el denominador de la regla de Cramer.
Cabe recalcar que el sistema (7) tiene solucién unica, solamente si al terminar
la primera etapa en los procedimientos (9), (12) 6 (14), la diagonal principal
tiene todos sus elementos no nulos. De no ocurrir esto, el sistema tiene un nimero
infinito de soluciones, o no tiene ninguna. Estos casos no serdn tratados aqui.

Evaluacién de determinantes con D.G.O.

Si se evalia el determinante de la matriz A, de orden 3, por medio de la expan-
sién por menores del primer renglén, resulta:

det (A) = det dy 4dpn Aap

= ay(apan—azan)— a(ayan=anay) + aplazan—azay)

El lector puede verificar que al aplicar la primera etapa del algoritmo D.G.O.,

sin intercambio de renglones, se obtiene

ay) a3 a3
dy axn dn
dsz) ds; ds;

| )84 4, I )43~ d24)3

apdyp—dazd;; 4a)4d;dzd);

det(4)
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Si se aplicé el algoritmo D.G.O. a la matriz cuadrada:

a, 4ap &3 -.-4pq
ao (322 623 PO ab
A=12 an a3 ---an |,

ap) dn2 =
y requirié m intercambios de renglén en la primera etapa, y d es el elemento
que resulté ubicadoen el renglénnyen la columna n; entonces el determinante
se puede expresar, segun se demuestra en [3], mediante

det(4) = (-1)™d.

De acuerdo con esto, se evaluan los determinantes

det | 1 -1 2 | =11, det _ = 34;
4 -2 3 10 3 -1
: 21 -2 -2

gue son los valores d con su signo correspondiente, obtenidos de las ecuaciones
(10) y (11), respectivamente, al terminar la primera etapa del D.G.O., esdecir:

11 = (=1)X11), 34 = (-1)Y(-34);

el primer ejemplo mantiene el valor de d porque no requirié intercambio de
renglones; mientras que el segundo ejemplo es —d, por que necesit un inter-
cambio de renglones.

A continuacién se verifica que

1 2 3 5
5 11 18 23 = -5,
ety 2 4 s
1 7 21 -10
por medio del arreglo:

1] 2 3 5

5 11 18 23

1 2 4 )

1 7 21 -10

i 3 -2

0 1 0

5 18 -15

%_l 0

-5

-5
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Es interesante hacer notar que al resolver sistemas de ecuaciones como (10,
(11) y (13), el valor del determinante se obtiene como un resultado intermedio
en la primera etapa del D.G.O., sin necesidad de realizar calculos adicionales.

Inversién matricial con D.G.O.
Si A es una matriz no singular, entonces por definicién:

AA™Y =1,
y haciendo la sustitucion

X = A",
en la expresién anterior, resulta

AX =1,

que representa un sistema de ecuaciones simultdneas, en donde el lado derecho
consta de n vectores que forman la matriz identidad I.

Con esto, se puede establecer una comparacién que se presenta en la tabla si-
guiente.

Sistema || Matriz aumentada | Coeficientes | Lado derecho || Solucién

Ax =D (Alb) A b bq (15)

AX =1 Al A I A

Entonces para invertir una matriz con el algoritmo D.G.O., basta con operar
con la matriz aumentada (4|]), y al efectuar la sustitucién regresiva para cada
uno de los vectores del lado derecho se obtienen n soluciones que corresponden
a las columnas de la matriz inversa.

Para mostrar lo anterior, veremos que:

321\ -1 0 1
2372 = 6 -1 -4 |,
4 21 -8 2 5

Bl 2 1{1 0 o0 x=-1 x = 0, x = 1,
2 3 21010
4 2 110 0 1
5] 41-2 3 0 x, = 6, x, = —1, x, = —4,
-2 -1]-4 0 3
11-8 2 5 x; = —8, X3 = 2, X3 = 5
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3 Un algoritmo para generar una
matriz de orden y determinante dados.

Se desea construir una matriz A de orden n cuyo determinante sea d, donde
n yd son proporcionados por el usuario. Para tal efecto, haremos uso del resulta-
do siguiente:

¢ Al aplicar la primera etapa del algoritmo D.G.O., sin intercambio de renglo-
nes, el ultimo elemento, a,, = d, es el determinante de la matriz A.

Para entender el método, conviene empezar a mostrarlo con casos particulares.
Comenzaremos con matrices de orden 2. Es claro que las matrices

loal (o4l

Siendo t, cualquier entero, tienen determinante d. Si t, es otro entero arbitra-
rio, ahora deseamos determinar el valor de x tal que la matriz

(4 4)
t, x|’

tenga determinante d.

Usando D.G.O. resulta

t
ty x
X = tltz

por lo que se requiere que x — tt, = d, es decir x = d + t,f,. Entonces

1 b
det (t2 d + tt, )

Asi se genera el determinante deseado de orden 2.
Para matrices de orden 3 se puede usar el resultado anterior de la forma siguien-
te: si t,,t,,5t, son enteros arbitrarios, entonces las matrices

1 0 0 1 ty t,
0 1 b , 0 1 b , (16)
0 t, d+tt, 0 t, d+tt,

tienen determinante d, como se puede ver facilmente con D.G.O.
1o o | [y 4
01 t, 01 t

0t, d+ tt, 0 t, d+ tt,

o7 & 0T & (17

t, d + tt, t, d + 4t
d d
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¢Cémo se debe modificar la segunda matriz de (16), si los ceros de la primera
columna se sustituyen por los enteros arbitrarios t5 y t;? Esto es, ¢cudnto de-
ben valer x,, x,, X; Y X, para que la matriz siguiente tenga determinante d?

1t t,
ts 1 + x; t + x, , (18)
te t, + x5 d + tt, + x, '

Realizando un paso del D.G.O., se obtiene

1 ts t,

ts 1 + x t, + x,

te t, + x5 d + tt, + x,
1+ x = His ] t, + x, — tis
L+ x3— bty d+ 4t + x4, — titg

Para que este arreglo coincida con el primer paso desarrollado en el segundo
arreglo de (17), se requiere que x, = hits, X, = tyts, X3 = tofs ¥ X4 = ts. La
matriz (18) con estos valores de x;, se convierte en

1 t, t,
ts 1 + tts t, + tts ,
te b+ Hts d + ht, + ttg

que tiene determinante d. El lector puede verificar que al aplicar D.G.O. a
la matriz anterior, se obtiene el sequndo arreglo de (17).

En esencia, el método anterior consiste en aplicar el algoritmo D.G.O. en sen-
tido inverso, y funciona para matrices de cualquier orden.

Ejemplo. Generar una matriz de orden 4, cuyo determinante valga —4.
Para encontrar la matriz deseada, se efectuan los pasos:

1. En el formato del D.G.O. se prepara un arreglo inicial:

(a) con el ultimo elemento igual al determinante.

(b) Con pivotes unitarios.

(c) Con enteros arbitrarios en los elementos restantes de los renglones y co-
lumnas pivotales.

Por ejemplo




B .., 96 B EDUCACION MATEMATICA B Vol. 3 - No. 3 ® Diciembre 1991 @ © GEI I
E

2. Calcular retrospectivamente los elementos restantes.

-1 2 3
0
1
2
O] 4—2
1
0
[ 1
72| —2=—4+ (21,
—3
-1 2 3
0
!
2
0 z==
T 5—1|5=1+ )4, —1 =1+ 1(1)(~2),
0 2—212=2+ (04), =2 = —2 + (0)(~2),
O 1
22
—3
-1 2 3
0 1 4—2| 1=1+(O)=1),4=4+ (02, —2=—2+ (03,
1 0 7 2| 0=1+I)(=1),7=5+ 12, 2=-—1+(0@3),
2.2 6 4|—2=0+@—1),6=2+Q2)2, 4=-—2+ @203

3. Optativamente, con el mismo arreglo anterior, se puede verificar con D.G.O.
que en efecto

i -1 2 3
0 1 4 -2

det 1 0 7 9 = -4,
2 -2 6 4

Los arreglos anteriores se han presentado desglosados por razones de claridad,
pero una vez que se ha entendido el procedimiento, se puede realizar todo en
un solo arreglo.

Para expresar el algoritmo general que genera determinantes, se tomaran en
cuenta las consideraciones siguientes:
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e Si al utilizar el procedimiento D.G.O. para evaluar un determinante, se tie-

ne que todos los pivotes a,, valen 1, entonces la expresion que actualiza los
valores de a,

pp  dp,
a, a
P 1)
a, < '—
ap—l, p—1
se reduce a
a, < 1 a,
8 gy
I
que es equivalente a
a; « a, ~ a,,

haciendo innecesario el intercambio de renglones y la divisién entre el pi-
vote anterior, que siempre serd 1. De la ecuacién anterior, se puede des-
pejar a, del miembro del lado derecho:

a, * ay + 3,4,

expresién que permite obtener los valores previos de a,.

e El desarrollo retrospectivo se logra avanzando hacia atrés, partiendo de a,,
= d. '

Incorporando estas consideraciones, el esquema se puede generalizar para una
matriz A de ordena n y determinante d —que son valores propuestos— a traves
del algoritmo:

Generacién de un determinante

nn

i=p+1lp+2..n (19)
a, = entero arbitrario
j=p+ lp+ 2..n
a,; = entero arbitrario

a; “ gy + a,,ay;
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4 Construcciéon de A y A7 con
elementos enteros.

Se desea construir A de orden n cuya inversa tenga elementos enteros.
En la introduccién mencionamos que

o _ aditd)
det(4) '

donde adj(A) es la matriz cuyo elemento (i, j) es a;, = (—1)*' M, siendo M,
el determinante que resulta de eliminar el renglon j y la columna i de la matriz
A. Entonces si det(A) = =1, A™! tendrd elementos enteros.

Por lo tanto:

(a) Se genera A con el algoritmo (19), con determinante d = %1.
(b) Se calcula A™! como se indica en (15), utilizando el algoritmo D.G.O.

Ejemplo. Construir A y A™ de orden 3 y elementos enteros.
Se genera A con el algoritmo (19), por ejemplo:

1] 11
4 5 2
-2 0 -5
o] -2
2 =3
1
Se invierte A con el algoritmo D.G.O.
(1] 1 1]1 0 o] =x =-25 x, = 5, x, = -3,
4 5 2 0 1 O
-2 0 -5 0 0 1
m —2 —4 l 0 X, = 16, X, = _3, X, = 2,
2 -3 2 0 1
1110-2 1 x; = 10, X, = —2, x, = L.
Las construcciones deseadas son:
1 1 1 -25 5 3
A = 4 5 2 , Al = 16 -3 2
-2 0 -5 10 -2 1
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5 Construccién de A con valores y
vectores propios enteros.

Se desea generar A de orden n, con elementos enteros, tal que sus valores pro-
pios sean enteros dados A\ ,\,,...,\,, Y cuyos vectores propios correspondien-
tes tengan elementos enteros.

Recordemos que A\ es un valor propio de A si existe un vector x = 0, tal que
se cumple Ax = \x. Se dice que el vector x es un vector propio correspondien-
te a \. A

Se puede demostrar que si A y B satistacen A = CBC™!, entonces A y B tie-
nen los mismos valores propios, como se puede ver en (3, 4].
Consideremos ahora la matriz D = diag(\,, \,,...,\,), que es una matriz dia-
gonal con A}, \,,...,\, en su diagonal principal. Construyamos C y C™}, con ele-
mentos enteros, por el método de la seccion anterior. Por consiguiente, la ma-
triz A = CDC"! tiene elementos enteros y valores propios A\ \,,...,\,.

Si se postmultiplica A = CDC™! por C, se obtiene AC = CD. Si ¢|,c,....,c,
son las columnas de C, es facil ver, de la Ultima igualdad, que Ac, = \¢,, Ac,
= \C,,....Ac, = \,c,. Asi pues las columnas de C son los vectores propios de
A, correspondientes a los valores propios A, \,,... \,.

Podemos resumir el procedimiento anterior de la forma siguiente:

1. Sea D = diag(\| A;,....\,).

2. Se construyen C y C! con elementos enteros, como se indica en la seccién
anterior.

3. Se forma A = CDC™\.

Esta matriz A tiene valores propios \|,\;,...,\,, Yy las columnas ¢, ¢,,...,c, de
C son los vectores propios correspondientes.

Ejemplo. Sean \, = 2, N\, = 1 y \; = 3, los valores propios propuestos. Para
generar la matriz A se construyen

1 20 7 6 2
c=(251], C'=-3 3-1],
383 1 -2 1
como se puede ver en el arreglo compacto siguiente:
1] 2 of1 0o of x= 1 x, = —6, x = 2
2 5 1[0 10 -
3 8 3|0 01
] 1]1-2 1 0 x, = =3, x, = 3, x, = -1,
2 3|-3 0 1
1 1 -2 1 x; = 1, Xy = —2, x; = 1
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La matriz A es

1 2 0\ (2 7 -6 2 8 -6 2
A=CDC'=12 51 1 -3 3 -1 16 -15 6
3 83 3 1 =2 1 27 =30 13

Los valores propios de A son A\, = 2, N\, = 1, \; = 3, v los vectores propios
correspondientes son

1 2 0
21, 51, 1
3 8 3

Es decir, se verifica Ac;, = \c,, parai = 1,2,3,:

8 -6 2 1 1 2
16 ~-15 6 2 =21 2 = 4 s
27 =30 13 3 3 3]
8 -6 2 2 2 2
16 =15 6 5 =1 5 = 5 .
27 =30 13 8 8 8
8 -6 2 0 0 0
16 =15 6 1 =3 1 = 3
27 =30 13 3 3 9
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