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Algunas dificultades de
aprendizaje detectadas en
alumnos de Calculo
Diferencial

ARTICULOS

I. Introduccién

Es de todos conocido que los alurinos de las catedras de Calculo tienen difi-
cultades en el manejo de las funciones. Estas dificultades segun I. Guzman (Cf.
[1], [2]) para alumnos de entre 15 y 16 afios provienen del hecho que, el aprendi-
zaje del concepto de funcién pone en juego simulténeamente diversos registros

de expresién, ademds de aspectos conceptuales y para alumnos de esta edad .

la articulacién de registros resulta una tarea dificil.

Nos hemos preguntado por el tipo de dificultades en torno al concepto de fun-
cién que encuentran alumnos que cursan Célculo Diferencial. ¢Ellas tienen re-
lacién con las que presentan alumnos mds jévenes? Si la hay ¢cudl seria ésta?

Para responder a estas interrogantes hemos elaborado en la primera etapa
de nuestra investigacién un cuestionario sobre rectas y parébolas. En la cons-
truccién de los ftems hemos considerado los registros algebraico y gréafico y
dos tipos de tareas, las internas a cada registro y las de pasaje entre ellos.

Los resultados obtenidos son sorprendentes ya que muestran que las dificulta-
des coinciden con aquellas encontradas en alumnos més jévenes: éstas aparecen
cuando las tareas exigen articular losregistros, esto es, interpretar informaciones
dadas en un registro y traducirlas en términos del otro.

II. Marco Teérico

La internalizacién del concepto de funcién requiere la puesta en juego de
todos los registros de expresién que este concepto involucra [Cf. 2]. La mayoria
de las experiencias con alumnos entre 14-16 afios muestran que los disefios de
aprendizaje que enfatizan lo conceptual, la definicién de funcién por ejemplo,
acompafiado de los ejercicios tradicionales tipicos, no logran la internalizacién
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del concepto. Los alumnos manipulan y responden muchas veces con acierto
los ejercicios propuestos, los cuales presuponen o no toman en cuenta los aspec-
tos de comprensién. Cuando un alumno responde con acierto una pregunta
planteada no siempre comprende a fondo lo que estd haciendo, él estd dando
una respuesta para que su profesor quede conforme.

El concepto de funcién pone en juego cuatro registros, a saber: el algebraico,
el gréfico, lastablas de valores y el algoritmico. De éstos, en los actuales disefios
de aprendizaje se utiliza con privilegio el registro algebraico y con muy pocas
conexiones con los otros, el gréfico y las tablas de valores se utilizan como sopor-
te, pero no se explota lo que cada uno puede aportar en representaciones con-
cretas del concepto en cuesién, aparte de que quedan sin tratar una serie de
situaciones interesantes que se presentan al hacer interactuar distintos registros:
tablas de valores-expresiones algebraicas; graticos— lenguaje natural, etc. Cf.
({11, 12D).

La nocién de registro es una nocién semiética. Un registro estd constituido
por signos, en el mas amplio sentido de la palabra: trazo, simbolo, icono, figura,
etc. Estos signos estdn asociados de manera interna segun los lazos de perte-
nencia a una misma red semdntica y de manera externa segun las reglas de
combinacién de signos en expresiones o configuraciones, estas reglas son pro-
pias de la red semantica considerada (Cf. R. Duval [4]).

Un registro se caracteriza por su sistema semidtico, es decir, por sus signos
propios y la manera en que éstos se organizan. De modo que podemos entender
un registro como un medio de expresién o de representacién. Un registro tiene
la posibilidad de expresar o de representar un objeto, idea o concepto no nece-
sariamente del dmbito matemdtico (Cf. I. Guzmén [2]).

En el presente trabajo consideramos los registros algebraico y grafico. El re-
gistro algebraico constituido por el sistema semiético del dlgebra relativa a las
funciones reales y el registro gréfico constituido por el sistema semiético asociado
al plano provisto de un sistema de referencia rectanqgular.

El pasaje entre registros se refiere a la confrontacién de dos representaciones
de un mismo objeto. Este pasaje da lugar a fenémenos de congruencia y de
no congruencia semdntica (Cf. R. Duval, “"Graphiques et éguations’’ [4]). Cuan-
do hay congruencia seméntica, el pasaje entre registros es trivial, cuando no
la hay, este pasaje resulta ser una tarea dificil. Es un obst4culo al aprendizaje,
aunque no necesariamente de tipo conceptual. R. Duval encontré estas dificulta-
des examinando alumnos de 15-16 afios. Los alumnos involucrados en nuestra
experiencia son universitarios y ain cuando fueron sometidos a otros proble-
mas, estos fenémenos de congruencia y de no congruencia seméntica vuelven
a aparecer con las mismas caracteristicas.

A continuacién damos dos enunciados que ilustran los conceptos de congruen-
cia y de no congruencia seméntica:

A partir de la representacién gréfica de la recta de ecuacién: y = 2x + 1
decidir la naturaleza (creciente o decreciente) de la funcién representada por
la recta.

Se refiere a un pasaje del registro gréafico al algebraico en el que hay con-
gruencia semdntica, ya que el dibujo muestra una recta que sube (crece) de
izquierda a derecha y este movimiento se asocia de manera natural con el con-
cepto de crecimiento de la funcién en cuestién. En cambio no hay congruencia
semdntica en el enunciado que sigue:

Dados dos puntos A y B de coordenadas (3, 0) y (0, 5), respectivamente, cons-
truir la recta AB y decidir si la funcién representada por la recta AB es creciente
o decreciente.
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Puesto que la recta del dibujo también sube pero ahora de derechaaizquierda
y en este caso asociar este movimiento con la nocién de crecimiento conduce
a error, aqui se requiere entonces una comprension del concepto libre de apre-
hensiones intuitivas, habria que asociar el signo del coeficiente director (pen-
diente) de la ecuacién de la recta con la naturaleza creciente o decreciente
de la funcién representada.

La importancia de poner en juego distintos registros de expresién radica en
la posibilidad de articular dos a dos todos los registros que involucra la nocién
tratada, lo que da lugar a proponer una serie de problemas nuevos que no estdn
contemplados en el esquema tradicional.

En la construccién del cuestionario hemos considerado los registros algebrai-
co y gréfico en dos tipos de tareas, las internas a cada registro y las de pasaje
entre ellos; estas ultimas tienen en cuenta la articulacion de los registros.

IIl. Presentacién del Cuestionario

El Cuestionario, en cuanto a contenido estd centrado en las ecuaciones de
rectas y pardbolas, tema que en general en los cursos de Célculo en Chile, tiene
un carécter de prerrequisito. Los objetivos especificos considerados son:

- Interpretar una situacién gréfica sencilla que involucra una recta y un punto.

Calcular la pendiente de rectas que pasan o no por el origen.

Controntar una expresién algebraica con la representacion gréafica de una

recta, para determinar si esta expresion es la ecuacién o no de la recta.

. Determinar ecuaciones de rectas, dadas la pendiente y las coordenadas de
un punto, o dadas las coordenadas de dos puntos.

- Verificar la colinealidad de puntos.

Determinar la ecuacion de una parébola simple con vértice en el origen

dada su representacién gréfica.

Interpretar una situacion gréfica que involucra una recta y una pardbola.

. Hallar el dominio de funciones reales, definidas por una férmula que contie-

ne un cociente con una raiz por denominador.

S W
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A continuacién proponemos el cuestionario.

Universidad Catélica de Valparaiso
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Cuestionario No. 1

1. Se considera el plano cartesiano de ejes perpendi-
culares.
Sea D la recta que pasa por el origen y el punto (8, =7)
(Margue con una cruz su respuesta)

O 03

SI
a) ¢El punto (-8, 7) pertenece a D? O
O

b) ¢El punto (24, —23) pertenece a D?




B EDUCACION MATEMATICA B Vol. 4 - No. 1 ® Abril 1992 ® © GEI W +, 57 m

c) ¢El punto (28, —32) pertenece a D? O O
d) ¢El punto (=42, 7/N/2) pertenece a D? O O

Sean A(2, 5) y B(-3, 1)
a) Determine la pendiente numérica de la recta AB

b) La recta que pasa por el origen y el punto C(12, 11) ¢Es paralela a la
recta AB?
Marque con una cruz su respuesta.

O O

SI NO

Aproximadamente:
a) ¢Puede ser Vy + V3 = V6 la ecuacién de la recta dibujada?

Marque con una cruz su respuesta.

@) O

Sl NO
4
TN
1AN
LN
ol I 2 %

\

b) Dar un valor lo mds exacto posible a la ordenada de un punto de abscisa
25 que pertenece a la recta dibujada.

A
>

3
5
A
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4. Dados los puntos A = (-4, 8), B = (1,5),C = (11, -1)y D = (5, 3)

a) La ecuacién de la recta cuya pendiente es —-3/5, ¥ que pasa por A es:

¢) Los puntos dados A, B y C ¢Son colineales? Margue con una cruz su

respuesta.
O @)
SI NO

Justifique la respuesta dada.

d) Se afirma que:

Los puntos dados A, B y D no son coliceales, modificar la ordenada de
D (conservando la abscisa 5), para que sean colineales.

El punto modificado D es: (5,

5. Entre las parabolas siguientes identifique aquella de Ecuacién:

—x2
Yy = —
4
|
41
A7 N h
1 —i lr-l—-z 4 1
—4 -2 112 |4 1 4 —ll
— 2, \ T
- —
—~4 [ —4
(a) (b) (c) (d)

Marque con una cruz su respuesta:

O O O O
@ ® @ @
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¢) ¢El punto (28, —32) pertenece a D? O O
d) ¢El punto (=42, 7/N2) pertenece a D? O O

2. Sean A(2, 5) vy B(-3, 1)
a) Determine la pendiente numérica de la recta AB

b) La recta que pasa por el origen y el punto C(12, 11) ¢Es paralela a la
recta AB?
Marque con una cruz su respuesta.

O @)

SI NO

3. Aproximadamente:
a) ¢Puede ser 2y + V3x = V6 la ecuacién de la recta dibujada?

Marque con una cruz su respuesta.

@) O

SI NO
Y
TN
1 AN
0|12 %

b) Dar un valor lo mas exacto posible a la ordenada de un punto de abscisa
25 que pertenece a la recta dibujada.

"z§
]
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Escriba las ecuaciones de cada una de las pardbolas:

6. La figura ilustra la representacién gréfica de la parébola de ecuacién

y= X y de la recta de ecuacién y = x. Complete las coordenadas de los
. 2 puntos:

7. Cada una de las férmulas siguientes define una funcién real. Indique cada
vez el dominio de la funcién.

a)y =L Dominio: . . . . v v v v v v i v i
Vx
b)y = 1 Dominio: . . ... ........ e e
1 —x
)y = 1 Dominio: . . .« . v v i i i e e e e
V1 + %2
dy = —2

V1 — x? Dominio: . « v v v v e
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Andlisis de las Preguntas

Las preguntas 1 y 2 demandan tareas internas al registro algebraico:

La pregunta 1 exige una tarea sencilla de manipulacién algebraica pues, pone
en juego la ecuacién de una recta determinada por el origen y las coordenadas
de otro punto y se trata de verificar si diferentes puntos dados por sus coordena-
das pertenecen o no a la recta.

La pregunta 2 contiene dos tareas: 1) determinar la pendiente de una recta
dadas las coordenadas de dos puntos y 2) verificar si la recta anterior es o no
paralela a otra recta determinada por el origen y otro punto del cual se dan
sus coordenadas. T

La pregunta 3 confronta los reqgistros algebraico y grafico. Demanda también
dos tareas:

1) Decidir si una escritura algebraica representa el “mismo objeto” que la tigu-
ra del grafico propuesto y

2) Determinar la ordenada de un punto que pertenece a una recta a partir
del gréafico de ésta.

La pregunta 4 esta formulada en el registro algebraico, con dos tareas, la
primera es de manipulacién y consiste en determinar ecuaciones de rectas cono-
ciendo: a) la pendiente y las coordenadas de un punto y b) las coordenadas
de dos puntos. La otra tarea hace jugar el concepto de colinealidad de puntos
traducido en términos algebraicos. Esta resulta ser una tarea menos habitual
gue la anterior, hecho que quedaréa de manifiesto en el andlisis de resultados.

La pregunta 5 contiene también dos tareas y las dos se refieren a pasajes entre
los registros. En la primera se trata de reconocer el grafico de una pardbola
dada su ecuacion, este es un pasaje del registro algebraico al grafico en el que
hay congruencia seméntica, hecho que facilita la tarea.

La otra tarea pedida se refiere al pasaje inverso, hay que determinar las ecua-
ciones de las pardbolas a partir de sus respectivas representaciones gréficas,
este pasaje exige la articulacién de ambos registros. Las informaciones graficas
deben ser interpretadas y traducidas en términos algebraicos. A pesar de que
la tarea a priori no parece dificil, los resultados mostraran lo contrario.

La pregunta 6 también trata del pasaje del registro grafico al algebraico. Con-
tiene dos tareas, la primera es de lectura; basta leer en la figura propuesta infor-
maciones numéricas. La sequnda tarea es de una dificultad mayor pues, deman-
da generalizar para lo cual se exige la articulacién de los registros en juego,
es decir, una interpretacion de las informaciones dadas en el gréfico y una tra-
duccién en términos algebraicos.

La pregunta 7 se refiere a una tarea habitual en el registro algebraico que
trata de la nocién de dominio de una funcién. Sin embargo, hay en juego en
esta pregunta los conceptos de raiz cuadrada y de composicion de funciones,
de modo que la tarea exige un buen nivel de manejo de estos conceptos.

A continuacién proponemos un cuadro resumen en el que destacamos las
Tareas y los Registros considerados en cada pregunta y sus items. Queda de
manifiesto que en la formulacién de las preguntas hemos privilegiado el Registro
Algebraico y el Pasaje entre Registros. En la 12 columna aparece identificado
el item y en las 22 y 32 aparecen los resultados generales obtenidos, en las res-
puestas omitidas (nulas) y malas, por los 235 alumnos examinados (Ci. L. Consi-
gliere. Un avance del Cuestionario: datos estadisticos. Anuario IMA 1989). En
la 42 columna aparece resumido el objetivo mismode la pregunta, recorddandose
la tarea precisa solicitada.
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% Nulas % Malas Tareas

R 1?‘11 13.2 Determinar la ecuacién de una recta dados,

. 3' 6 el origen y las coordenadas de un punto; ve-
E : rificar la pertenencia o no de puntos en ella.
G 20.4
1
S
T Determinar la pendiente de una recta dadas las
R coordenadas de puntos y verificar paralelismo

0 entre dos rectas.
A
L Dados 4 puntos, determinar ecuaciones de
G rectas y reconocer colinealidad de puntos.
E
B
R
A
é Determinar el dominio de funciones reales.
0
P Dada una recta y una ecuacién, reconocer si
é la ecuacién corresponde a la recta.
A
] Dadas cuatro parédbolas
E determinar cudl tiene por ecuacion:
—x2
Y = —
ENTRE 4
determinar la ecuacién correspondien-

R te a cada una.
E
G
I Dadas la parabola de ecuacion:
5 , o2
T 2
R y la recta de ecuacién y = x.
9] Determinar abscisas y ordenadas de pun-
S tos en casos concretos y en general.

REGISTROS Y TAREAS

El porcentaje de respuestas correctas es la diferencia entre la suma de las
Nulas (omitidas) y las Malas. Las preguntas que exigen pasar de un registro
a otro son las mas dificiles.
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Resultados Globales del Cuestionario
Muestra: 235 Alumnos

Preqguntas | No contestadas Correctas Incorrectas
% % %
a 3.4 83.4 13.2
1 b 11.1 81.7 1.2
c 13.6 80.0 6.4
d 20.4 32.8 46.8
a 7.6 76.2 16.2
2 b 8.1 84.7 7.2
3 a 17.0 56.6 26.4
b 41.7 18.3 40.0
a 8.9 71.9 19.2
4 b 18.7 52.4 28.9
c 24.7 46.4 28.9
d 54.9 26.8 18.3
i 18.7 72.4 8.9
a 34.5 54.0 11.5
5 b 51.5 33.2 15.3
c 36.6 60.0 3.4
d 51.5 33.6 14.9
a 39.1 42.2 18.7
b 49.4 43.4 7.2
6 c 59.1 25.1 15.8
d 54.9 42.6 2.5
e 59.6 36.6 3.8
f 66.8 23.8 9.4
a 7.2 80.0 12.8
7 b 11.1 55.3 33.6
c 14.5 75.3 10.2
d 20.9 34.5 44.7

El Cuestionario elaborado fue aplicado en Noviembre de 1989 a una muestra
de 285 alumnos de la U.C. V., correspondiente a 8 cursos: 2 de Célculo I (Dife-
rencial) y 6 de Célculo I (Iptegral)

1V. Andlisis de Respuestas

En las respuestas a la pregunta 1 encontramos que sélo el item 1 d) presenta
una alta dificultad, un 46.8% no responde correctamente; se puede concluir
que larazén no es de orden conceptual sino de manipulacién algebraica debido
a la presencia de las raices.
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En el item 2 a), es alto el porcentaje de respuestas incorrectas. Se observé
una memorizacién en la “férmula de la pendiente” y ninguna otra estrategia
para enirentar el problema, la pendiente que se debfa obtener era 6/5y la mayor
parte de las respuestas incorrectas dan 5/6. La pendiente de la recta fue calcula-
da como el cociente entre la diferencia de abscisas y la diferencia de las ordendas.

En la prequnta 3, se observa la dificultad que produce el confrontar los dos
registros. En el item 3 a), para determinar si las coordenadas de los puntos de
la recta del gréfico verifican la ecuacién propuesta, el procedimiento que se
impone es el de chequear las coordenadas de los puntos de interseccién con
ambos ejes, pero los alumnos se limitaron a chequear solamente la interseccién
conelejedelasy. Enel item 3b), la interpretacién del grafico exige considerar
un dato que no aparece en él, debido a la natural limitacién que ofrece el trazado
de figuras. Lo que més sorprendente resulta esla falla en la lectura de datos gréficos
como también la falta de ubicacién en el grafico, ya que las respuestas incorrec-
tas entregan un mimero negativo en lugar de uno positivo.

En la pregunta 4 los resultados son correctos en el item 4 a), no asf en los
otros; es curioso el fracaso en el item 4 b), ya que se trata de un problema habi-
tual. Se detecta que los errores no provienen del desconocimiento de la férmula,
sino mds bien de errores de manipulacién algebraica. La dificultad detectada
en los ftems 4 c) y 4 d) se debe a la interpretacién de la colinealidad, problema
al parecer inhabitual; observar que un 53% omite la respuesta 4 d).

En la pregunta 5, el item 5 i) obtuvo un 72% de respuestas correctas. Pero,
cabe destacar el 18% de omisiones. En los restantes items se debia producir
una expresién algebraica adecuada, el porcentaje de respuestas correctas baja
al 50%. A pesar de que el item 5 i) estaba relacionado con el 5 ¢) no hubo cohe-
rencia en las respuestas. Nuevamente aparece aqui la dificultad en el pasaje
del registro gréfico al algebraico.

La pregunta 6 fue omitida por mds del 50% de los alumnos, 1o que nos indica
que se trata de una pregunta inhabitual. La gran dificultad es la interpretacién
de un grafico cuyos datos son simples, del punto de vista del contenido. Este
tipo de ejercicio los profesores lo consideran trivial y la conducta involucrada
la suponen adquirida. Sin embargo el obstéculo es otra vez el pasaje del registro
grafico al algebraico a pesar de que el item 6 a) sélo exigia una lectura.

La prequnta 7 es una pregunta habitual. Hallar dominios de funciones reales.
La mayor dificultad se encuentra en la manipulacién algebraica de las raices
tal como en el item d de la pregunta 1. Los errores‘mds frecuentes son provoca-
dos por no poder decidir para qué valores de x en la cantidad subradical la
raiz es positiva.

V. Conclusiones

El andlisis del cuestionario deja en evidencia que el cambio de registro es la
gran dificultad que encuentran los alumnos, sobre todo cuando el paso es del
Registro Grafico al Algebraico. Esta misma dificultad es la que encontramos
en Francia examinando alumnos de Troisiéme (14-15 afios) y de Seconde (15-16
afios) en torno a las funciones afines. R. Duval (Cf. [3]) examinando alumnos
de Seconde en torno a la representacion de relaciones encontrd esta misma difi-
cultad. El hecho que esta dificultad la encuentren alumnos de distinta madurez
establece que el cardcter de esta dificultad no es de orden conceptual, sino
de orden conductual, ella esta relacionada con una falta de sensibilizacién o
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de experiencia de los alumnos con problemas que involucran estos cambios
de registro de expresién. Por otra parte el excesivo privilegio del Registro Alge-
braico, hecho innegable en todos los disefios de aprendizaje actualmente en
practica y la ausencia de otros Registros en la presentacién y en la practica
de las materias va en desmedro de los alumnos, ya que no tienen la posibilidad
de sensibilizarse en problemas que exijan articular distintos registros.

Las respuestas que nos han dado los alumnos dejan establecido que esta arti-
culacién es un objetivo que no esta tomado en cuenta por los actuales disefios
de instruccison. El Registro Gréfico es utilizado, en general, con cardcter ilustra-
tivo o de soporte. El hecho sorprendente de que alumnos de primer afio de Uni-
versidad fracasen en sus respuestas por no poder interpretar datos enun grafico
muestra dos aspectos del comportamiento de los alumnos: uno, la falta de précti-
ca o de manipulacién en el trabajo con graficos y dos, una suerte de incapacidad
para enfrentar situaciones no habituales. Esto es lo més sorprendente en alum-
nos del nivel de esta muestra, ya que ellos resuelven problemas de una compleji-
dad cognoscitiva superior para los cuales han sido preparados y frente a situa-
ciones no habituales sencillas no reaccionan con el éxito esperado.

En consecuencia, por una parte habria que investigar mas a fondo las estrate-
gias que emplean los alumnos frente a problemas, habituales o no, de distinto
grado de dificultad. Por otra parte, tenemos que denunciar lafalta metodolégica
consistente en la no explotacién de distintos registros en la presentacién de las
materias y en el planteo de situaciones nuevas.

Con respecto al cuestionario, en una segunda versién estamos mejorando las
preguntas, pidiendo justificar explicitamente la respuestaen aquellas preguntas
gue no lo hacian, de modo de tener informacién respecto.de las estrategias em-
pleadas por alumnos. También incluiremos preguntas relativas al concepto de
funcién y nociones asociadas. La segunda versién la someteremos a una pobla-
cién mas grande, incluyendo alumnos de otras universidades del pais, para obser-
var si estos resultados son particulares a nuestra universidad o son més generales.
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