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La Feria de Pitagoras
(1a. de dos partes)

ARTICULOS

Introduccién

El teorema de Pitdgoras ha jugado un papel fundamental en el desarrollo de las
matematicas. Mediante él fueron descubiertos los nimeros irracionales: usando
el teorema, sabemos que la diagonal de un cuadrado de lado 1 tiene longitud
V2, que es un nimero irracional, es decir, la diagonal del cuadrado resulta in-
conmensurable con el lado. El teorema nos sugiere una forma de definir distan-
cia en un plano coordenado. La generalizacién del teorema de Pitdgoras a tres
dimensiones nos indica cémo se puede definir distancia en espacios de mds di-
mensiones. Ademds el teorema de Pitdgoras es caracteristico de la geometria
plana: el teorema no es vdlido en espacios curvos.

El teorema afirma que en un tridngulo récténgulo (ver tig. 1), la suma de
los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa

a? + b2 = 2
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Este articulo sigue a grandes rasgos el modelo de Van Hiele (1986) de niveles
de desarrollo de madurez cognitiva en geometria. Empieza con casos particula-
res, a fin de familiarizar al alumno con el tecrema Y sus partes. Luego se dan
distintas demostraciones del teorema de Pitdgoras, adecuadas para diferentes
niveles de desarrollo de los alumnos, primero demostraciones informales, luego
demostraciones formales. Después se generaliza el teorema en varias direccio-
nes, pero siempre en un contexto euclideano: en el espacio, trigonometria. Fi-
nalmente se analiza el teorema en R? visto como espacio métrico y vectorial,
donde una métrica euclideana, sugerida por el teorema de Pitdgoras, es una
de las posibles métricas, pero no la Unica. Finalmente se ve el teorema en la
esfera, la cual es un modelo de geometria no euclideana. El articulo contiene
mds de lo que una sola persona pueda asimilar o estar interesada. Hay activida-
des adecuadas para alumnos de primaria y de secundaria, para que tengan un
primer contacto con el teorema de manera empirica o informal. Hay demostra-
ciones formales y resultados al alcance de los alumnos de nivel medio. Hay otras
partes dirigidas al maestro de matematicas y al alumno de matematicas de nivel
superior, a fin de que reconozcan el papel v la importancia del teorema, no
sélo en la geometria, sino en otras areas de las matemdticas. Como en las ferias,
hay mucho de donde escoger. Que cada quien se lleve lo més adecuado a su
nivel e interés.

Enfoque empirico

Casos particulares

Este teorema es conocido desde la antigiiedad. Los eqgipcios conocian el tridngu-
lode lados 3, 4, 5, y sabian que éste es un tridngulo rectdngulo. Se puede verifi-

car que la suma de las 4reas de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado
de la hipotenusa: 9 + 16 = 25, esto es, 32 + 42 = 52,

Figura 2
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El alumno puede usar papel cuadriculado para ilustrar algunos otros casos parti-
culares, como el tridngulo con lados 5, 12, 13.

Un angulo recto con una soga

El converso del teorema también es vélido y puede ser utilizado para formar
angulos rectos. Si se toma una soga y se marcan en ella 12 segmentos de igual
longitud, y luego se cierra y se tensa formando un tridngulo cuyos lados sean
3, 4 y 5 se veréd que se forma un &ngulo recto (ver fig. 3).

Figura 3

Aungue el método empirico no constituye una demostracién matemadtica, ya
que estd limitado por la imprecisién de las mediciones, y porque solo se hace
para algunos casos, es conveniente, sin embargo, que antes de demostrar el
teorema los alumnos efectien algunas construcciones y mediciones. Algunos
materiales concretos como tangramas y el geoplano se pueden utilizar para fa-
miliarizar al alumno con el resultado del teorema, sus partes y relaciones.

Tangramas

Los tangramas son piezas de cartén u otros materiales que vienen en varias
formas, incluyendo tridngulos rectdngulos isdsceles (con angulos de 45°). Las
piezas se pueden acomodar como indica la figura 4. Se ve claramente que para
este caso particular, la suma de las 4reas de los cuadrados de los catetos (dos
tridangulos cada uno) es igual al &rea del cuadrado de la hipotenusa (cuatro
triangulos).

Figura 4
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Pitdgoras en el geoplano

El geoplano también puede ser utilizado para que los alumnos ilustren algunos
casos particulares del teorema. El geoplano es una tablilla con una cuadricula
de clavos, donde se pueden colocar ligas. También se puede utilizar papel cua-
driculado y lépiz.
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Figura 5

El geoplano puede ser utilizado también por los alumnos para explorar generali-
zaciones del teorema de Pitdgoras, tales como las sugeridas por las figuras (ver
fig. 6). Se construyen figuras semejantes en cada uno delosladosde untridngulo
rectdngulo. La suma de las 4reas de las figuras sobre los catetos es igual al &rea
de la figura sobre la hipotenusa.

a = = a ®» @® " = B
s = s s s\s = @
a = 9 s g\a =@ a =
s = 8 » 0 s m\s ®
" a = § s\s = -
s = - -.-l- a ® ®

Figura 6 Extensiones de Pitagoras

Rompecabezas de Pitagoras

Recorta las piezas del rompecabszas

§ Figura 7
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Con estas piezas armaremos el rompecabezas siguiente.

Figura 8

1) Utilizando el tridngulo y los tres cuadrados arma el rompecabezas sobre

la plantilla base.

Nie

Figura ©
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2) Con el tridngulo, los dos cuadrados mayores y el paralelogramo menor
arma el rompecabezas. ¢ Qué puedes concluir con respecto a las 4reas del para-
lelogramo que acabas de usar y el cuadrado menor?

ky/

Figura 10

3) Con el tridngulo, el cuadrado mayor, el cuadrado menor, y el paralelogra-
mo mayor arma el rompecabezas. ¢Qué puedes concluir sobre las dreas del
paralelogramo mayor y el cuadrado que no usaste?

. 4

Figura 11
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4) Con el tridngulo, los dos paralelogramos y los dos cuadrados menores arma
el rompecabezas. ¢Qué puedes concluir acerca de las dreas de los dos paralelo-

gramos y el area del cuadrado mayor?

-

Figura 12

Usando la informacién de 2), 3) y 4) ¢a queé conclusién puedes llegar?

Demostraciones con triéngulos recténgulos

Recorta 4 tridngulos rectangulos del mismo tamarno

Figura 13




B EDUCACION MATEMATICA B Vol. 4 - No. 1 ® Abril 1992 @ © GEI M »; 73 m

Utiliza los cuatro tridngulos y el cuadrado de la hoja adjunta para demostrar
el teorema de Pitdgoras.
a) Acomoda los tridngulos del modo que se indica en la figura 14.

Figura 14

Si a es el cateto menor, b el cateto mayor, el lado del cuadrado total seré
(a + b) y su 4rea (a + b)2. Este cuadrado queda parcialmente cubierto por
los cuatro tridngulos. La figura que g :eda sin cubrir en el centro es un cuadrado
de lado c y por tanto su &rea es c?.

b) Ahora acomoda los tridngulos del modo indicado en la figura 15.

En este caso el cuadrado total queda también parcialmente cubierto por los
cuatro tridngulos y el &rea que queda sin cubrir esta compuesta por dos cuadrados,
uno de drea b? y el otro de 4rea a.

g
a 2
c a
o

b

2
b b c
a

Figurals
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De la figura 14 y de la figura 15 se obtiene la siguiente ecuacior.:
c? + 4 X ab/2 = a® + b? + 4 x ab/2
De donde

c? = a? + b?

Otra demostracién usando los cuatro tridngulos
Coloca los tridngulos como se muestra en la figura 16, para demostrar de otra
forma el Teorema de Pitdgoras. El cuadrado tiene ahora lado ¢ y queda parcial-
mente cubierto por los cuatro tridngulos. Enmedio queda un cuadrado de lado
(b — a) sin cubrir. De aqui se tiene la siguiente relacion:

(b —a)> + 2ab = 2
de donde

al + bt = ¢?

C

Figura 16
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Otra demostracién

La figura 17 estd compuesta por los cuadrados de los catetos y dos tridngulos
rectdngulos (ver fig. 18).

VB
Figura 17 /vc\

\\A/

Corta la figura 17 por la linea central. Voltea la mitad y tnela a lo largo del
corte de la manera siguiente (ver fig. 19).

Figura 19

Figura l8
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Si se une C con E y B con F se obtienen dos tridngulos congruentes con los
originales (ver fig. 20). La figura restante es un cuadrado de lado de longitud
c. Para eso basta ver que el angulo BCE es recto. Por una parte (fig. 20) el
angulo BCD = angulo BCE + &ngulo ECD. Por otro lado ({ig. 18) BCD = é&ngu-
1o BCO + 90°. Como dngulo BCO = &ngulo ECD setiene que 4ngulo BCE = 90°.

)

Como el 4rea total de las figuras 17 y 19 es la misma, y en ambas tenemos
los dos tridngulos rectdngulos, podemos concluir que

a? + b? = ¢?

Demostraciones por descomposicién y reagrupamiento

La siguiente figura sugiere una demostracién del teorema de Pitdgoras descom-
poniendo el cuadrado sobre el cateto mayor b y utilizando las piezas junto con
el cuadrado del cateto menor a para obtener el cuadrado de la hipotenusa. Por
el centro del cuadrado del cateto mayor se trazan una parelela a la hipotenusa,
y una perpendicular a esta linea. Se puede comprobar que las piezas asi obteni-
das se pueden acomodar sobre el cuadrado de la hipotenusa y que el hueco
que queda es exactamente a* ‘

]

Figura 21
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Multiples formas de descomponer los cuadrados a? + b? son posibles de modo
que al juntar las piezas de manera conveniente se obtiene c2.
Oftra demostracién se sugiere con la siguiente figura

NS

Figura 22

Un lema importante

Las siguientes demostraciones del teorema se basan en este lema:
En un tridngulo rectangulo el cuadrado de un cateto es igual al producto de
la hipotenusa por la proyeccién de ese cateto (ver fig. 23).

b? = cqg
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Figura 23
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De manera andloga se puede probar que a2 = cp
El teorema de Pitdgoras se puede obtener sumando los dos resultados.

a? + b?=cq + cp=clg+p) = c?

Primera demostracién del lema

El cuadrado ACSR tiene la misma drea gue el paralelogramo ABR'R ya que
tienen la misma base RA y la misma altura AC (ver fig. 24).

Si ahora rotamos el paralelogramo 90° alrededor de A en el sentido de las
manecillas del reloj, la linea RA coincidird con AC y AB con AT el paralelogra-
mo ATT'C tiene la misma drea que el rectdngulo ATT"H, entonces se tiene que
el cuadrado original b? también tiene igual drea (ver fig. 25).

A % H | B

Figura 25
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Otra demostracion del lema

Se prolongan los lados de los cuadros de los catetos RS y UV, y sea D la inter-
seccién. Si se une D y C se obtienen 2 tridngulos congruentes a ABC. Como
el &ngulo VCD y el HCA son iguales por ser opuestos por el vértice, y como
el dngulo BAC es igual a VDC, se tiene que los tridngulos AHC y ABC son
semejantes por lo que H es la altura de ABC (ver fig. 26).

El paralelogramo ACDS'’ tiene la misma &rea que el cuadrado ACSR ya que
tienen la misma base AC y la misma altura SC (ver fig. 27). Si trasladamos el

D
Y
U
C
= /
A B
H D
s v,
S
== U
————= C
Figura 26 R ———
[
A B
H

Figura 27
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paralelogramo hacia abajo, una distancia ¢, como
CD = AB, el paralelogramo queda como ATT'C (ver tig. 28). Y este paralelogra-
mo tiene la misma &rea que el rectdngulo ATT"H.

La demostraciéon de Euclides

La siguiente es esencialmente la demostracién de la proposicion 47 de los
Elementos de Euclides: .
El tridngulo ACR tiene la misma 4rea que el tridngulo ABR ya que tienen la
misma base RA y la misma altura AC (ver fig. 29).

Figura 28

Figura 29
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Los tridngulos ABR y CAT son congruentes ya que el segmento RA es con-
gruente con AC, y AB con AT, y los dangulos BAR y TAC son iguales.

T Tll

Figura 30

El tridngulo CAT tiene la misma drea que el tridngulo ATT"” ya gue tienen
la misma base y la misma altura. Por lo tanto el tridrigulo ACR, tiene la misma
drea que el tridngulo ATT”. Como estos tridngulos son respectivamente la mitad
del cuadrado b? y del rectangulo ATT"H, éstos tienen la misma area.
Demostracién con tridngulos semejantes
Hemos demostrado el lema utilizando argumentos de dreas que

b? = cg

Una forma alternativa de probar el lema es utilizar tridangulos semejantes y pro-
porciones.

H Figura 31
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CH es la altura del tridngulo ABC, por tanto el &ngulo HCA es igual al dangulo
HBC, ya que &ngulo HAC + &ngulo HCA = 90, y 4ngulo HAC + angulo HBC
= 90. Por lo tanto los tridngulos ABC y AHC son semejantes, por lo que los
lados correspondientes son proporcionales.

b/c = g/b
de donde multiplicando ambos lados por b y por ¢ se obtiene la relacién buscada.

b? = cq

El converso del teorema de Pitdgoras

La relacién Pitagérica nos da condiciones necesarias y suficientes para que
un tridngulo sea rectangulo. Es decir, a2 + b? = ¢?si y solo si el dngulo Ces
recto.

Si el dngulo C es agudo, se tiene

az + b2 > ¢2

B

Figura 32

Como c® = p* + h?, comoh < byp < a, se tiene a? + b? > c

Si el angulo en C es obtuso, entonces

a? + b? < ¢

B a C p

Figura 33
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i

Setieneb? = h2 + p?, yc? = (a + p)? + h? .

Como a? + p? < (a + p)?, se tiene a? + b? <.c

35

Ternas Pitagéricas

Tres numeros enteros a, b y ¢ que satisfacen la relacién a? + b? = ¢2 consti-
tuyen una terna pitagdrica. Los egipcios conocian y utilizaban la terna pitagéri-
ca 3, 4, 5. Los hindds conocian otras ternas pitagdéricas tales como

5,12, 13
8, 18, 17
12, 35, 37

y los babilonios, dos milenios antes de nuestra era, elaboraron listas de ternas
pitagdricas, con algunas ternas tan impresionantes como

3367, 3456, 4825

De cualquier terna pitagérica a, b, c, se pueden obtener una familia de ternas:
ra, rb, rc, donde r es cualquier entero. Asi de 3, 4, 5 se obtiene 6, 8, 10 para
r = 20615, 20, 25 parar = 5. Familias de ternas corresponden a tridngulos
semejantes.

La siguiente férmula, atribuida a Pitdgoras, nos permite obtener ternas pita-
gdricas:

(1 m? + [(m? — 1)/2]2 = [(m? + 1)/2)2

Esta ecuacién se satisface para cualquier valor de m, y si m es impar se obtienen
ternas pitagéricas, sustituyendo el valor de m en los tres términos m, [(m? —
1)/2], y [(m? + 1)/2] de la férmula. Por ejemplo si m = 3 se obtiene la terna
3, 4, 5. ¢Cuéles son las ternas que se obtienen param = Sym = 77

Sinembargo, notodas lasternas pitagdricas se obtienen a partir de esta férmu-
la. La siguiente expresién es un método todavia mds general para obtener ternas
pitagodricas

(2) (m?2 — n?? + (2mn)? = (m? + n?)?
Sin = 1 se obtiene la férmula anterior (1).

Usa la férmula (2) para obtener las ternas pitagdricas para los siguientes valo-
resde m y n:

m=2,n=l m=3ln=1
m=3,n=2 m=4,n=1
m=4,n=2 m=4n=3



