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ARTICULOS Sobre un Teorema de
Karl Marx

Introduccién

El objeto de este articulo es mostrar cémo conocimientos elementales de 4lge-
bra lineal pueden ser utilizados para estudiar algunos problemas considerados
por Karl Marx en El Capital. Los requisitos son cubiertos facilmente en cualquier
curso introductorio de dlgebra lineal, a exepcién quizé de algunos resultados
de matrices no-negativas, que incluimos a continuacidn.

La mayor parte del material de este articulo aparece en los libros de ].W.S.
Cassels, D., Gale y L. Pasinetti.

La siguiente notacién es usada en este trabajo. Sean x = (x;, ..., x) v
y = {y,, ..., ,¥,) dos vectores del espacio real n-dimensional. Entonces:

x = y significa que X, Z y, para toda i.
x > y significa que x, = y, para toda i, pero x # y.
x >> y significa que x, > y, para toda i.
Existe toda una teoria acerca de matrices con ent;‘adas no-negativas, que tuvo
su origen en los trabajos de Perron y Frobenius. Nosotros sélo utilizaremos el

siguiente resultado, cuya demostracion puede verse en el libro de Cassels.

TEOREMA. (Perron-Frobenius). Sea A una matriz cuadrada con A > 0. Entonces
A tiene un valor propio real p > 0 con un vector propio p > 0, tales que:

(i) Todo valor propio A de A satisface |A|< p.
(ii) Para unreal 0 = Oexiste d > Ocond >> ¢Ad < po < 1.
(iii) Para un real ¢ = 0 se tiene que [I — gA}' > 0si po < 1.

(iv) w(A) = u(A)".

* t: denota transposicion.

Guillermo Pastor

Departamento de Matematicas, ITAM
Rio Hondo No. 1
San Angel 01000, D.F.
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Mode]os de Leontief

Consideremos una economia con n bienes producibles y con n procesos (acti-
vidades) basicos P,, P,, ..., P_. Supongamos ademas que el proceso P, solamente
produce el bien i, y que para producir una unidad del bien i se requieren a,,
unidades del bien 1, a,, unidades del bien 2, ..., a, unidades del bien n, como
insumos del proceso P,. Si los rendimientos son constantes a escala, para pro-
ducir y, unidades del bien i se requieren, como insuros del proceso P, ya, )

unidades del bien 1, ..., ya_ unidades del bien n. Diremos que la’ economia
produce a intensidad y = (y,, -.., ¥,) cuando se producen y, unidades del bien
1, ..., y, unidades del bien n. Al vector y se le llama vector de intensidad.

Cuando la economia produce a intensidad y, requiere en conjunto de los si-
guientes insumos:

y.a, + ¥4, + ... + ya, unidades del bien 1

ya, + va, + ... + y,a, unidades del bien n

En notacién matricial es simplemente Ay donde la matriz A esla matriz con entra-
dasa,. Lamatriz A es llamada matriz de coeficientes de produccidn y es clara-
mente una matriz no- negativa. Asi, el producto neto es y — Ay. Diremos que
un modelo de produccién es productivo si existey = O cony — Ay = 0. Una
matriz tal se le llama también productiva. Este modelo se le conoce como modelo
de Leontief cerrado.

(1) LEMA. Si A es productiva y y = Ay, entonces y = 0.

Demostracion. Si A es productiva, existe z = 0, z = (z), ..., z ), tal que
z > > Az. Pero entonces, z, > (renglén j de A)z = 0. Por lo tanto, z > > 0.

Siy = Ay, y ademéds, y = (y,, ..., y,) tuviese algunas coordenadas negati-
vas, entonces 8 > 0, donde
= MAX{—(y,/z)), .... — (v,/2)}.
Digamos que § = —(y,/z,) y definamos y' = y + 0z = (y',, ..., ¥',). Entonces,

y =2 Ocony’, = 0. Pero
y =y +6z=A4Ay + 0z >> Ay + Rz = Ay = 0
de donde se sigue que y’, > 0, contradiciendo que y';, = 0.

(2) COROLARIO. Si A es productiva, entonces (I — A) es invertible.

Demostracién. Si (I — A)y = 0, entoncesy = Ay y (—y) = A(—y), y por el
lema, y = 0y —y = 0. Por lo tantoy = 0.

La matriz (I — A)"! juega un papel muy importante en la teoria de los modelos
lineales de produccidn y tiene una interpretacion econdmica interesante:

Si denotamos por sz ..., w_alas columnas de (I — A)’!, entonces (I — A)w
=(0,..01,0,. 0) As{, w, representa la intensidad a la que tiene
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gue trabajar el sistema para obtener como producto neto precisamente una uni-
dad del bien j.

(3) EEMPLO. Consideremos una economia con 3 bienes y 3 procesos: basico,
industrial y de servicios. Sila matriz A de coeticientes de consumo est4 dada por

0.0266 0.2857 0.05

0.4133 2.57° 05
A =
0.02  0.2857 0.25

entonces

2.1626 8.5909 2.0145
0.0908 0.9085 1.4544

(I— Ayt = (0.0869 1.7835 0.1768

Asi, para obtener como producto neto una unidad del bien | es necesario produ-
cir, en términos brutos (brutalmente), 2.1626 unidades del bien 1, 0.0869 unida-
desdel bien 2, y0.0908 unidades del bien 3. Si deseamos obtener como producto
neto una unidad de cada uno de los bienes, es necesario que el sistema trabaje
a una intensidad igual a la suma de los renglones. En este caso, para obtener
una unidad bésica, una unidad industrial y una unidad de servicios es necesario
trabajar a intensidad ,

2.1626 8.5909 2.0145 112.768
0.0869 | + [ 1.7835 | + [0.1768 | = [ 2.0472
0.0908 0.9085 1.4544 2.4537

El préximo teorema afirma que si A es productiva, entonces es posible encontrar
un vector de intensidad que nos proporciona jcualquier producto neto!

(4) TEOREMA. Si A es productiva y x = 0, entonces la ecuacidén
I—A)y=x

tiene solucién tnica y=0.

Demostracién. Por ser A productiva, sabemos que I — A es invertible y por

lo tanto existe un inico y con (I — A)y = x. Como por hipédtesis x = 0, entonces

y = Ay y por el lema se tiene que y = 0.

Sip = (p,, ..., p,) es un vector de precios, la ganancia de la actividad p, al
producir cada unidad del bien i estd dada por

P — X (p]. a,
j

El vector de ganancias q viene entonces dado por @ = p — pA. Las coordenadas
de este vector son las ganancias o pérdidas que tienen las distintas actividades
cuando cada una produce una unidad.

(5) TEOREMA. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
(i) La matriz A es productiva.
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(ii) La matriz {I — A)! es no-negativa, i.e., I — A)! = 0.
(iii} Todo valor propio A de A satisface |A|< 1.
(iv) Existe un vector de precios p >> 0 con p > > pA.

Demostracidn. (1) = (ii). Si denotamos por w, ..., w_ a las columnas de la ma-
triz (I — A)!, entonces

I—Aw =¢ =(0,..010..0
Por el teorema (4) se tiene que w, es Unico y ademés w, = 0.

(ii) > (i). Si(I — A)! = 0 y definimos x como x = (I — A)'u, donde u es el
vector columna con 1's en todas sus componentes. Entoncesx = 0y (I — A)x
= u, de donde x = Ax + u, y por tanto x > > Ax.

(i) +* (iit). Es una consecuencia inmediata del inciso (ii) del teorema de matrices
no negativas del apéndice (¢ = 1).

(i) = (iv). Es también una consecuencia directa de los incisos (iv) y (ii) del mismo
teorema (0 = 1).

La propiedad (ii) del teorema (5) nos proporciona un criterio muy simple para
decidir si una matriz A es ¢ no es productiva. El inciso (iv) nos asegura que
existe un sistema de precios donde toda actividad produce ganancias, de hecho,
es posible ajustar p a un esquema de ganancias:

(6) TEOREMA. Si A es productiva y q = 0, entonces existe un sistema de precios
p =2 0Oconq = p{d— A).

Demostracién. Si A es productiva sabemos que (I — A) es invertible. Por lo
tanto, dado q existe p con q = p(I — A). De hecho, p = q(I — A)'. Como
tanto q como {I — A)! son no-negativos se tiene que p = 0.

Si un bien no es producido por ningtin proceso entonces se llama un factor de
produccion. Ejemplostipicos de factores de produccién son el trabajo, la maqui-
naria y la tierra cultivable.

Un modelo de produccién con un solo factor de produccién (trabajo) se le llama
un modelo de Leontief abierto. Supondremos que cada actividad P, requiere
de ], > O unidades de trabajo para producir una unidad del bien i. Denotare-
mos por | al vector de trabajo (1, ..., 1 ).

(7) TEOREMA. Si el precio por unidad de trabajo es 1, entonces son equivalen-
tes las siguientes afirmaciones:
(i) La matriz A es productiva.
(ii) Existe un sistema de preciosp > > Otalquep = (pA + 1), i.e., ninguna
actividad tiene pérdidas después de pagar los salarios.

Demostracién. (i) = (ii). Basta tomar p = I — A)'!, pues en este caso p =
pA+1=1>>0.

(ii)—= (). Sip = (pA + l),‘ porserl > > 0, claramente p > > pA, y el resultado
se sigue del teorema (5).
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Si se satisfacen las condiciones del teorema (7), entonces vimos que, de hecho
existe un unico sistema de precios v > > 0tal que la ganancia de toda actividaci
es cero, es decir, la ganancia de cada actividad es pagada integramente como
salarios. Este sistema de precios v satistace

8) v =1UW— Ay

Six = y— Ayesel producto neto a intensidad y, entonces la cantidad de trabajo
necesaria para producir, en términos netos, el haz de bienes x es el producto
punto v « x, pues

vex = I —A)!l.(I—A)y =1.y.

Asi, v representa una medida del trabajo necesario para producir una unidad
neta de cada bien por el sistema econémico. Al vector v se le conoce como
el vector de valores. Recordemos que si w, es la i-ésima columna de la matriz
(I — A)!, entonces w, es la intensidad a la que debe trabajar el sistema para
obtener una unidad de producto neto del bien i, y si v, denota la i-ésima com-
ponente del vector de valores v, entonces v, = 1w, es la cantidad de trabajo
necesaria para producir una unidad de producto neto del bien i.

Modelos de Marx

Formalizaremos ahora algunas ideas de Marx. Sead = (d,, ..., d ) el haz de
subsistencia de un trabajador en un periodo de tiempo de produccién (‘un afio’).
Es conveniente pensar en d como un vector columna. La matriz aumentada A+
= A + dltiene por entradas a los coeficientes de consumo incluidos los salarios
en- especie.

Consideramos dos sis;(emas: el de valores y el de precios de produccién.
(a) Sistema de valor
Sea v = l[I — A]l. Recordemos que v representa:
(i) Eltrabajo necesario para producir una unidad neta de los distintos bienes.
(ii) Elsistema de precios bajo el cual la ganancia de cada proceso es transfor-
mada totalmente en salarios (cuando, ademas, el precio por unidad de

trabajo es 1).

Los capitalistas fijan el sistema de precios v y pagan al trabajador un salario
de subsistencia ¢ = vd. Supongamos por ahora que ¢ < 1.

Ladiferencia 1 — o representa el salario no pagado o valor excedente o plusvalia
que es retenido por los capitalistas. Observemos que ¢ puede ser interpretado
como la fraccidn del trabajo de la cual el trabajador es remunerado justamente,
mientras que 1 — ¢ puede ser interpretado como la fraccién del trabajo que
el obrero trabaja para beneficio del capitalista.
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La razon
9 o= (-—o0o
es llamada la razén de plusvalia o razén de explotacién.
Puesto que por (8) v = vA + lycomo 1 = ¢ + 06, entonces tenemos

(10) v vA + (vd)]l + o(vd)l

vA + v(l + o)(dD)
v(A + (1 + o)dl)

[

Por lo tanto
(1D v = v(A* + o(dl))
y esta ecuacién tiene solucion v # 0 si y sélo si
(12) det[]l — A* — o(dl)] = O
Esta expresién nos permite determinar ¢ sin conocer v.
La ecuacion (10) nos separa el valor de cada bien en 3 componentes:
(i) vA, el reemplazo de insumos o capital constante.
(ii) vdl, los salarios o capital variable.
(iii) o(vdl), la plusvalia.
En la préctica no se observa este sistema en una economia capitalista, pues las
ganancias de los capitalistas (la plusvalia) son proporcionales al trabajo 1 (o al
capital variable), pero no al capital.
(b) Sistema de precios de produccién
Consideremos ahora un sistema donde los capitalistas cobran un interés 7™ y
pagan un salario de subsistencia w, que los capitalistas también financian pa-
gédndolo al inicio del afio. Si el interés es tal que ninguna actividad tiene ganan-

cias, se tiene el siguiente sistema:

(1 + ™A + wl) =
pd = w

P
gue equivale a

p(l + #MA* =p
o bien a

(13) pll — (1 + sMA+] =0

Esta ecuacién determina el méximo interés #M. A partir de (13) se sigue gue
1/(1 + 7M) es un valor propio de A+. El préximo lema afirma que si A* tiene
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varios valores propios positivos con vectores propios no-negativos, sélo u(A+)
tiene posibilidades de tener un vector propio con todas sus coordenadas positivas.

(14) LEMA. Sea q > 0 es un vector propio de A* con valor propio A, con 0
< A < u(A+). Entonces alguna coordenada de q es cero.

Demostracién. Supongamosqueq > > 0. Seap = p(A*)yasea € > 0con ((1/h)
— €) > l/p. Como Aq = gA~, tenemos que

((1/A) —e)gAh* = (1) — € Ada = (1 — &g >> g

De acuerdo al inciso (ii) del teorema de matrices no-négativas se tiene que ((1/A)
—&)p < 1. Estonoslleva a una contradiccion, puestoque ((1/A) — €)u > (1/p)p = 1.

(18) TEOREMA. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) A+ es productiva.

(ii) Existe un unico 7 > 0 que satisface (13) para algun vector p > > 0.
De hecho,

™ = l/u(A+) — 1.
Demostracidn. (1) — (ii)
Seap = pf(A*)ysea ™ = 1/u — 1. Por ser A+ productiva se satisface
0 < u <1, ypor lo tanto ™ > 0. Por el teorema de matrices no-
negativas p tiene un vector propio p > 0. Por lo tanto p y #™M satisfacen
(13) que es equivalente a la ecuacién
p=(1 + a™M@PA + wl)
yporserw > 0y 1l >> 0, obtenemos
p=DpA +wl+ 7pA + wl) >> pA > 0.
La unicidad es una consecuencia inmediata del lema anterior.
(ii) = (i).
Es obvio, pues como u(A*) = 1/(1 + M), tenemos que
(16) ™ > 0 e u(A*) < 1.
Puesto que en este sistema se satisface
™pA + wl) = #M(pA*) = p — pA*+

se sigue que las ganancias de los capitalistas son proporcionales a la suma
de los capitales constante y variable.

El siguiente teorema nos compara los dos sistemas considerados por Marx:
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(17) TEOREMA (Karl Marx)
(i) M > 0«0 > 0.
(ii) Si tanto ™ como ¢ son positivos, entonces 7™ < o.
Demostracion. Definamos 7™ de acuerdo a p(A*) = 1/(1 + «™). Por lo tanto
existe un haz de bienese > O con (1 + 7™)A+e = e. Por otro lado, de acuerdo
a (11) tenemos que v(A* + odl) = v. Si multiplicamos la primer ecuacién por
v y la sequnda por e, obtenemos
(1 + ™vA+*e = ve = v(A* + odle.
Pero como A* = A + dl, cancelando en la ecuacién de arriba se deduce que
(18) aM(vAe + (vd)(le)) = o(vd)(le).

El teorema es una consecuencia de esta ecuacién después de observar que
comov>>0,1>>0,A>0,d >0ye > 0, se sigue que (vd)(le) es un escalar
positivo y que vAe es un escalar no-negativo.

De hecho, a partir de (18) es claro que 7™ = ¢ <> Ae = 0. Esto significa que
e es un vector propio de la matriz dl que es de rango uno. Por lo tanto, existe
un escalar A > O cond = le. Luego Ad = 0. Asi, vemos que la igualdad =
= ¢ corresponde a un sistema econémico que jno requiere bienes para la subsis-

tencia de los trabajadores!

Como una consecuencia inmediata de (9), (16) y (17) tenemos el siguiente
resultado.

(19) COROLARIO. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
(i) La matriz A+ es productiva.

(i) La razdn de explotacién o es positiva.

(iii) El salario de subsistencia ¢ es menor que uno.

Consideraremos finalmente el problema de la transformacién de valores en pre-
cios ae produccion que Marx formulé en EI Capital. Aqui, por transformacion
entenderemos una funcién o transformacién lineal que mande v en p.

Los precios de produccién estdn definidos por

(200 (1 + 7™)(pA + pdl) = p.

Este sistema solo define los precios relativamente y, por lo tanto, podemos
suponer que .

@2l) pd = vd = 1/(1 + o).
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Denotemos simplemente por 7 a 7M. A partir de (20) se tiene que

~

pd — A) = apA + (1 + m)pdl.
Multiplicando esta expresién por (I — A}! por la derecha se tiene

p = wpA(I — A)!' + (1 + mpdl @ — A).

Pero por (8) y (21), esta ecuacién se puede escribir como
.p[I — 7A(I — A)'] = [(1 + =)/(1 + a)lv.

Por lo tanto,
p = vl + /(1 + o)] [ — xAI — A)'].

Asi, la transformacién lineal que manda v en p estd determinada por la rhatriz
(22) [(1 + «)/(1 + o)] « [I — xA{I — A)!']!

donde, por (12) y el teorema (15) inciso (ii), ¢ y = satisfacen
detfl — A+ —o(dl)] = Oy 7 = 1/pu(A+) — 1.

A pesar de que hay muchas transformaciones lineales que mandan v en p,

la dada por (22) es natural, es decir, sélo depende de las caracteristicas del
modelo: A, 1y d.

(23) EJEMPLO. Consideremos una economia muy simple con sélo 3 bienes y
3 procesos: basico, industrial y servicios. La matriz de coeficientes de consumo es

. 0.4133 2.57 0.5
A =10.0266 0.2857 0.05
0.02 0.2857 0.25
y el vector de trabajo es 1 = (0.04, 0.5714, 0.5).

Entonces,

(I— A)' =10.0869 1.7835 0.1768

2.1626 8.5909 2.0145

0.0908 0.9085 1.4544

Por el teorema (2) A es productiva. Ademas sabemos.que para producir por
ejemplo una unidad neta del proceso industrial es necesario producir 8.5909
unidades, en términos brutos, del bien bésico, 1.78 unidades del bien industrial
y 0.9 unidades del bien de servicios.

Los valores propios de A son 0.6741, 0.2006 y 0.0742. Por lo tanto u(A) =
0.6741. u(A) < 1 de acuerdo al teorema (2). El vector de valores v estd dado
(8) por v = I(I — A)!, por lo que v = (0.1815, 1.817, 0.9088). Esto es, para
producir por ejemplo una unidad neta de servicios se requiere de 0.9 unidades
de trabajo.
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Supongamos que para subsistir un trabajador requiere anualmente del siguiente
haz de bienes

1.5
d =102
0.15

La matriz

0.008 0.1143 0.1

0.06 0.8571 0.75
dl =
0.006 0.857 0.075

representa los salarios de subsistencia necesarios para producir una unidad de
los distintos bienes. Por ejemplo, para producir una unidad del bien bésico,
el capitalista debe pagar (0.06, 0.008, 0.006). Observemos que esta matriz siem-
pre tiene rango 1. La matriz aumentada A+ = A + dl, es

0.0346 0.4 0.15

0.4733 3.4285 1.25
At =
0.026 0.3714 0.325 )

gue tiene como valores propios 0.9259, 0.203 y 0.0694. Por lo tanto u(A*)
= 0.9289 < 1 y por el teorema (2) A+ también es productiva.

El salario de subsistencia o estd dado por ¢ = vd = 0.7719, la razén de plusva-
liaceso = (I — g)/o = 0.2955, y el interés méximo que pueden cobrar los
capitalistas 7™ viene dado por M = (1/u(A*+)) — 1 = 0.0801. Este interés es
menor que la razén de plusvalia de acuerdo al inciso (ii) del teorema (17).

El vector de valores v = (0.1815, 1.817, 0.9088) se descompone como la suma
de capital constante, vA = (0.1415, 1.2456, 0.4088), mds el capital variable

osalarios, vdl = (0.0309, 0.4411, 0.386), mas :a plusvalia, ovdl = (0.0091, 0.1303,
0.114).

Latransformacién de valores en precios de produccién estd dada por la trans-
formacién lineal (22)

p = vl{l + m/(1 + o)) [I — 7&A{I — A)!]L
Asi, los precios de produccién p vienen dados por
0.926 0.692 0.1651
p = v|0.007 0.8958 0.0143

0.0075 0.0728 0.8676

de donde obtenemos gque p = (0.1876, 1.8195, 0.8445). Recordemos que agui
|hemos supuesto que p estd normalizado (21) de acuerdo a pd = o.
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Sabia usted que...

La misica de las esferas

Para Pitigoras y sus discipulos, “Los nimeros gobiernan el Universo”.

En misica, estudiaron los distintos tonos producidos por la cuerda de una lira y descu-
brieron que el sonido variaba con la longitud de la cuerda; de ahi que expresaran los
intervalos de la escala musical en términos de razones numéricas correspondientes a
las longitudes de las cuerdas de una lira.

Los pitagéricos creian también que el movimiento de los planetas se podia reducir
a relaciones numéricas y que los cuerpos que se movian en el espacio producian sonidos
que variaban proporcionalmente a su distancia de la Tierra. Todos esos sonidos se con-
certaban para crear una misica sublime, la misica de las esferas, “inaudible para noso-
tros porque somos como el herrero y sus ayudantes que han dejado de oir los ruidos
que permanentemente los rodean ya que no los pueden contrastar con el silencio”.

Sélidos platénicos

Euclides demostré que sélo podian existir cinco poliedros reqgulares (llamados “'sélidos
césmicos” por los pitagdricos).

El filésofo Platén (428-384) admiraba tanto estas figuras que no podia convencerse
de que el Creador no las hubiera utilizado y construyd su representacion del mundo
tomando esos cinco poliedros como elementos primarios:

AIRE AGUA FUEGO

COSMOSs
TIERRA

Tetr
Octaedro Icosaedro etraedro Dodecaedro
- Exaedro (cubo)
Con tridngulos isésceles. .
Con cuadrados) Con pentagonos
regulares
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