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La Feria de Pitagoras
(2a. de dos partes)

ARTICULOS

Generalizaciones del teorema de Pitagoras

Otro tipo de figuras sobre los lados

La relacién pitagérica no sélo se cumple para cuadros construidos sobre los !
lados de un tridngulo equildtero, sino para cualquier figura, siempre y cuando
las tiguras que se construyan sobre los lados sean semejantes entre si (ver fig. 34).
Como las areas de figuras semejantes crecen proporcionalmente al cuadrado
de longitudes lineales correspondientes, las dreas de tiguras semejantes cons- '
truidas sobre los lados se pueden expresar como kb , ka' y ke donde el valor
de k depende de la forma de la figura.
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Célculo del valor de k en los tres casos mosirados en la figura 34.
Tridngulo equildtero, de lade a, vy altura h se tiene

a? = h? + (a/2)* -

a’ = h? + a%4

3/4a* = K?
A=axav32x1/2
A = a? x \J3/4

En este caso k = +/3/4
y b2 \3/4 + a-\3/4 = ¢ \3/4

En el caso de los semicirculos se tiene que el drea del semicirculo sobre el
lado a es

1/2 x (a/2)¢! x & = /8 a
b?7/8 + a* a/8 = c* /8 6
b2k + a2k = ¢tk con k = 7/8

Para los cuartos de circulo las dreas son

ct /4
b w/4 + a® w/4

w/4 (b* + &%) = 7/d c, conk = w/4
Otra demostracidn: generalizacién y especializaciéon

Las dos ecuaciones
b? + a? = ¢? (1)
kb? + ka? = kc? (2)

son equivalentes.

Si podemos probar la ecuacién mas general, el teorema de Pitdgoras es un
caso especial (k = 1)

Para probar la ecuacidn (2) es suticiente verificar que vale para un valor espe-
cifico de k (k # 0). Sea ABC un tridngulo rectangule. Con la siguiente figura
podemos obtener la demostracion de la ecuacion (2) para un valor de k.
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Sea HC la altura sobre la hipctenusa. La altura divide al tridngulo original
en dos tridngulos semejantes.

C

H |
Figura 35 4

Podemos ver la figura como tres tridngulos rectangulos construidos sobre los
lados del tridngulo original, sélo que los tridngulos estén dibujados hacia dentro
en vez de hacia afuera. La suma de las dreas de los tridngulos sobre los catetos
es claramente igual al 4rea del tridngulo sobre la hipotenusa (el tridngulo origi-
nal). Como los tres triangulos son semejantes, sus dreas pueden ser expresadas
como una constante k por el cuadrado de los lados correspondientes, y de aqui
sbtenemos la ecuacién deseada.

kb* + ka* = kc?

Pitdgoras en el espacio

El teorema de Pitagoras también se puede generalizar a tres dimensiones.
En un paralelepipedo (ver Fig. 36) el cuadrado de la diagonal es la suma de
los cuadrados de los tres lados:

d? = a* + b* + ¢*
Nota que podemos ver al teorema de Pitdgoras como un caso especial de este

resultado: si alguno de los lados del paralelepipedo es cero, entonces d es la
diagonal de un rectédngulo.

b Figura 36
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Demostracién

El resultado para el espacio se obtiene aplicando dos veces el teorema de
Pitdgoras en el plano (ver fig. 37):

d? = a% + b? d? = d? + ¢

Figura 37

La ley de cosenos
En un tridngulo cualquiera se tiene la siguiente relacién
b? = a? + ¢? — 2 ac cos 3, donde B es el dngulo entre a y c.

El teorema de Pitdgoras es un caso especial cuando § = 90°, en cuyo caso
cos 8 = 0.

Demostracién

Sea ABC un tridngulo cualquiera, h la altura sobre ¢, y p la proyeccién de
a sobre c.

Caso 1) B es agudo

Figura 38




#

Se tienen las siguientes relaciones:
cos B = play por tanto 2accos 3 = 2acpla = 2¢p
a = pt+ b
b =(c—p)Ff+h =c —2cp+p +h =c —2accosp + a

Caso 2) 3 es obtuso (ver fig. 39)

&
b
a |h
B/ :
A g B P !
Fiegurara 1388
Se tienen las siguientes relaciones: d
cos B = —cosd = —pla y por tanto —2ac cos f = 2 ac p/a = 2 ¢cp !

a = p* + h¢

b-=(c+plf+h=c +2p +p‘+h'=c—-2accosf + &

Pitdgoras y la trigonometria

La funcién trigonométrica seno (x) se define para tridangulos rectdngulos como
cociente del cateto opuesto sobre la hipotenusa (Fig. 40):

sen (x) = alc
Coseno se define como el cociente del cateto adyacente sobre la hipotenusa:

cos (x) = b/c

IMicpuara 40
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Como dos tridngulos que tienen los dngulos correspondientes iguales entre
si son semejantes, sus lados correspondientes son proporcionales: si enuno las
medidas son a, b, ¢, en el otro serdn ak, bk, ck. Es decir, las razories de los
lados correspondientes no varian de un tridnguloe a otro. De aqui se sigue que
las funciones seno v coseno sélo dependen del éngulo x, y no del tamarfio del
tridngulo.

Se puede definir seno y coseno para cualquier dngulo de la siguiente manera.
Enun circulo unitario, es decir de radio igual a 1, si A es el punto que determina
el dngulo x (un arco de longitud x), entonces cos (x) es igual a OB, la proyeccién
horizontal del segmento OA (Fig. 41). Seno se detine como AB, la proyeccién
vertical de OA. Esta es una extensién de la definicién anterior de seno y coseno:
en el caso que 0 = x < 90°, AB es el cateto apuesto, OA es la hipotenusa.

sen (x) = AB/OA = AB/l = AB.

Del mismo modo para coseno: cos (x) = OB/OA = OB/l = OB.

~ 1 %

————
5
—="" }..

wr
@
>
b

Figura 41

El teorema de Pitdgoras es equivalente a la identidad trigonométrica funda-
mental

sen’x + cosx = 1

Esta ecuacion es vélida para cualquier valor de x y no sélo para los valores
posibles de x en tridngulos rectdangulos.

sen X '\

B cosx |[O

Figura 42
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Demostracion

En el tridngulo rectdngulo AOB (ver figura 42) aplicamos el teorema de Pi-
tagoras

AB¢ + OB¢ = QOA-
pero AB = sen(x), OB = cos(x), OA = 1, dedondesetiene el resultado deseado:
sen’x + cosx = 1

Conversamente, si la {érmula sen“x + cos‘x = 1 es vélida, entonces tene-
mos el resultado

AB? + OB? = OA

para el caso en que OABes un tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa tiene longi-
tud 1. El resultado se tiene para cualquier tridngulo semejante O’A'B’, ya quelosla-
dos correspondientes son proporcionales O'A’ =kOA, O'B’ = kOA, A'B’ = kAB.
El teorema de Pitidgoras para cualquier tridngulo es k2 AB? + k?OB? = k*OA*

La generalizacién de Pappus

En esta generalizacidn, el tridngulo puede ser un tridngulo cualquiera (no
necesariamente un tridngulo rectangulo), y cualquier paralelogramo toma el
lugar de los cuadrados en dos de los lados.

Sea ABC un tridngulo, ysean ABED y BCFG dos paralelogramos cualesquie-
ra sobre los lados AB y BC. Sea H la interseccién de los lados DE y FG.

Si se construye sobre AC un paralelogramo con lados AL y CM paralelos
y congruentes a HB (Fig. 43), entonces la suma de las dreas de los paralelogra-
mos sobre los lados AB y BC es igual al drea del paralelogramo sobre AC.

H

Figura 43
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Demostracion

Sea ACML un palalelogramo con AL y CM paralelos y congruentes con HB.

Prolonga HB hasta K. El paralelogramo AKNL tiene la misma drea que el
paralelogramo ABHL (tienen la misma base AL, y el lado opuesto a AL en ambos
estd sobre la misma recta). El paralelogramo ABHL tiene la misma 4rea que
el paralelogramo ABED (tienen la misma base AB, y el lado opuesto a AB esta
sobre la misma recta). Por tanto AKNL tiene la misma drea que ABED.

De igual modo el paralelogramo NKCM tiene la misma area que el paralelo-
gramo BCFG.

Por tanto, el 4rea de ACML es igual a la suma de las 4reas de los paralelogra-
mos BCFE y ABED.

El andlogo del teorema de Pitagoras en la geometria
solida.

En un tetraedro que posee un vértice tri-rectangular O (ver Fig. 44), si las
dreas de las tres caras que se encuentran en O son A, B, y C, el drea D de
la cara opuesta a O esta dada por

D? = A2 + B2 + C?

Figura 44

Demostracion

Sea h la altura sobre la base a de la cara D (ver Fig. 45).

Figgura 45
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Entonces D = ah/2, h se puede calcular como h? = k? + p?, donde k es la
altura sobre la base a del tridngulo A. También tenemos que A = ak/2

4D? = a’h?
= a2k + p?)
= 4A? + a%p?

= 4A% + (r? + g?)p?
= 4A7 + (rp)® + (pg)?
= 4A% + 4B? + 4C?
De aqui se obtiene el resultado deseado:

D2 = A2 + B? + C?

Pitagoras en otros mundos

Si a un plano lo dotamos de un sistema rectangular de coordenadas, podemos
utilizar el teorema de Pitdgoras para encontrar la distancia entre dos puntos
(x,, %,) ¥ (¥,, ¥,)- La distancia d entre los puntos es la longitud de la hipotenusa
del tridngulo rectangulo (ver Fig. 46). Los catetos estdn dados por %, — y, ¥
X, = Y,. Por lo tanto

d = (x, —yy P+ (%= v

(y,,4,)

(%, %)) Uy~ %

Y~ %y

Figura 46

Podemos también invertir el proceso y en un plano coordenado definir la dis-

tancia entre dos puntos (x, x,) y (y,, y,) como

d = [(x, —y)? + (x, - v,)%"? (métrica euclideana).
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La métrica euclideana puede ser generalizada a espacios coordenados de
mds dimensiones. Six = (x, x, .... X,) ¥y = (y,, ¥,, .-, ¥,) son dos puntos
en un espacio de coordenadas de dimension n, la distancia entre ellos se puede
definir como:

d=[Zq -yl
Sinembargo, la métrica euclideana no es la inica posible en un plano coordena-
do. La distancia entre dos puntos (x,, x ) v (y,, v,) en un plano coordenado tam-
bién puede ser definida como

d = | =y + |m=wl (métrica del taxi, Smith, 1977)

El lugar geométrico de puntos que taxi-equidistan de un punto fijo en esta
geometria ya no es un circulo (Fig. 47).

N
%4

Figura 47 Lugar de puntos que taxi-equidistan del origen.
=

El lugar geométrico de los puntos que taxi-equidistan de dos puntos ya no
es necesariamente una linea recta (Fig. 48).
En esta geometria no tenemos el teorema de Pitdgoras.

AN

Figura 48 Lugar de puntos que equidistan de dos puntos fijos.

Pitdgoras y los vectores

R? puede ser considerado como espacio vectorial, donde la suma entre dos
vectores x y y estd definida coordenada a coordenada.

(%, x) + (v,,.9,) = & + v, x, + 1)
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a+bhb

a
Figura 49
En R? se puede definir el producto interno de dos vectores de la manera usual
(%, %) - (v, Y2) = 3,7, + X7,
El producto interno satisface:

Si a, b son vectores y r es un numero real

(i) a.b=Db.a
(i1) a.(b+c)=a.b+a.c
(iiiY a.rb=r((a.b)

La norma (longitud) de un vector esta relacionada con el producto interno
a-.-a=|al?
Si v es el dngulo entre los vectores a, b, tenemos también la relacién a. b
= |a| |b]| cos v

v = B — @, por tanto cos ¥y = cos a cos § + sen «a sen B (ver figura 50)

a, = |a] cos a b, = |b| cos g

It

a, = |a| sen « b,

|b| sen B

1l

Por tanto, a.b = a;b, + a,b,

B = |a| |b| cos v

|a] cosa x |b|cos B + |a|sena x |b] sen

Figura 50

e -
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Invirtiendo el proceso, en espacios vectoriales que cuenten con un producto
interior que satisfaga las condiciones i), ii), iii), podemos definir dngulos por
medio de la ecuacién

a.-b = |a| |b| cos v

es decir el dngulo vy entre dos vectores a y b estd dado por

cosy = a.b/|al|b|

Tenemos gue la + b]* =(a + b).(a + b)
=a.a+2a.b+b.b
la—bl* =(a—b).(a—Db)

a.a—2a.b+b.b

(Nota que esta es otra forma de obtener la ley de cosenos).

Figura 51

Los vectores perpendiculares satisfacen a . b = 0, de modo que

la + b2 = |af + |b]?

Figura 52
En este contexto de un espacio vectorial con producto interior, el teorema de
Pitdgoras es vélido.

Sinembargo los espacios vectoriales no necesariamente cuentan con un produc-
to interior, asi que no en cualquier espacio vectorial vale la relacion pitagérica.
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Geometrias no euclideanas

En una geometria no euclideana, por ejemplo la geometria en una estera,
la relacién pitagdrica para los lados de un tridngulo rectangulo no es valida.
Esto se ve claramente en un tridngulo isésceles formado por dos meridianos
y el ecuador (Fig. 53). En este tridngulo dos de los dngulos son rectos.

Qe 900

Figura 53

Sin embargo, para espacios de curvatura constante 1/k? se tiene la siguiente
relacién para triangulos rectdngulos:

cos (c/k) = cos (a’k) cos (b/k)
El teorema de Pitdgoras se puede ver como un caso limite de esta relacion
cuando la curvatura tiende a cero, es decir en un plano.
Desarrollandose en series los cosenos se tiene
1 —c*/(20 k%) + c¥/4 ki — ... =
(1 —a?/ (2 k3 + a¥/4l k' — ... ) (1 —b#/(21 k?) + b*/4l ki—...)
= 1 — [a2/2! + b?/211/k? + [a*/4] + &%/ (21 2D)]/k* . . .
multiplicando por k? ambos lados se tiene
c?/2] = 1/kZ [ct4l —.. . .] =
= a¥/2! + b?/21 — 1/k? [a*/4] + a%?/2! 21) — . . . ]

Haciendo tender 1/k? a cero para un espacio plano, se obtiene la relacion
Pitagorica

c? = a? + b?
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Recorta las piezas y arma el rompecabezas.
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Recorta los cuatro tridngulos y acomédalos sobre el cuadrado de dos formas
diferentes para obtener el teorema de Pitdgoras.

i —— = =

Recorta la figura por la linea central y voltea la parte de abajo.
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Recorta las piezas del cuadrado del cateto mayor y el cuadrado del cateto
menor y colécalos sobre el cuadrado de la hipotenusa.

P

Recorta las piezas de los cuadrados de los catetos y acomodalos sobre el cua-
drado de la hipotenusa.

RESUMEN

El rey Felipe Il fue discipulo de Juan Martinez Siliceo, uno de los mateméti-
cos mas prestigiosos de la Espafia de la primera mitad del siglo XVI. Durante su reinado,
fue un gran defensor del estudio de las Ciencias.

Felipe II y su arquitecto Juan de Herrera tuvieron la idea de perpetuar
en El Escorial un culto especial a la Matemadtica, prueba de ello es la construccion de
la Biblioteca.

El objetovo de este trabajo es introducirnos dentro de dicha Biblioteca con
el fin de analizar los principales manuscritos y ejemplares, asi como el estudio de tres
grandes bibliotecas que Felipe I adquirié para E! Escorial: La Biblioteca Zadan, La Bi-
blioteca de Juan de Herrera vy la Biblioteca de Pdez de Castro.




B ... 78 EDUCACION MATEMATICA B Vol. 4 - No. 2 * Agosto 1992 W © Gt B

La Feria de Pitagoras

Alfinio Flores
En el Vol. 4, No. 1 aparecié la primera parte.
Este resimen es para ambas partes.

Restmen

Los enfoques al teorema de pitdgoras en las dos partes del articulo siguen a grandes
rasgos los niveles de Van Hiele de desarrollo cognitivo en geometria. Empieza con casos
particulares. Luego se dan demostraciones informales, luego demostraciones formales.
Se generaliza el teorema, primero en un contexto euclideano: en el espacio de tres di-
mensiones, y la trigonometria. Se analiza después el teorema en R? visto como espacio
métrico y vectorial, donde la métrica sugerida por el teorema de Pitagoras, es una de
las posibles métricas. Finalmente se ve el teorema correspondiente en la esfera. Hay
actividades adecuadas para alumnos de primaria y de secundaria. Hay demostraciones
formales y resultados alcance de los alumnos de nivle medio. Hay otras partes dirigidas
al maestro de matemaéticas y al alumno de matemdticas de nivel superior.
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