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Significados y significantes
relativos a las fracciones

ARTICULOS

Introduccioén.

En el presente articulo se expondré la problematica en torno a la ensefianza
de las fracciones a partir de las dificultades potenciales relativas a los diversos
significados asociados a este concepto.

En la matemética, en general, v en las fracciones en particular, se confunde
frecuentemente a los significados (lo cual se refiere al plano conceptual) con
los significantes (que se refiere al plano de las representaciones).

Porejemplo, el cinco se puede escribircomo 5,1 + 4, 3 + 2,10/2, V, etcétera.
De esta forma se confunde al concepto con la representacién escrita, la cual
no es unica, de éste.

Los lingiiistas denominan a este fenémeno sinonimia (varios significantes es-
tédn asociados a un mismo significado). Se puede presentar la situacién inversa:
varios significados estdn asociados a un mismo significante (homonimia), esto
tiene mucha importancia en la problematica educativa asociada a las fracciones.

Las fracciones en la escuela mexicana.

Antes de entrar en materia conviene mencionar, en forma breve, el tratamien-
to que se ha dado a la ensefianza de las fracciones en nuestro pais, porque esto
nos proporciona un elemento de comparacién necesario para entender la nece-
sidad de una discusién como la que se propone.

Existen pocos trabajos que hacen una revisién de lo que ha sucedido con la
ensefianza de las matemaéticas en nuestro pais, en particular, sobre la ensefianza
de las fracciones son atin menores las fuentes potenciales de consulta. Para los
propdsitos planteados considero gue es suficiente exponer algunos puntos plan-
teados en el trabajo de Alicia Avila (Avila; 1986), en el cual se analiza la ense-
fianza oficial de las matemaéticas elementales en México desde 1940 a 1980.

Se sabe que las fracciones han ocupado un lugar en el curriculo de la escuela
elemental por mas de un siglo. Durante este tiempo ha predominado una ense-
fianza rigida basada en modelos esquematicos. Desde la implantacién de la es-
cuela lancasteriana, en los inicios de vida independiente de nuestro pais, se
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presté mucha atencién a la memorizacién de procedimientos relativos a las frac-
clones.

En la reforma de 1972 (atin vigente en los tres dltimos grados de la primaria)
se incorporaron algunas innovaciones en relacién a inclusién de “explicacio-
nes'’ con apoyos graficos de la multiplicacién, la divisién con base en el inverso
multiplicativo, la resolucién de problemas con estas dos operaciones y la repre-
sentacién de las fracciones en la recta numérica. Sin embargo, dichas innova-
ciones correspondian mds a una preocupacion matemaética gue a una propuesta
psicopedagdgica, pues en esta reforma no se consideraron las caracteristicas
del sujeto de aprendizaje: el nifio.

Esta posicién se dio a pesar de la opinién de educadores de diversos paises
en relacién a la necesidad de considerar los contenidos de ensefianza conside-
rando lo que pueden aprender los nifos, lo cual deberia determinarse en térmi-
nos de su desarrollo intelectual y no solamente considerando la cantidad de
contenidos para abordar un tema o la secuencia légica de la disciplina.

Pareceria natural, desde la perspectiva de la estructura de la matematica,
que si el nifioc ya conoce los nimeros enteros facilmente puede abordar las frac-
ciones. Incluso, algunas ideas relativas a ellas pueden abordarse paralelamente
al estudio de algunas partes de los niimeros naturales, debido a gueno requieren
el manejo de muchos contenidos.

Posteriormente, en el ano de 1980, se relormaron los planes y programas de
los tres primeros grados de educacién primaria, con esta reforma parcial apare-
ce un tratamiento did&ctico con mdés apoyo grétfico y dosificado més cuidadosa-
mente gue en curricula anteriores, pero los principios en que se basa tal tratamiento
permanecen sin modificaciones radicales. Prevalece el interés por el manejo
matematico de los temas sin incorporar, en forma clara, elementos sobre el desa-
rrollo conceptual de éstos.

A pesar de que en esta reforma se declara al nifio como el centro de la preocu-
pacién y se incorporan apoyos graficos y objetivos para que, “"de acuerdo con
su forma de conocer, construya el conocimiento”, el tratamiento dado a las frac-
ciones no rebasa las presentaciones anteriores. Sélo hubo cambios en la dosifi-
cacién y expansién de la etapa de manipulacién de objetos. Es decir, si bien
se promueve la construccion de los conceptos con base en el manejo de material
recortable que se proporciona al nifio (en este sentido la preocupacién y los
principios pedagdégicos son distintos a los postulados en 1972) la légica que sus-
tenta a la propuesta didactica no es distinta de la que se puede ver en los progra-
mas y textos de los sesentas: se trata de que el nifio comprenda, en primer término,
gue una fraccién es una expresion de la forma a/b en donde el denominador
indica las partes en que esta dividido un todo (constituido generalmente por
una naranja, un pastel, un circulo, un rectdngulo o un poligono regular) y el
numerador las partes que se toman de ese todo.

Posteriormente, se pretende que el nifio establezca equivalencias con base
en el mismo modelo de participacién de la unidad para que, finalmente, resuel-
va problemas con adicién y sustracciéon de fracciones. Todo esto invariablemen-
te, con base en la manipulacién de objetos sugeridos al profesor o rectdngulos
gue se recomienda recortar y guardar, pues se utilizardn frecuentemente.

Tales propuestas no se basan en el conocimiento de lo que el nifio aprende
realmente al respecto, en cédmo aprende, en lo que no puede aprender y el por
gué no puede hacerlo. Por lo cual, dichos estuerzos han sido inutiles en relacién
a la mejoria del aprendizaje de las matemaéticas.

Esto ha sido similar en otros paises, en parte porque la presentacién de las
fracciones en los libros de texto mexicanos coinciden mucho o fueron adoptadas
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del extranjero. Streefland (Streefland; 1982); después de una revision de més
de 100 articulos sobre fracciones de la revista "The Arithmetic Teacher”, los
cuales fueron obtenidos de numeros que datan desde 1954, encontré que en
el curso de algunos afios se puso poca atencién a la relacién de las fracciones
con otros conceptos afines. Las propuestas didécticas, de finales de los sesentas,
prestaban atencién a juegos con fracciones con propédsito de ejercitar mas que
contribuir al desarrollo conceptual. En relacién con la comparacién y el orden
entre fracciones también se enfatizé el aspecto operativo. Ademas, se fue incre-
mentando la variedad de modelos para representar fracciones (recténguloes, fi-
guras planas y espaciales, ejes numéricos, tableros de diferentes tipos, doblado
de papel, etcétera). Desde el inicio de los sesentas se enfatizo la equivalencia
de fracciones, de esta forma el niimero racional, como una clase de equivalen-
cia, desplaza a las fracciones.

También Kieren (Kieren; 1976) indica que “los temas y preocupaciones de
los tratamientos de los textos modernos de matemaéticas sobre las fracciones son
frecuentemente similares a sus predecesores de hace 100 o méas anos. Transitan-

do sobre problemas absurdos. Haciendo énfasis en el desarrollo de la habilidad

de célculo”.

En la escuela secundaria, de nuestro pafs, la situacién se torné mas grave
pues los esfuerzos dedicados a este nivel sufrieron un fuerte golpe desde la intro-
duccién de elementos de la llamada “matematica moderna” en este nivel. Esto
no sucedio en la escuela primaria tal vez por la existencia de los libros de texto
gratuito.

En secundariase dio mucho espacioala légica y los conjuntos y se sacrificaron
temas importantes. Por otra parte, el tratamiento que se da a las fracciones resul-
ta muy pobre y conduce a concepciones limitadas qus se han arraigado mucho
entre los estudiantes, como el uso reiterado del modelo del pastel o de tiguras
regulares que se han convertido en estereotipos de todos susceptibles de ser
partidos.

Se hace demasiado énfasis en los aspectos operativos, los planteamientos di-
décticos de los libros reflejan la concepcion de que si se aprenden a realizar
las operaciones con fracciones se pueden resolver diversos problemas en los
que los contextos dados implican el uso de diterentes procedimietnos represen-
tados por una fraccion. No existe en este nivel un enfoque unificador, debido
ague las formas de presentacién de las fracciones responden a las concepciones
de los diversos autores de textos comerciales.

Podemos decir que en la escuela secundaria la preocupacién por aspectos
disciplinarios es aun mayor gue en primaria y que se tiene un retroceso por
el énfasis puesto en los aspectos operativos en vez de hacer intentos en relacién
a lo conceptual.

Homonimia y sinonimia en las fracciones.

Uno de los problemas en el aprendizaje de las fracciones es que el simbolo™,
n

donde m y n son nimeros enteros y n # 0, esta asociado a diversos significados
(homonimia); en efecto, puede representar una razén, un nunero racional, un
operador, etcétera. En el sentido inverso, el concepto de fraccién puede repre-
sentarse como un cociente de enteros o una expresion decimal (sinonimia).

Tomar conciencia de esta situacion fue un proceso largo que atin no termina.
A continuacidn se resenardn brevemente algunos estudios sobre el aprendizaje
de las fracciones, que se consideraron mds relevantes en esta direccién.
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Dienes (1972).

Dienes (Dienes; 1972) plantea que las fracciones pueden considerarse como:

a) Estados.

Enel sentido gque una fraccion puede ser la descripcidn de un estado de cosas.
Por ejemplo, la mitad puede significar la descripcién de la mitad de algun obje-
to. Lo cual introduce implicitamente la idea de gue la fraccién puede ser un
comparador.

b) Operadores.

Se refiere al resultado de la orden de ejecucion de una operacién. Por ejem-
plo, podemos ordenar tomar la mitad de un objeto, lo cual implica dividir el
objeto en dos partes iguales y tomar una de ellas. En esto se presenta también
un orden de ejecucion de operaciones dividir y multiplicar.

De esta forma la ensefianza de las fracciones se puede abordar desde la pers-
pectiva de cadenas de transformaciones entre estados y operadores:

Estado Operador Estado Operador Estado
] % 2 2 + 3 2/3

El entoque general de Dienes tuvo impacto importante en educacién, pero
fue menor en lo correspondiente a la ensefianza de las fracciones.

También menciona que antes de aprender fracciones los ninos debieron llevar
a cabo, con anterioridad, algunos experimentos para adquirir la nocién de uni-
dad de medida, y deben darse cuenta lo convencional de dicha nocién.

nocién de fraccién como estado

medicién \./ (comparacién)

relatividad de traccion como operador
la unidad de (orden de operaciones)
medida

En este enfoque se presenta la necesidad de considerar los procesos de medi-
cion, laidea de comparacién y la de operador asociadas al cencepto de fraccién.

Kieren (1976).

Un trabajo importante y citado frecuentemente en los estudios sobre la ense-
fianza o el desarrollo conceptual de las fracciones es el de Kieren (Kieren, 1976).
La importancia de dicho trabajo radica en una exposicién extensa, aungue un
tanto confusa, del tratamiento de cada tipo de interpretacion en la ensefianza
de las diversas interpretaciones del concepto de numero racional (las cuales
no se consideran independientes), para ello expone sus ideas respecto a lo que
denomina estructuras matemdticas (son las formas de manejo matematico que
se han entatizado en la ensenianza de cada interpretacién), estructuras cogniti-
vas (son las habilidades de cardcter cognitivo subyacente en la ensenanza tipica
de cada interpretacion) y estructuras instruccionales (son una serie de experien-
cias derivadas y necesarias en la ensefanza tipica de cada interpretacion).
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Para nuestros propdsitos basta enunciar las interpretaciones y hacer algunos
comentarios de los aspectos mds relevantes de éstas:

a) Fracciones que pueden sumarse, restarse, compararse, efc.

Se considera aqui a las denominadas fracciones propias e impropias, conside-
rando solamente a los numeros racionales positivos. No se hace referencia en
este caso al fraccionamiento de la unidad o a la relacién parte-todo. De hecho,
se hace mencién de que en esta interpretacion se enfatizan los aspectos operati-
vos en vez de los conceptuales.

b) Fracciones decimales como una extensién natural del sistema

decimal de numeracion.

Los racionales vistos como una extension del sistema decimal de numeracién
tienen la posibilidad de generar las operaciones entre ellos a partir de lo que
se ha trabajado con los nimeros enteros. Sin embargo, si se atiende sélo a esta
interpretacion los aspectos algebraicos de la definicién de las operaciones con
fracciones pueden perderse, lo cual es grave pues es una de las experiencias
prealgebraicas necesarias para los nifios.

c) Clases de equivalencia de fracciones.

Se retoma en esta interpretacién la construccién de los nimeros racionales
a partir del producto cartesiano de los enteros y el conjunto cociente generado
por una relacién de equivalencia, de esta forma se identifican a los nimeros
racionales con clases de equivalencia dotadas de una estructura algebraica.
En los ejemplos se concreta a niimeros racionales positivos aunque cabe la posi-
bilidad que se estén consideranddo también los negativos.

Una observacién importante es que resalta una diferencia entre la operacion
definida en el conjunto cociente:

[(a, b)] + [(c, d)] = [(ad + bc, bd)]

de la definida para la interpretacién relativa a los cocientes de enteros o razones
de enteros, la cual corresponde mejor con la nocién de espacio vectorial (no
es muy claro Kieren al respecto), debido a que en este caso es posible que:

+
L,C_atc
d

a =
b b + d

o de otra forma (a, b) + (¢, d) = (a + ¢, b + d).

Esto lo sefnalan también otros investigadores, por ejemplo, Borasi (1985).
Larelacién parte todo se ilustra, pero se pone mayor énfasis en la operatividad
y tormalizacién.

d) Numeros de la forma P donde p y g son enteros y q # 0, esto es, razones
q

de enteros.

Se menciona que esta interpretacion estd muy ligada a la nocién de proporcio-
nalidad (como igualdad de razones) y a de partir de esto se plantea cémo se
pueden hacer naturales las operaciones entre fracciones reduciéndolas al caso
de sumas de fracciones con el mismo denominador. La diferencia con las ante-
riores interpretaciones tal vez radica en que en esta parte se admite una repre-
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sentacion gréfica en la recta con doble escala para localizar fracciones
equivalentes, lo cual algebraicamente se consigue con sélo multiplicar por una
constante un elemento de una clase de equivalencia; mientras que en las anterio-
res interpretaciones se enfatiza el aspecto operativo o algebraico subyacente.
Por otra parte, se liga a esta interpretacién con el proceso de medicién.

e) Operadores multiplicativos.

En esta interpretacion la nocién de fraccién se contextualiza en el uso de la
proporcionalidad geométrica y la composicién de transformaciones de tal suerte
que una transformacién seguida de otra se considere como un todo, e incluso
pueda remplazar dos transformaciones por una tercera (el producto). Por esta
razén se liga a esta interpretacién con el producto de fracciones, lo cual la distin-
gue de las otras. Se habla de la necesidad de la reversibilidad del pensamiento
en esta interpretacion, lo cual la hace mds compleja que las otras en las que
se enfatiza lo gréfico o la formalizacién de las reglas.

Se hace la observacién de domo, en esta interpretacién, se resalta la estructu-
ra de grupo subyacente, en la composicién de transformaciones.

f) FElementos de un campo cociente ordenado infinito.

En este caso los nimeros racionales se presentan como simbolos formales con
los cuales la ecuacién “ax = b”, donde a y b son enteros y a # 0, tiene solucién.
En este sentido, se presentan como una extensién algebraica de los ntimeros
enteros. Las operaciones estdn sujetas a reglas formales con las que se construye
un campo de cocientes al cual se puede definir un orden y es infinito.

g) Medidas o puntos en la recta numérica.

Se hace énfasisen el fraccionamiento de la unidad y las relaciones entre diver-
sas estrategias de particion. En esta interpretacién, surgen de manera natural
el orden, las operaciones y los conceptos relativos a la recta numérica. Esta
es de cardcter mas intuitivo.

Kieren menciona la necesidad del manejo de todas las interpretaciones Yy que
ha sido una préctica comun gue los racionales tienen una sola interpretacion
y todas las nociones sobre éstos se desarrollan a partir de esa sola interpretacién,
lo cual conduce a deficiencias en el aprendizaje.

Streefland (1978).

Streefland (Streefland; 1978), al hacer una exposicién sobre la construccién
mental del concepto de fraccién —aunque no enuncia diferentes interpretacio-
nes como Kieren— sefiala que la ensefianza de las fracciones padece de un anali-
sis deficiente del concepto, tanto en sentido matematico como didéctico. Menciona
que la subdivisién de cantidades discretas o continuas en partes equivalentes,
es casi siempre la inica manera a la que se recurre para trabajar las fracciones,
y la equivalencia de fracciones se aborda casi exclusivamente de una manera
algoritmica. También se refiere a la importancia de los procesos de medir, par-
tir y subdividir, en la constitucién del concepto de fraccién. Adicionalmente,
reconoce la relacién entre las razones, proporciones y fracciones.

Kieren (1981).

Nuevamente Kieren (Kieren; 1981) modificé la clasificacién presentada por
él a mediados de los setentas. Abandoné la idea de diferentes interpretaciones
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y planteé cuatro subconstructos de los nimeros racionales: medida, cociente,
razén y operador.

La intencidn de utilizar el término subconstructo en vez del de interpretacion
puede haberse debido a la consideracion de la fraccién o del nimero racional
como un constructo teérico, el cual puede construirse a partir de ideas o nocio-
nes mas simples llamadas subconstructos. Lo cual hace pensar en la necesidad
de aislar las nociones que son mecanismos para la construccién del concepto
de las nociones que conforman realmente al constructo. Esto no es posible a
partir de las interpretaciones porque en este caso éstas estdn muy interrelaciona-
dasy, aunque se considera al concepto comoun conglomerado de interpretacio-
nes, no se identifican con claridad las componentes esenciales.

De este modo, la equivalencia y la particion son mecanismos constructivos
gue operan en cada uno de los subconstructos.

a) Relacién parte-todo y medicion.

Larelacion parte-todo se expresa generalmente a partir de regiones geométri-
cas, conjuntos discretos de objetos y la recta numérica. Esto involucra natural-
mente ideas relativas a la nocién de longitud vy area. El tratamiento de la relacion
parte-todo depende de la habilidad gue se tenga para dividir o partir una canti-
dad continua o un conjunto discreto de objetos en partes iguales.

En este caso el simbolo m/n representa una parte de una cantidad. Por ejemplo
5/8 se puede referir a dividir un todo en ocho partes y tomar cinco de ellas;
pero, también puede referirse a repartir cinco objetos entre ocho personas.

b) Numero racional como razdn.

En este subconstructo subyace la nocién de magnitudes relativas, en el sentido
de que la razén es un indice de comparacion mas que un nimero.

En este caso el simbolo m/n representa una relacion entre dos cantidades.
Por ejemplo, 8/13 puede interpretarse como ocho de cada trece personas tienen
cierta caracteristica o como se hace enlos deportes, un jugador realizé correcta-
mente una tarea ocho veces en trece intentos.

¢) Numeros racionales como divisiones indicadas y elementos

de un campo cociente.

En este subconstructo se considera la parte formal del manejo de los nimeros
racionales, en el sentido de que estd mas ligada a sistemas algebraicos abstractos.

En este caso el simbolo m/n se refiere a una operacion de divisién indicada.
De esta forma 5/4 representa la divisién 5 + 4, la cual no se ha efectuado.

d) Numero racional como operador.

Aqui se consideran los casos en que el niimero racional opera como una fun-
¢ién o una regla la cual transforma una cantidad en otra o una figura geométrica
en otra.

En este caso el simbolo m/n representa la manera en que un objeto o una
cantidad se transforma. Por ejemplo, (2/3) aplicado a 90 reduce esta cantidad
a 60 (Kieren; 1981).

Hart (1981)
Unestudio realizado por el grupo CSMS en Inglaterra, con un amplio nimero

de nifios que asistian a escuelas piiblicas, ofrece datos de interés especial. En
efecto, en el reporte se senala que los nifios, al internarse en el campo de las
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fracciones, lo hacen intentando extender las reglas de los nimeros naturales.
Asimismo, se indica que generalmente los problemas que involucran fracciones
son resueltos con més facilidad que los algoritmos, lo cual segtin los investigado-
res, apunta al hecho de que los nifios utilizan estrategias distintas de las escola-
res para resolverlos.

Se reporta ademds que las fracciones, en muchos casos, no son vistas como
una relacién sino como un par de nimeros independientes que pueden manejar-
se por separado. Otro dato relevante entre los reportados, es un error comin
al trabajar con el concepto de equivalencia: atender al tamafio del numerador
y el denominador y no a la relacién entre ambos (Hart; 1981).

Rasimba-Rajohn (1982).

Rasimba-Rajohn (Rasimba-Rajohn; 1982), estudié la forma en que dos méto-
dos de medidas racionales (conmensuracién y fraccionamiento de la unidad)
corresponden a dos tipos diferentes de conocimientos. Es decir, se diferencia
el proceso de conmensuracién, por el cual tratamos de verificar si una unidad
dada, sin fraccionar, cabe un niimero exacto de veces en otro segmento dado;
del proceso relativo a la medicién de un segmento dado por medio de fraccionar
la unidad hasta cubrir el segmento dado con partes enteras o fraccionarias de
la unidad.

Para verificar esto se aplicd un cuestionario para observar la relacién que
se da entre los dos métodos y se encontré que éstos efectivamente corresponden
a diferentes comportamientos.

Generalmente, poco se habla de la necesidad de considerar la conmensura-
cién y todo se refiere a un proceso de medicién y la comprensién de los algorit-
mos relativos a las fracciones. Elirabajo de Rasimba-Rajohn es importante porque
resalta las diferencias conceptuales entre estos procesos no sélo en el plano con-
ceptual sino también en el algoritmico.

Behr, Lesh, Post & Silver (1983).

Con similar pretensién a la de Kieren (1981), Behr, Lesh, Post & Silver plan-
tean el problema de los diversos significados relativos al concepto de fraccién
(Behr, Lesh, Post & Silver; 1983). Se hace un tratamiento utilizando también
la nocién de constructo, en este sentido se enfatizan las dimensiones que las
personas usan para conceptualizar aspectos relativos a los nimeros racionales.

El estudio de Behr, Lesh, Post & Silver condujo a una redefinicion de las cate-
gorias de Kieren (1976). Las cuales son los siguientes siete subconstructos:

a) Medida fraccionaria.

Es una reconceptualizacién de la relacién parte-todo. Se refiere a cuénto hay
de una cantidad relativa a una unidad dada de esa cantidad. En este sentido
m/n representa la cantidad de la parte en relacién al todo.

b) Razén.
Expresa la relacién entre dos cantidades. Esto es, se establece una compara-
cidn entre dos cantidades.

¢) Tasa.
Es una nueva cantidad que resulta de la relacion entre otras dos cantidades,
esuna especie de unidad derivada, como es el caso de la velocidad o la densidad.
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d) Cociente.
Es una divisién indicada de niimeros enteros, de esta forma m/n se interpreta
como el nimero entero "n” divide al nimero entero "m".

e) Coordenada lineal.

En este subconstructo se enfatizan las propiedades asociadas con aspectos
topoldgicos de la "recta racional”’, esto es: relacién “entre”, densidad, distancia
y no completez. Los nimeros racionales se interpretan como puntos en la recta
numeérica resaltando que los nimeros racionales son un subconjunto de los ni-
meros reales.

f) Decimal.
Con este subconstructo se destacan las propiedades asociadas al sistema de
numeracién decimal.

g) Operador.
Se asocia en este caso al nimero racional la nocién de funcién, de tal forma
gue a partir de un nimero racional se puede definir una transformacion.

Behr, Lesh, Post & Silver consideran que la relacion parte-todo a partir de
cantidades discretas y continuas representa un constructo fundamental del nu-
mero racional.

Freudenthal (1983).

Freudenthal (Freudenthal; 1983) plantea que el término fraccién es mas ade-
cuado que nimeros racionales positivos, en tanto es la fuente fenomenoldgica
del nimero racional —lo cual adquiere sentido puesto que el origen de los nii-
meros racionales se encuentra en la nocién de quebrado o fraccién.

Sefala la utilizacién de las fracciones en diversos aspectos del lenguaje usual
y analiza algunos de los significados gue se les da como comparador (... es
la mitad de largoque...), descriptor de una cantidad (...la mitad de un pastel...),
formador de multiplos (...tres cuartos de hora. . .), expresién de cantidad (...dos
tercios de veces tan largo...), determinacién de ciclos (...medio tiempo alrede-
dor del reloj...), expresiéon de mezclas (... tres partes de sal y tres partes de
pimienta...) y expresién de relaciones (...de cada cinco hombres uno es un
chino...).

Discute la importancia de algunas interpretaciones de las fracciones como:
quebrado o fracturador y comparador.

Cuando analiza la fraccién como quebrado plantea las diferentes formas de
dividiruntodo: irreversible, reversible y simbélica. También discute la relacién
parte-todo, indica que las fracciones pueden hacerse patentes si un todo es:
descompuesto, cortado, rebanado, roto o coloreado. La igualdad de las partes
es: experimentada, pensada o imaginada. El todo puede ser: discreto o
continuo,

L ®
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definido o indefinido,
fe=_1 | I | i | | ) D () | | | L I T [ § |
DEFINIDO

1 | | | ) Vi | | 1 | |
INDEFINIDO

estructurado o sin estructura.
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ESTRUCTURADO
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NOESTRUCTURADO

La atencién puede centrarse en: una parte, algunas partes, todas las partes.

En relacién con la fraccién como un comparador expresa que la comparacién
puede hacerse experimentarse (...en este cuarto hay la mitad de...), imaginarse
(:..Pedro es la mitad de pesado que diez barras de oro...) o pensarse (...la ban-
gueta es por lo menos dos y media veces més pequenia que la calle...). Lo cual
se puede hacer de manera directa (cuando los objetos por comprar se colocan
uno al lado del otro) o indirecta (cuando un tercer objeto media entre los dos
para efectuar la medicion).

Podemos considerar a los nimeros racionales como una composicién de mul-
tiplicaciones y divisiones, lo cual aparentemente no representa ninguna compli-
cacién. Sin embargo, desde la perspectiva fenomenolégica de Freudenthal, los
objetos y relaciones de equivalencia entre éstos preceden a la idea de magnitud.
En lasfracciones, se presentan en contraposicion las ideas relativas a la multipli-
cacion y a la divisién: el operador “n-ésima parte de’’ puede aplicarse a un
objeto antes de que pueda tomar un valor de magnitud, una enésima parte de
algo es una porcién concreta; de otra forma, "'n veces” no puede realizarse con
el objeto dado, se requieren mas objetos equivalentes al dado para llevar a cabo
la operacién. Esta asimetria es muy importante considerarla en el trabajo didactico.

Podemos identificar las siguientes interpretaciones en el anédlisis de Freudent-
hal: fraccién como operador o relacién, relacién parte-todo, relacién razén (es
una relacién entre cantidades o magnitudes), operador razén (es cuando se trans-
forma una cantidad o una magnitud), medida precediendo a una unidad, o sin
unidad como es el caso de la recta numérica, operador inverso de la multiplica-
cién y decimal. Se plantea también la necesidad de considerar razones externas
(relativas a dos medidas con diferente dimensién) e internas (relativas a dos
medidas con las misma dimension).

Un ultimo punto gue es conveniente mencionar es la presentacion de una
secuencia diddctica para la aritmética de las fracciones (antes se analizan los
modelos utilizados en la ensefianza y la estructura matematica subyacente en
el operadorrazon). En dicha secuencia plantea el uso constante de la interpreta-
cion de la palabra “veces”, como se hace en la multiplicacién de enteros, a
las fracciones.

Borasi & Michaelsen (1985).

Borasi & Michaelsen (Borasi & Michaelsen; 1985) discuten las operaciones
con fracciones haciendo una comparacion con los procedimientos correspon-




B .. 40 EDUCACION MATEMATICA B Vol. 4 - No. 2 ¢ Agosto 1992 B © GEI W

PR e AL o= S e mmee— e e eSS S g S S S

dientes de razones. Se presentan algunas diferencias entre las operaciones con

nimeros racionales y las razones, las cuales implican la validacién de procedi-
mientos con los simbolos "a/b” que no son permitidos para las fracciones, como
es el caso de sumar numeradores y denominadores, pero que adquieren sentido
en el manejo de las razones. De esta forma los autores explican algunos de los
errores cometidos por los estudiantes en el manejo de las fracciones.

Consideremos que © = {p/q | donde p & g € Z, y g # 0 } es al conjunto de
los niimeros racionales y representemos por P al conjunto de las razones:

P = {p/g|dondep &g €N, yp = 6}.

En este orden de ideas las razones son siempre fracciones propias y la suma
también lo es, lo cual no es una restriccién necesaria en el caso de las fracciones.
La suma de razones se realiza de la siguiente forma: p/q + r/s = p + rlg + s
(en un juego un jugador batea dos hits en tres turnos al bat; en otro juego batea
3 hits en cuatro turnos al bat; entonces en los juegos bated:

pero las fracciones se operan asi:

ad + cd

;e
d bd

a
b
Para cualquier valor de los enteros positivos a, b, ¢, v d se cumple:

P yeT By B
g s d

[opte]

No puede haber razones equivalentes en el sentido de las fracciones equiva-
lentes: a/b = ak/bk. En efecto, consideremos dos jugadores de baseball: el pri-
mero, de tres intentos ha bateado de hit una vez; el segundo, de 30 intentos
ha bateado de hit 10 veces; posteriormente, cada uno de ellos de tres intentos
batearon de hit dos veces, los records de cada uno son:

3, 10 .2 _10+2 _ 12
i el sequndo, — + £ = —= = ==
34+3 6 30 3 30+3 33

el primero: :13 # S =

estos records, si se interpretan como fracciones tienen una connotaciéon comple-
tamente diferente de la interpretacién que se les daria como razones.

La suma de razones es conmutativa y asociativa. Esta operacién puede admitir
un neutro aditivo, el cual es la razén 0/0. Esto nos permite definir una substrac-
cién de razones. Borasi & Michaelsen analizan la posibilidad de definir un pro-
ducto y extender la nocién de razén a razén impropia como se hace con las
fracciones.

Lo importante es que se presenta con claridad que existe una estructura mate-
matica subyacente a las razones gue entra en conflicto con la estructura de las
fracciones. Este es un aspecto que se ha descuidado e incluso se ha obligado
a pensaren las razones como si fueran fracciones, sélo por el hecho de represen-
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tarse de la misma manera. Este es un caso de homonimia que requiere mucha
atencidn.

Post, T., Behr, M. y Lesh. R. (1986)

Post, Behr y Lesh (Post, T., Behr, M y Lesh, R.; 1986) explican que la nocién
cuantitativa de nimero racional incluye aspectos como: reconocimiento de que
un numero racional es un nimero; comprension de que los niimeros racionales
pueden expresarse de diversas formas (decimales, razones, divisiones indica-
das, puntos en una linea, medidasy partes de un “todo”); los nimeros racionales
pueden ordenarse usando procedimientos gréficos y simbdlicos, y que el crite-
rio para establecer el orden no se basa en el conteo; el conjunto de los niimeros
racionales es denso lo cual contrasta con la idea del contec en los nimeros natu-
rales; la habilidad para determinar lo razonable de los resultados obtenidos por
procesos de estimacion; los nimeros racionales tienen valor absoluto y relativo,
y que pueden ser ordenados en cada uno de estos sentidos; la relacién entre
numerador y denominador da significado a una fraccién y no la dan los valores
absolutos respectivos considerados por separado; la habilidad para compren-
der las operaciones basadasen inferencias transitivas y un concepto de igualdad
estable.

Post, Behr & Lesh encontraron que inicialmente los conceptos sobre el orden
en los nimeros enteros influyen en la falta de comprensién del orden en los
numeros racionales; las palabras "mas"” y "mayor”, y sus contrapartes 'menos”
y “"menor”, causan dificultades en los nifios al tratar con relaciones de orden;
la falta de habilidad para pasar de un modo de representacién a otro retarda
la abstraccién de relaciones matemadticas; los niveles de pensamiento concreto
o formal con respecto al concepto de fraccién parece estar relacionado con el
buen desempeno en tareas de orden y equivalencia; los nifios desarrollan o in-
ventan estrategias para abordar situaciones de orden o equivalencia de fraccio-
nes las cuales estdn muy ligadas a las propiedades de los enteros.

Vest (1986).

La relacion de los procesos de particion y las operaciones con enteros son
de importancia para entender el paso de los conceptos y procedimientos de
los nimeros enteros a las fracciones. Vest (Vest; 1986) analiza la necesidad de
gue los nifios aprendan la distincién entre los procesos de medicién (dado un
todo se dice cémo se ha de dividir éste y se pregunta sobre el nimero de partes)
y divisién partitiva (dado un todo se dice cémo se dividira y se pregunta sobre
las caracteristicas de cada parte).

Vest menciona que se revisaron los libros de texto y se encontré una relacién
entre el proceso de particién y los procesos relativos a la operacion de divisién
de numerosenteros. También se encontré que, después de haber realizado algu-
nas experiencias de aprendizaje dirigidas a ensefarles a los nifios las diferencias
entre estos procedimientos, los nifios no tenfan una preferencia por algunode ellos.

Este estudio muestra que, procesos relacionados con las fracciones no son
conocidos por los nifios en forma esponténea incluso en el caso de reducir la
complejidad de éstos al caso de la divisién.
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Ohlsson (1988).

Ohlssor (Ohlsson; 1988) plantea que la comprensién del concepto de fraccién
se ubica en la manera que se pasa de la teoria matematica a las aplicaciones
por medio de mapeos referenciales:

Teoria matemética Mapeo Tipo de problemas del
relativa a las <— |Referencial | = | mundo real en los cuales
fracciones. se aplican las fracciones.

Se plantea que el significado del concepto de fraccion y términos relaciona-
dos constituyen un campo semdntico diferente. Para evitar confusiones se les
denomina términos cociente, los cuales no son términos matemaéticos sino referi-
dos a las aplicaciones. De esta forma los significados de los términos cociente
corresponderan a las interpretaciones de las fracciones.

Ohlsson considera que la dificultad asociada a las fracciones es de naturaleza
seméntica, lo cual es debido a la naturaleza compuesta de las fracciones: ¢ Como
se combina “'n" con "m" para generar "'n/m"? y a la impresionante disposicién
de ideas relacionadas, no sélo superpuestas, en torno al concepto: fracciones,
medidas, proporciones, cocientes, razones, 'tasas”, numeros racionales, ...

Hace un resumen de los anélisis previos en torno al concepto de fraccién,
en el cual abarca algunos trabajos expuestos anteriormente como los de Kieren
(1975 y 1980) y Behr et al. (1983). También se incluyen otros como el de Nesher
y Vergnaud. En el primero se habla de:

a) La relacién parte-todo.

b) La divisién entre dos nimeros enteros,

¢) La razén como una comparacién multiplicativa entre dos cantidades.
d) El operador que cambia una cantidad en otra.

e) El nimero racional como probabilidad (Nesher; 1985).

En el sequndo, se derivan interpretaciones de las fracciones y conceptos afi-
nes a partir de la multiplicacién, se propone una clasificacién jerdrquica con
categorias amplias:

a) Fracciones, razones y nimeros racionales.
b) Funciones lineales y n-lineales asociadas a cantidades dimensionales.
c) Espacios vectoriales.

Se senala la ambigiiedad de los términos usados para denotar las interpreta-
ciones de las fracciones (La palabra fraccién se utiliza algunas veces para una
parte fraccionaria de un todo, para una fraccién de una magnitud (que no puede
expresarse por un nuimero entero de unidades) para un par ordenado de simbo-
los p/q, y para relacionar dos magnitudes de la misma clase) y se analiza la
interpretacién de operador de las fracciones como una concatenacién de la mul-
tiplicacién y la divisién (Vergnaud; 1983).

Se sefialan algunos alcances de estos trabajos:

e Descubrimiento de esquemas conceptuales importantes: relacién parte-todo,
divisién, razén,...
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Descubrimiento de conceptos centrales: cociente, razén operador, diferentes
versiones de la relacién parte-todo.

Se senalan también algunas limitaciones:

Anélisis dificiles de reconciliar: fraccién V. S. nimero racional.
No se especifican los criterios de andlisis.

No se clarifican las relaciones entre las interpretaciones lo cual es importante
para hacer una teoria sobre €l significado de las fracciones.

No contienen todas las interpretaciones posibles.

Partitivo (el dividendo es dividido como

COCIENTE indica el divisor)

(Silver; 1986)

Tasativo (el divisor-expresa la cantidad que
se extrae repetidamente del dividendo)

Interna (se relacionan dos medidas de la

RAZON misma dimension)

(Freudenthal; 1983)

Externa (se relacionan dos medidas de
diferentes dimensiones)

¢ Vergnaud clasifica problemas y los otros clasifican conceptos.

Posteriormente Ohlsson se propuso asignar una estructura al conjunto de in-

terpretaciones mas que enlistarlas o caracterizar el conjunto total de interpreta-
ciones. Su intento lo llevé a cabo a partir del sentido que el numerador y
denominador pueden tener si se les interpreta como cantidad o pardmetro. A
continuacién se presenta un esquema de este enfoque:

NUMERADOR —

iNo se puede interpretar!

— DENOMINADOR —

OHIANYHYd

r

Q Se genera la idea de
g = comparacién (dos de A para
E —““é cada B)
: :
& DENOMINADOR — -
d
> Corresponde a la idea de
L_._g particion (tres cosas de A es
E dividida en n partes)
—
o]
@]
Se X (numerador) y +
Q (denominador) aplicado a la
E misma cantidad (A se ... n/m de
S 3
=
o
§
:
(@)
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Se presentan algunos alcances de este intento:
P

¢ Se incluyen tipos de comparacién (proporciones, razones,...)
Se incluyen tipos de particiones (divisién, extraccién,...)
¢ Seincluyen tipos de operaciones compuestas (tasas, cantidades intensivas, ...)

Se plantean también algunas limitaciones de este enfoque:

El cuarto caso no se puede interpretar.
La interpretacién del cociente no es mds bédsica que las otras, pero las fraccio-
nes, razones,... se construyen con el cociente.

¢ Enelandlisis no se genera la interpretacién de las fracciones como experien-
cias numéricas de cantidades fraccionarias.

Se realizé otro intento en el que se agrupan diversos significados de las frac-
ciones. En éste se definen cuatro grandes categorias, a continuacidn se presenta
un diagrama de éste:

— FUNCION COCIENTE: x/y es el
COCIENTE (x, y)=Ex =+ vy

* No hay teoria para la “—" y la =", pero tienen el mismo
estatus que la "+" y la " x" en los céleculos.

* Puede definirse como la inversa de la multiplicacién (doble |
inversa por la conmutatividad). i

* x + y esta definido solo cuando la divisién es exacta.

> NUMEROS RACIONALES: r = x/y es solucién de la

ecuacion y X r = X
x/y representa

dwersos' * Sir es un entero x/y es una funcién cociente.
matematicos “xly = <x, y> D x + y, con esto
(por eso es se generaliza la funcién cociente.
ambigua) * Funcién cociente = aspecto de
procedimiento mismo v
fenémeno

Numero racional — aspecto
ontolégico

. VECTORES BINARIOS: x/y = dif. (%, y)

* x/y significa el vector o su inclinacién. H-’

* Se comportan como vectores binarios.

* En este caso los vectores representan “cantidades vectoriales”
(cantidades comparativas). No se limita a “cantidades intensivas”. :

———— FUNCIONES COMPUESTAS:
h(x) = def. g(f(x)) a/b = def.
aX((x+b)=((@xzx)+b

* La fraccién se multiplica por una
cantidad y la transforma.
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Estas categorias son susceptibles de subdivisiones con las cuales se presentan
v diversos significados asociados a las fracciones y se organizan algunas de las
interpretaciones que han sido discutidas por otros investigadores. A continuacién
se presenta un esquema en el que se resumen estos significados.
Al principio se presentan los significados correspondientes al cociente de
enteros con los cuales se indican los diferentes modos en que se puede interpretar,
como accién fisica o mental, una relacién parte-todo.

.
Separar una cantidad en partes iguales.
r cantidad que se va a partir
x/y = Z—~ Cantidad que se va a partir.
resultantes.
Nimero de partes iguales.

— [ Extraccien]

Extraer repetidamente una cantidad de otra.
™ Cantidad de la cual se extrae.
H’y = Z— Numero de veces gque se extras.
’ Cantidad que se extrae.
FUNCION B
COCIENTE [~
Decrementar una cantidad por alguna otra.
Cantidad que se decrementard
en su estado inicial.
x/y = Z— Cantidad de decremento
después del proceso.
Cantidad que indica cudnto
decrece la cantidad dada.

= l Cociente cartesiano |
Sacar lo latente o potencial de algo.
[~ Cantidad multidimensional.
x/y = Z— Otro factor de la cantidad
L multidimesional.
Factor de la cantidad
multidimensicnal.

La siguiente categoria agrupa a dos significados que estdn asociados a dos
formas de determinar a los nimeros racionales en la recta numérica:

—> | Fracciones

Es una fraccién o parte de otra cantidad.
* Hay 5 magnitudes involucradas: la cantidad referencia, la
centidad de interés, la cantidad creada a partir de la

: ; referencia, el nimero de partes de la cantidad de interés y
gggfgSASLES'— el nimero de partes de la cantidad de referencia.

= Se refiere al numero de partes de la cantidad de interés.
x/y = Z— Se refiere a la cantidad de interés.
Se refiere al nimero de partes de la cantidad dada.

— | Medidas

Se usan las fracciones como medidas.
W Numero de partes de la unidad que se toman.
x/y = Z— Cantidad de interés.
Cudntas partes de la unidad tiene la divisién hecha.
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En la siguiente categoria se presentan a las razones y nociones asociadas como
vectores binarios debido al comportamiento que éstas tienen y su parecido con
la estructura algebraica de los vectores. En esta categoria se presenta una idea
de la proporcién como relacién parte-todo en vez de la usual igualdad de razones.

— [Razon|

Expresa numéricamente cudnto hay
de una cantidad en relacién a otra.
Se refiere a la primera
r cantidad.
x/y = Z—> Es una expresién numérica
de la comparacién,
Se refiere a la sequnda
cantidad.

= I Cantidades mtensivaﬂ :

Son razones que se refieren a
propiedades reales [isicas. '
I—- Es una de las dos

VECTORES | cantidades por comparar.
BINARIOS x/y = X— Es la cantidad
intensiva.
Es la otra cantidad por
comparar.

Es una parte tomada en relacién
a un todo.
Tamafio de la parte.
x/y Z— Es la expresién numérica
de la comparacion.
Tamanc del todo.

— [ Rapidez|

Es la razon entre una cantidad y .
un periodo de tiempo /
Cantidad que caracteriza a i
r un proceso en At.
x/y = Z— Cantidad gue hay en cada
unidad de tiempo.
Se refiere a At.

Por ultimo se presenta la interpretacién de operador multiplicativo.

En este caso sélo se presenta la
interpretacién como operador
multiplicativo

l: Incremento de la cantidad

interés.

FUNCIONES Entrada: cantidad de interés.

COMPUESTAS a/b(x) = x> Salida: cantidad de
interés después del
proceso.

Decremenio de la cantidad de

interés,
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Olhsson presenta la siguiente estructura como una propuesta de organizaciéon
de los términos cociente:

Multipllicacién

Operador escalar

Cociente escalar

Funcién Compuesta

Operador

Procesos de
Contraccion

f
Adicién Repetida

i ]
Cociente Cociente
Partiltivo Taslativo

Niumere racional

Fraceién

Medida

1
Producto Cartesiano
Cociente cartesiano

Inclinacién vectorial

Razén

Tasa Proporcién Cantidad
intensiva

|
Porcentaje Probabiiida'd

De esta forma se indentifican los antecedentes de diversos términos cocientes
y como se pueden derivar unos de otfros.

Kieren (1988).

Kieren (Kieren; 1988), en un anédlisis posterior presenta 5 "caras” de la cons-
truccién del conocimiento matemaético:

imaginacién

matematicos

mecanismos
constructivos

sicolégicos

uso
del

lenguaje

En la “'cara’ matemética identifica cuatro subconstructos para los nimeros

racionales: medida, cociente, razén y operador.
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Ademds plantea diversos niveles del conocimiento sobre los nimeros racionales.
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equivalencia estructura multiplicativa

CF / \\ s relacién escalar

relacién funcional /\ /\

e et e e o . e, et W
e ——————— -

razon operador

C
/ cociente \
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\
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Los significados del concepto de fraccién.

Los trabajos resefiados con anterioridad nos muestran la complejidad que existe
en relacidén a la comprensién de los diversos significados o interpretaciones o
ideas bésicas o conceptos relativos o subconstructos de los nimeros racionales.

Lo que gueda claro es que el nimero racional no se explica por si solo como
puede pensarse que sucede con los numeros naturales, en el sentido de que
el simbolo se asocia casi inmediatamente con el concepto. Como hemos podido
constatar el simbolo x/y indica muchos procesos, relaciones o tipos de niimeros.

Es innegable la necesidad de considerar aspectos bésicos como: la relacién
parte-todo, las estructuras multiplicativas, el sistema decimal de numeracién
y los procesos de medicién. El primero nos conduce de manera natural a los
significados asociados al cociente de enteros; el segundo, nos inclina a las ideas
relativas a la proporcionalidad y temas afines; el tercero, nos conduce a los
decimales, y el tltimo, a los procesos de conmensuracioén, localizacién de puntos
en la recta numérica y los procesos de fraccionamiento de la unidad.

La problemética de las fracciones se complica atin mds si pensamos en los
modelos y referentes que podemos emplear en la ensefianza.

Dimensionalidad
Tipos de todos | Tipos de partes | Geométrica
Discreto Discreta Unidimensional
Continuo Continua Bidimensional
Definido Definida Tridimensional
Indetinido Indefinida
Estructurado Estructurada

No estructurado | No estructurada

Considerando el total de posibilidades, sin descartar aquellos casos poco
probables, tendriamos una gran cantidad de combinaciones de tipos de modelos.
La pregunta que surge de manera natural, sobre todo a partir de lo que se presenta
en los libros de texto, ¢los modelos para el estudio de las fracciones no sdlo
son pasteles y cuadrildteros?

Todavia hay otro tipo de dificultad por mencionar: la representacion escrita
¥ lo que se enfatiza con ésta aunque el simbolo sea el mismo la cual es matizada
por la equivalencia entre nimeros racionales:

Sistema
Relaciéon Estructuras decimal de Procesos de
Parte-todo multiplicativas numeracion medicion
Divisién indicada Operaciones Expansiones Cantidades
con "—" o con sucesivas de finitas periédicas adjetivales y
o multiplicacién y e infinitas. cantidades
division. intensivas.
Notacidon
funcional.
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Desde esta perspectiva son cuatro aspectos esenciales los que estdn presentes
en la comprensién de las fracciones. En efecto, se ha dicho fracciones para dis-
tinguir de los nimeros racionales porque en todo lo anterior interesan las rela-
ciones entre cantidades positivas, aunque en algunos casos esto se puede ampliar
a las negativas. La estructura algebraica y de orden asociada a estos aspectos
quedard incompleta desde la perspectiva formal, lo cual es un problema si inte-
resa abordar a los niimeros racionales como un campo cociente ordenado infini-
to. Nétese que esto implica un problema adicional que depende de las estructuras
aditivas construidas con los enteros.

Del paso del conteo a las fracciones.

Muchas investigaciones han ilustrado cémo el paso de la adquisicién del con-
cepto de numero a la destreza operativa con los niimeros es largo y depende
de muchos factores, los cuales no son considerados en la escuela. Por ejemplo,
Vergnaud (1980) ha planteado la necesidad de considerar varios planos concep-
tuales en el desarrollo del concepto de numero: el plano de los objetos, el de
los conjuntos, el de los cardinales y el de las representaciones numeéricas; cada
uno de los cuales tiene una nocidn de suma asociada. Kulm (1985) senala la
importancia de cinco principios de conteo (orden estable o conteo en secuencia
fija, apareamiento uno a uno de objetos y nombres de los niimeros, reconoci-
miento de que el Ultimo nimero contado indica el nimero total, conteo de obje-
tos diferentes y conteo realizado en orden diferente) como un elemento previo
a la utilizacion del conteo de manera efectiva. También Kulm (1985) reconoce
que la ensefianza de las operaciones aritméticas descansa en algunas habilida-
des de conteo (continuacién del conteo, conteo regresivo, conteo por blogues,
conteo combinado, conteo por duplicacién y la compensacién).

Estas estrategias de conteo relacionadas con las operaciones aritméticas son
un elemento importante en el desarrollo de estrategias de estimacidn, sin las
cuales es dificil reconocer un manejo adecuado del sistema de numeracién; al
respecto, Reys, Begsten, Rybolt y Wyatt (1982) han identificado diversas estrate-
gias de estimacion (reformulacién de datos numéricos sin alterar la estructura
del problema, cambio de nimeros y la estructura del problema y la compensa-
cion por ajuste de cantidades) utilizadas por los buenos estimadores, las cuales
se han ido constatando con otros estudios en diversos paises.

Es posible plantearse, después de gue el nifio ha recorrido un largo camino
con el manejo de los nimeros y ha avanzado en la utilizacién de representacio-
nes graficas, la ensefianza del algoritmo usual y su conveniencia como procedi-
miento general. Lo cual se realiza en periodos largos de tiempo.

En el campo de las fracciones no existen lineamientos tan esclarecedores co-
mo los descritos anteriormente para los nimeros naturales. Hemos visto la com-
plejidad de la construccién conceptual del concepto de fraccién, pero no hay
claridad sobre el trénsito de la adquisicién del concepto al manejo operativo
de éste. En lo que sigue, se planteardn algunas hipétesis en relacién a este aspec-
to, dichas hipétesis pueden considerarse en estudios posteriores o servir de pun-
to de partida para la discusidn.

En principio haciendo una analogia con el paso del concepto de los niimeros
a los algoritmos, podemos preguntarnos si el conteo interviene en las fracciones,
lo cual resulta positivo en el manejo de fracciones con el mismo denominador.

Freudenthal (Freudenthal; 1983) presenta, de forma implicita, el caso en que
el conteo realizado con las fracciones puede involucrar el manejo de sistemas
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numéricos diferentes, sobre todo si consideramos que en la adicién y substrac-
cién de fracciones tenemos que manejar denominadores diferentes en muchos
casos, de esta forma combinar séptimos con sextos nos conduce a combinar con-
teos de siete en siete con conteos de seis en seis, lo cual resulta demasiado com-
plicado.

Sin caer en exageraciones, podemos reconocer gque una simple suma como:
3/5 + 4/9 implica referirnos a dos formas distintas de particiones: de cinco y
de nueve. Lo cual se puede contar por separado pero no conjuntamente, se
estd combinando un conteo de cinco en cinco con uno de nueve en nueve, Este
aspecto nunca se ha tratado en la ensefianza y el recurso del minimo comun
multiplo no logra aclarar esta cuestién a los nifios si descontextualiza €l proble-
ma de contar por blogues y se presenta como la busqueda de una particién
de la unidad que se acomode a los quintos y a los novenos, la cual, a veces,
se puede complicar en su representacién concreta.

Acerca de la transferencia de propiedades de los
enteros a las fracciones.

Se deberia, por lo menos desde una perspectiva Idgica de la disciplina, pasar
del conocimiento de los nimeros naturales a los enteros, de los enteros a las
fracciones, de las fracciones a los reales y de los reales a los complejos. Pero
en el paso de los enteros a las fracciones existen muchas complicaciones que
no estédn presentes en los otros casos.

Cuando se realizan operaciones con las fracciones parece que tenemos que
romper con todo lo que se ha aprendido acerca de los enteros. En el caso de
las relaciones aditivas se heredan muchas de las interpretaciones de la suma
y la substraccién, pero los procedimientos para realizar las operacines de suma
o resta se basan en procedimientos diferentes aunque se utilizan los hechos basi-
cos de los enteros. En el caso de las relaciones multiplicativas las interpretacio-
nes de las operaciones no son facilmente retomadas (esto se observa en el trabajo
de Freudenthal cuando analiza el uso de la interpretacién de “tomar tantas ve-
ces”” de una cantidad segun lo indica un factor (Freudenthal; 1983).

Por otra parte una de las mayores dificultades con las operaciones de nimeros
enteros es el “"reagrupamiento” en el desarrollo de las operaciones. Pero en
el caso de las fracciones el problema se presenta con el manejo de distintos
denominadores y la necesidad de encontrar un denominador comun, lo cual
implica una reorganizacién de las cantidades originales més gue un proceso
de “reagrupamiento”.

Las operaciones de multiplicacién y divisién de enteros se realizan siguiendo
también un sentido de verticalidad el cual se pierde con las fracciones, en la
multiplicacién de fracciones se realiza horizontalmente y la divisién se lleva
a cabo en forma cruzada, por tora parte se ha venido introduciendo la divisién
de fracciones transformando esta operacion en una multiplicacién apelando a
los “reciprocos” o “inversos multiplicativos”, pero esto no es la forma en que
usualmente se presentan la multiplicacién y divisién de enteros incluso a pesar
de que se haga énfasis en el “algoritmo de Euclides”.

Los resultados de las operaciones con fracciones son susceptibles de simplifi-
carse, esto es, reducir el orden de magnitud de las cifras involucradas. Con
los nimeros enteros esto nunca se hace ni es licito.
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Acerca de los procesos de medicién.

Enefecto, en un sentido amplio la conmensuracién implica encontrar un seg-

mento que sé pueda superponer un nimero exacto de veces en dos segmentos

_dados, esto se traduce a la suma de fracciones de la siguiente manera. Dados
dos segmentos:

se puede emplear un segmento del tamafic (] es adecuado para superponerle
un numero exacto de veces en cada segmento.

de esta forma la suma de los dos segmentos se puede pensar como:

@+E,1+§,1+@,E+@.
20 20 20 1313 13
Pero desde la posibilidad de que [] represente m/n de una unidad dada,
esto se puede replantear como:

20m , 13m
n n

De esta forma vemos que en el enfoque de conmensuracion la suma de fraccio-
nes se reduce a una suma de nimeros enteros, lo cual puede suceder también
en el fraccionamiento de la unidad, pero en este caso existe la posibilidad de
utilizar una particién en un segmento y otra en el otro, incluso de tal forma
gue dichas partes no se puedan “acoplar” facilmente para reducir la suma a
una suma de enteros, lo cual no es una dificultad presente en el enfoque de
la conmensuracién.

El caso de la conmensurabilidad resulta ser en cierto modo el caso inverso
del fraccionamiento de la unidad debido a que se reproducen multiplos del seg-
mento por superponer y no se realiza necesariamente un proceso de fracciona-
miento de alguna unidad.

Recordemos lo referido a la estructura matemaética de las razones por Borasi
& Michaelsen. También consideremos que los niimeros decimales requieren del
manejo de expansiones infinitas y como operadores las fracciones estédn sujetas
a las operaciones entre funciones.
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De esta forma diversas interpretaciones son susceptibles de operaciones dife-
rentes y se pueden conflictuar unas con otras. Este es un problema que conviene
asumir porque se hace mucho énfasis en la construccién de conceptos pero de
forma aislada éstos no se adquieren, en realidad se profundizan en las caracte-
risticas de muchos de ellos a través de las relaciones aritméticas ya sea de caréc-
ter operativo o de aplicacién

Palabras finales.

Sabemos que los nifios tienen problemas en el aprendizaje de las fracciones,
de lo expuesto se deduce que el tema es complejo y no basta manejar operativa-
mente a los nimeros enteros para tener éxito en el aprendizaje de las fracciones.

Por otra parte, en las propuestas de ensefianza se observa un abandono de
diversas ideas importantes en relacién a los posibles significados de las fraccio-
nes. Esto ha generado concepciones limitadas en los estudiantes y la falta de
claridad en los problemas relativos a dichos significados ha conducido a plan-
teamientos de ensefanza ficticios o estrechos.

Se debe analizar la problemética relativa a la ensefianza de las fracciones
incorporando sus diversos significados y ampliando el uso de modelos diversos
para su ensefianza, pero esto no se logrard mientras los programas de estudios
limiten las posibilidades creativas de los maestros y les oculten, al concretarse
a enunciar contenidos disciplinarios, los diversos matices que se requieren pre-
veer en la ensefianza de algun tema, sin que esto obligue a que se distraigan
en tareas tedricas o de fundamentacién. Basta en reconocer que existe una pro-
blemética que hay que tomar en cuenta, para que el maestro, como profesional
de la educacidn, busque los caminos que mas le acomodan y son mds adecuados
a las condiciones de trabajo que se le presentan.
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