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Un Recurso para la
Ensenanzadela Geometria

RESUMEN

De los recursos diddcticos aprovechables en la geometria euclideana para cons-
truir formas geométricas se opté por el material elaborado con papel a base
de dobleces. Tiene ventajas por su economia en tiempo, esfuerzo y costo. Propi-
cia la exploracion de situaciones novedosas dentro de la matemdtica escolar.
El escrito se inicia mencionando cinco posibles formas de utilizar el recurso
en cuestidn, y se concentra en la primera presentando un somero estudio sobre
poligonos. Se exponen los conceptos geométricos necesarios y criterios para
la construccién de poligonos mediante el doblado de papel.

1. INTRODUCCION

Frecuentemente la ensefianza de la geometria se hace mas abstracta de lo nece-
sario. En ocasiones se prescinde del entorno que rodea al hombre, aun siendo
uno de los medios més idéneos para estudiar los objetos geométricos. Pueden
aprovecharse recursos manipulables que son familiares al estudiante. Entre ellos
se encuentra el material para disefio por doblado de papel. Con este recurso,
el estudio de proposiciones, axiomas y conceptos geométricos introductorios
se hace més plausible. El uso del papel doblado en la ensefianza de la geometria
constituye un apoyo importante en los aspectos siguientes:

1. Permite construir objetos geométricos del planc y del espacio. Por ejemplo,
poligonos vy poliedros.

2. Se pueden ilustrar diversos conceptos y verificar propiedades al ensefiar
proposiciones geométricas. Por ejemplo, para ilustrar teoremas sobre con-
currencia de rectas cevianas en un tridngulo: medianas, alturas y bisectrices.

3. Propicia la reflexién en torno a multiples temas que forman parte de la mate-
matica escolar. Construir figuras geométricas por medio de papel plegado
da pie al surgimiento de proposiciones no previstas en la matematica esco-
lar, que al demostrarlas, se fomenta la investigacién en el seno de la matema-
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tica elemental. Por e)emplg, mdagar sobre concurrencia de rectas cevianas
en ciertos poligones; o ericontrar las dimensiones de una hoja de papel,
tal que —a base de dobleces— se obtenga alguna figura regular.

4. Esposible establecer el contenido de un.@uargo de geometria del nivel medio
(basico o superior), con el recurso-gilfidablado de papel.

5. Se puede precisar un conjunto de axiomas para el doblado de papel y con
base en ellos edificar una estructura geomsétrica sencilla.

A continuacién se trata parcialmente el primer aspecto sefialado. El objetivo
principal del trabajo es describir y argumentar la construccién de poligonos re-
gulares mediante el doblado de papel. No obstante que el estudio se restringe al
plano, lineamientos semejantes pueden extenderse a la construccién de poliedros.

2. POLIGONOS

Recuérdese que poligono es una figura cerrada delimitada por los n segmentos
derectaA,_,, A, siendok = 1,2, ..., n, los lados del poligono. Un poligono
de n lados se denota con el simbolo {n}. Se asignan nombres seqiin el nimero
delados: Tridngulo, cuadrildtero, pentdgono, hexdgono, heptdgono, octdgono,
enedgono (o nondgono), decdgono, undecdgono, duodecagono y pentadecd-
gono, son nombres para los poligonos de 3, 4, 5, 6, 7,8, 9, 10, 11, 12y 15
lados, respectivamente. En ocasiones se incluye al poligono de dos lados, el
digono, en el que sus dos lados coinciden.

Un poligono descompone al plano que lo contiene en dos regiones; una de
ellas, llamada interior, es finita. Hay veces que conviene considerar al poligono
de n lados como la figura que consiste en su interior, sus lados y sus vértices;
esto es, como una regién del plano simplemente conexa limitada por n segmen-
tos de recta (Simplemente conexa —intuitivamente— significa que la regién
es de una sola pieza y no contiene huecos).

Los elementos de un poligono son los siguientes:
e Vértice. Punto donde concurren dos lados consecutivos.

e Diagonal. Segmento de recta que une dos vértices no pertenecientes a un
mismo lado.

¢ Angulo interior. Angulo que contiene el interior del poligono o una parte,
y se forma por dos lados que concurren en un vértice.

e Angulo exterior. Cualquiera de los dos 4ngulos adyacentes a uno que es
interior.

Un poligono es equildtero si todos sus lados son congruentes. Es equidngulo
si todos sus dngulos interiores son congruentes. Es regular si, a la vez, es equila-
tero y equidngulo. Por ejemplo, el rombo es del pmmer tipo, el rectangulo del
segundo, y el cuadrado es reqular.
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Una caracteristica de los poligonos regulares es que se pueden inscribir en
y circunscribir por circunferencias. El centro O y el radio R, de un poligono
reqular de n lados son, respectivamente, el centro y el radio de su circunferencia
circunscrita. El apotema es el radio r, de la circunferencia inscrita al poligo-
no. El 4ngulo central, 8, tiene su vértice en el centro del poligono y se forma
por dos radios que pasan por dos vértices consecutivos de la figura.

3. POLIGONOS REGULARES CONVEXOS

Un poligono es convexo si dados dos puntos en su interior, el segmento de recta
que une esos puntos esta contenido en el poligono.

Otra forma conveniente de definir un poligono regular convexo es partir de
dos puntos O y A; el punto O es fijo. Mediante rotaciones del segmento OA,,

que describen sucesivamente dngulos de medida 27;—' alrededor del punto O,

se obtienen los vértices A,, siendok = 1, 2, ..., n — 1.

Es decir, las rotaciones del segmento OA,, alrededor del punto O, describien-
do los angulos 6, 20, ..., n6, transforman el punto A; # 0 en los puntos 4,, A

... A, _,, A, respectivamente. Estos puntos se encuentran sobre la circunfe-

rencia de radio OA,, y centro O. Si un multiplo de § coincide con un multiplo
de 2, existe entonces un nimero finito de puntos A4,.

Un poligono también se define en términos de coordenadas cartesianas. Pri-
mero, mediante un sistema consistente de desigualdades de la forma

ax + by =<gc,siendok=0,1,..,n-1
Siuno de los vértices estd en el eje x'x existe otra manera de utilizar coordena-

das cartesianas en la definicién de un poligono regular de n lados y radio R, .
Los vértices se expresan por las coordenadas

n

R, cos21rk R, se 21k),k=0, 1,...,n—-1.

Por ejemplo, las coordenadas de los vértices de un pentdgono regular conve-
xo (Fig. 1) de radio R, si el vértice A, estd en el eje x’x, son las siguientes:

A, (R cos 0°, Rsen 0°) = (R, 0)

A, = (R cos 72°, R sen 72°) = (% W5-1), i’i V10 + 2\/5—)

A, = (R cos 144°, R sen 144°) = (—’Z? W5 + 1),%’*710 - 245_)
A, = (R cos 216°, R sen 216°) = (—% B+ 1), —-\710 2«/5—)
A, = (R cos 288°, R sen 288°) = (g W5 -1, —-\710 + 2\/5_)
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Figura 1

Lo anterior es posible expresarlo en términos de nimeros complejos, conside-
rando que los vértices del poligono regular de n lados y de radio R, estdn en
el plano complejo. Si uno de los vértices se encuentra sobre el eje real, x'x,
entonces las soluciones de la siguiente ecuacién representan los n vértices del
poligono.

2xki
Z=re,dondei? = —1lyr = (Bn)

Tales soluciones son

Z =R, cosZW—k +isen2ﬂ(—),k =01,..,n-1.

n n

3.1 PROPIEDADES DE LOS POLIGONOS REGULARES CONVEXOS
Algunas propiedades de los poligonos regulares convexos son las siguientes:

¢ El numero de diagonales, d, de un poligono de n lados es d = I@

¢ La suma de las medidas de los dngulos interiores de un poligono es igual
a la medida de dos angulos rectos multiplicada por el nimero de lados del
poligono, menos dos; es decir, w(n — 2).

e La suma de las medidas de los dangulos exteriores de un poligono es igual
a la medida de cuatro dangulos rectos.

* Los angulos centrales de un poligono regular convexo son suplemento de
los correspondientes angulos interiores. Por consiguiente, son congruentes
con los exteriores.
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* Dos poligonos regulares convexos de igual nimero de lados son semejantes.
Dos poligonos son semejantes si tienen, respectivamente, sus dngulos con-
gruentes y los lados homdlogos proporcionales.

La siguiente figura representa un poligono regular convexo de n lados.
AB = ¢, (lado),
OM 1 AB,

AM = MB = {o
2

A AOB = 6, (dngulo central),

4 AOM = & MOB = %

OA = OB = R, (radio),
OM = r_ (apotema),

A DEF = B (dngulo exterior),
4 C = o (4ngulo interior),

Figura 2

Algunas propiedades que se deducen de la Fig. 2 son las siguientes:

= 2x
.

¢ La medida del dngulo central es 6,

¢ La medida del dngulo interior es o, = T(-2).
n



B  ric 16 EDUCACION MATEMATICA B Vol. 5-No. 1 » Abril 1993 W ©GEl B
2 O

2r _ 9.

* La medida del 4ngulo exterior es 8, = R
n
® Los radios de las circunferencias circunsrita e inscrita, R_ y r,, respectiva-
mente, se calculan con las férmulas

R=f—’icsc—1r r=g-"-cot1
"2 n " 2 n

Puesto que en el tridngulo rectdngulo AMO se tiene lo siquiente:

AM = b= AMOA =22, csc
2 2

6\ _o4
2

6.\ _OM _
cot | = _— = —
2 AM

21

Se sustituye 6_ .ysedespejan R_yr, >>.

En la Tabla 1 se resumen las medidas de los 4ngulos centrales, interiores y
exteriores de poligonos requlares convexos de tres a veinte lados. El conoci-
miento de estos valores y de las propiedades listadas permite la construccién
de poligonos por doblado de papel. El simbolo = significa “'es aproximadamente
igual a".

3.2. CONSTRUCCION DE POLIGONOS REGULARES CONVEXOS
POR DOBLADO DE PAPEL

En lo que sigue se exponen criterios para construir poligonos reqgulares conve-
x0s. Se presentan dos métodos, a saber:

I. Elprimero consiste en ciertas reglas para anudar bandas de papel de bordes
paralelos.

II. El segundo, bajo el conocimiento de los lados y dngulos del poligono, sin
realizar nudos y con ciertos principios generales para doblar papel, se cons-
truyen los poligonos.

A continuacién se describen ambos métodos. Las figuras muestran la cons-
truccién de los poligonos. Es comprensible que este enfoque se apoye con otros
recursos geométricos no tratados aqui; por ejemplo, el uso de instrumentos geo-
métricos, construcciones con regla y compds, etc.

3.2.1. METODO 1.

Se requieren una o dos bandas (o tiras) segun la Qaridad de n, el nimero de
lados del poligono; una si es impar, y dos, si es par. Més atin, si n es par deben
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TABLA 1
POLI GONO ANGULO CENTRAL ANGULO I:TER;OR ANGULO EXTERIOR
- 2% = X(n-2 2x
(n) %, n “n n Bp =
(3) -“% =120° —;— = 60" 2_; = 120°
} ¢ ° 4 ° R °
4 z =90 z =% 2 =9
2x ° 3x - . 2% °
) X -60° 2% . 120° X . 60°
3 3 3
) —2—;’- = 514286 5'.;— = 12875714 ._3_'1 = 51°4286
) X - 45° 3 . i3s° X = 45°
r 7 r)
2n ° T ° 2x °
{9) -9 = 40 5 = 140 -3 = 40
{10) X =36 AR 144 X =36°
3 5 5
(an % = 3277273 %‘l'— = 147.2728 f—'l' = 3277273
(12) + =30° 32 - 1s0° X =30°
(3) f—; = 276923 -‘-:% = 152°3067 % Z27%6923
(14) - =2527193 —ﬁ'.,'— = 154-2857 -~ = 2517193
2n ° 13x ° 2x °
ae) X = 2275000 1% = 15775000 5 = 2275000
an -%f,‘— = 21°1765 1% = 158°8235 -f—.';- Z21°1765
n ° :$ 4 ° n °
(ls) -9— = 20 —9—- 160 —-9-—- = 20
(19) B 218l9474 1% < 16170526 2% L 18l9474
¢ ° 9% ° LS °
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considerarse dos casos: cuando n es multiplo de cuatro o cuando n es par y
no es multiplo de cuatro.

3.2.1.a. PRIMER CASO

Si el numero de lados del poligono es impar se requiere, segun se dijo, solamen-
te una tira de papel de lados paralelos. A excepcion del tridngulo equilatero,
la conformacién utilizada para construir poligonos de un nimero impar de lados
se emplea para confeccionar poligonos que tienen el siguiente nimero impar
de lados, entrelazando adecuadamente una nueva vuelta y ajustando los nudos.
Es decir, para construir el poligono de 2k + 1 lados se utiliza la estructura de
papel hecha para el poligono de 2k — 1 lados, k = 2, 3, ..., m.

Primeramente se construye el tridngulo equilatero y de éste se obtiene el pen-
tdgono haciendo un nudo simple y estrechandolo hasta darle la forma precisa.
Véase la Fig. 3 y la Fig. 4.

Lo @

{s}

Figura 3 Figura 4

s}

De cinco lados en adelante es facil demostrar que son regulares los poligonos
construidos. La demostracién se desprende de la congruencia de los trapecios
isésceles marcados al desplegar el papel.

El heptédgono se obtiene introduciendo un extremo de la banda en la configu-
racién del pentdgono, y el enedgono se tiene al insertar una punta del papel
en el esquema del heptdgono, segun se ilustra en las Figs. 5 y 6.

B B

7

Figura 5 Figura 6




8 EDUCACION MATEMATICA M Vol. 5-No. 1 ® Abril 1993 B © GE| W #:c 19 B

Se presenta, ademas, la configuracién del undecagono (Fig. 7).

B

Figura? {11}

3.2.1.b. SEGUNDO CASO

Si el poligono tiene cuatro lados se toman dos tiras o bandas. Cada una se dobla
de manera que la marca del doblez sea perpendicular a los mdrgenes de la
tira de papel. Después se enlazan como se muestra en la Fig. 8. Si el nimero
de lados del poligonoesdelaforman = 4k, parak = 2, 3, ... m, la construccién
se realiza acoplando apropiadamente las configuraciones de dos poligonos de
2k + 1.Por ejemplo, para n = 8 (Fig. 9) intervienen dos configuraciones de
poligonos de 5 lados.

{4} {s

Figura 8 Figura 9
Sin = 12 (Fig. 10) se requieren dos estructuras de los poligonos de 7 lados,
y sin = 16 (Fig. 11) se utilizan dos de 9 lados.

Cgr L

{12}

Figura 10 Figura 11
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3.2.1.c. TERCER CASO

Elhexdgono reqular (Fig. 12) se construye con dos estructuras de tridngulo equi-
latero. Sin embargo, sin = 4k + 2, siendok = 2, 3, ..., m, se hacen mediante
las configuraciones de otros dos, uno de 2k + 1 lados y otro de 2k + 3 lados.
El hexdgono es una excepcién a esta propiedad. Por ejemplo, sin = 10 (Fig.
13) se utilizan las composiciones de los poligonos de 5 y 7 lados.

Figura 12 Figura 13

Sin = 14 se emplean dos conformaciones de los poligonos, de 7 y 9 lados
(Fig. 14). Sin = 18 se requieren las de 9 y 11 lados (Fig. 15).

Figura 14 Figura 15

3.2.2. METODO II.

Este método no comprende casos como el anterior. En uno de los bordes de
una banda de papel de ancho uniforme se marcann puntos, 4, 4,, . . . , A _,
los vértices del poligono regular convexo de n lados. Los puntos quedan espa-
ciados a una distancia constante ¢ , la medida del lado. En cada uno de los

A AO Al A2 An_z An—l
LN\ NN NN
c Qo Ql Qz Qn—2 Qn—l.

D

Figura 16
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puntos A, siendoi = 0, 1, ..., n — 1, se trazan 4ngulos congruentes a los én-
gulos interiores del poligono. Es decir, se construyen los dngulos (Fig. 16):

AAQ, AAQ, ..., A _A _\Q,_, todos de medida o, = mn—-2)

n

Luego se trazan las bisectrices de los 4ngulos adyacentes suplementarios a
cada uno de ios &ngulos trazados anteriormente. Esto es, se trazan las bisectrices
AR, AR, ..., A _, R _, correspondientes a los 4ngulos 4,4,Q,, A,4,Q,,

.... BA__,Q,_,. Cada uno de los 4ngulos resultantes de la biseccién mide n/n.
Por ejemplo,

ARAQ, = 5 (AAAQ) = 4

A A, A A, A _, A _, B
C Q0 RO Ql Rl QZ BZ " Qn—2 Rn—Z Qn—-l Bn—l D
Figura 17

El poligono se construye doblando sucesivamente el papel por las lineas mar-
cadas. La Fig. 18 (a — e) ejemplifica el esquema del pentdgono. La medida del
angulo interior, obtenido de la Tabla 1, de la pdgina 17, es,

2AAQ, = 108°; ademéas, 4Q AR, = AR A A, = 36°.

A A, A, B
NN NN
o ) )
AO
e\

Q,
A

(c) : >
) '

0

(d) A,

Figura 18
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Enla Fig. 19 (a — m) se presentan algunos poligonos regulares convexos cons-
truidos por este método.

3 4 {8}
(a) (b) (c)
{6} {7} {8}
(d) (e) 6]

{9} {10} {11}
(9) (h) - (@)
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QOO

Figura 19

{12}

()

{13; {14}

(k) ()

{18}

(m)

4. POLIGONOS ESTRELLADOS

Se extiende la idea de poligone regular de n lados aceptando que n = p/g es
cualquier nimero racional mayor que 2. Como se dijo anteriormente, si se divi-
de una circunferencia en p arcos congruentes y se unen unc a uno los puntos
de divisién, se obtiene un poligono regular convexo de p lados. Sin embargo,
si se unen de dos en dos, siendo p nimero par, p = 6, se obtienen dos poligonos
regulares convexos de p/2 lados. La Fig. 20 (a — d) muestra circunferencias
divididas por 8, 10, 12 y 14 arcos congruentes. Se forman, respectivamente,
dos cuadrados, dos pentdgonos, dos hexdgonos y dos heptdgonos.

Sip esimpar y p = 5, uniendo sucesivamente los puntos de divisién de dos
en dos y partiendo de un punto inicial se vuelve al punto de partida después
de recorrer dos vueltas, y se produce sélo un poligono. Las circunferencias de
laFig. 21 (a —d) estdn divididasen 5, 7, 9y 11 arcos congruentes. Se han obteni-
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(b) (c) (d)

R

Figura 20

do un pentdgono, un heptdgono, un enedgono y un undecidgono, respectiva-
mente; todos requlares y no convexos.

A,
A3 @Az @ i: :j : j
A A,
(a) (b) (c) (d)

a
Figura 21

Si n es muiltiplo de 3 y la circunferencia se corta en n arcos congruentes y
los puntos de divisién se unen, consecutivamente, de tres en tres, se obtienen
tres poligonos regulares convexos de n/3 lados. Se ilustran en la Fig. 22 (a —
d) circunferencias divididas en 9, 12, 15 y 18 partes. Se forman tres tridngulos
equildteros, tres cuadrados, tres pentdgonos, tres hexdgonos y tres enedgonos,
respectivamente.

(b) (@ (d)

Figura 22
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A

1
{ (a) (b) (c) (d)
" Figura 23

¢

Si p y 3, son primos entre si, y n = 7, al unir los puntos de tres en tres, se
produce sélo un poligono después de recorrer tres vueltas. La Fig. 23 (a — d)
ilustra circunferencias divididasen 7, 8, 10y 11 arcos congruentes. Se forman,
respectivamente, un heptdgono, un octdgono, un decdgono y un undecdgono.
Estos poligonos son regulares y no convexos.

Aldividir la circunferencia en p partes congruentes y unir de cuatro en cuatro
los puntos de divisién pueden presentarse los siguientes casos:

1. Se tiene que n es multiplo de 4. Entonces hay cuatro poligonos regulares
convexos de n/4 lados, n = 12. Por ejemplo, las circunferencias de la Fig.
24 (a — ¢) se han dividido en 12, 16 y 20 arcos congruentes y se obtuvieron,
respectivamente, cuatro tridngulos equilateros, cuatro cuadrados y cuatro
; pentdgonos.

Figura 24

2. Elmdximo comun divisor de n y 4 es 2. Se obtienen asi dos poligonos requla-
res no convexos de n/4 lados, n = 10. Se ejemplifica, Fig. 25 (a — ¢) con
tres circunferencias divididasen 10, 14 y 18 arcos congruentes. Se obtienen,
respectivamente, dos pentdgonos, dos heptdgonos y dos enedgonos; todos
regulares y no convexos.

3. ny 4 son primos enire si y n = 9. Se obtiene sélo un poligono después
de recorrer cuatro vueltas. En la Fig. 26 (a — ¢) se indican tres circunferen-
cias divididasen 9, 11 y 13 arcos congruentes. Se tienen, respectivamente,
un eneagono, un poligono de onece lados y uno de trece; todos regulares
Y no convexos.
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Figura 25

(b) (c)
Figura 26

En términos generales, si la circunferencia de centro O y radio OP, se divi-
de en p arcos congruentes por medic de los puntos

P,P,P, ..., P

n—1

y, a partir de P,, los puntos de divisién se unen sucesivamente de g en g, se
obtienen los segmentos de recta

PP.PP,.,... . PPy, - P P P __ P
Si kg > p entonces el segmento P, P, , ,, es igual al segmento
PP,  donde 0 = A < p y kg = A(méd p)'.

Estos segmentos son los lados de un poligono regular. Es regular porque tanto
sus 4ngulos centrales como sus lados son congruentes. Alarco A A, , . k = 0,
1,2,...,p—llecorresponde un dngulo de medida #P,OP, ., = 2n/p = 6,,.

En consecuencia, uniendo de g en g los p puntos de divisién se regresa al
punto de partida cada vez que el nimero de arcos recorridos es igual a cualquier
multiplo comun de los productos pb,, y g8 ; y vuelve por primera vez al punto

! La expresién a = b(méd m) donde a y b son enteros y m > 0 signifidaa — b = mk, k entero; es decir, a —
b es multiplo de m.
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inicial cuando ese niimero de arcos recorridos es el minimo comun multiplo

de pb, y g8, o sea, pgl,.
Existen varias probabilidades, a saber:

1. El méximo comin divisor de p y g es q; es decir, p es multiplo de q, p/g
= 3. Se producen q poligonos convexos de p/q lados, puesto que qo, es
divisor propio de po,.

2. Elméximocomindivisordepyqgesd,d# | yd# g. Se obtienen d poligonos
de p/q lados, p = 10. Los lados de cada poligono se cruzan.

3. p Yy g son primos entre si. El poligono tiene p lados y regresa a su punto
inicial por primera vez después de recorrer un anguloc igual a p veces el
angulo gb,. Esto es, después de g veces la circunferencia po,.

La definicién de poligono regular en general surge de la idea de trazarlo
por el movimiento de un punto que describe continuamente cuerdas congruen-
tes en una circunferenciafija, y regresa a su posicion original después de definir
p cuerdas y recorrer g vueltas. Si n = p/qg es un nimero racional, n > 2, p
¥ g son primos entre si y g < p/2 entonces, los vértices de un poligono regular
en general, se definen por los puntos A,, k = 0, 1,2, .. ., p — 1, obtenidos
a partir de A, por medio de rotaciones sobre el circulo de centro O y radio
OA,, que recorren sucesivamente un dngulo de medida 2x/n = 27g/p. Una
semirrecta de origen O que no pasa por alguno de los vértices, corta a g lados,
de los p que tiene el poligono.

Un poligono, en general, se denota con el simbolo {n} = {p/g}, o también,
:#%. En lo sucesivo se usara la segunda notacién. Obsérvese que {n} = {n/1}.

La densidad de un poligono se define con el nimero natural g. Sig =1 el
poligono resultante es convexo. Los poligonos que se obtienen para g > 1 se
denominan poligonos estrellados. Sus lados se cruzan en puntos que no son
vértices. Algunos nombres para poligonos estrellados son los siguientes:

pentagrama {5/2}, octagrama {8/3}, decagrama {10/3{ y dodecagrama {12/5}.
Recuérdese que, por el algoritmo de la divisién, existen los niimeros naturales

cyr,talesqueq = cp + r, 0 = r < p. En consecuencia, el poligono {p/q}
es igual al poligono {p/r}. Por ejemplo, {7/3} = {7/10} = {7/17}. Véase la Fig. 27.

Ay =4, =4,
A=Ay =4 ‘A=A, =4,
Az =A9 =A165 As _AlZ ‘Alg
A, =A, =A, A, =4, ‘=A18

Figura 27
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Obsérvese que unir de g en g los puntos de divisién de la circunferencia es
lo mismo que unirlos de p — g en p — g, puesto que si una cuerda subtiende
un arco menor que una semicircunferencia, también subtiende un arco mayor
gue la misma semicircunferencia. Ambos suman 2x. Entonces, las expresiones
{p/g} v {o/p — g} representan poligonos congruentes en posiciones distintas;
los vértices de uno y otro son puntos simétricos respecto a una recta que pasa
por el centro de la circunferencia circunscrita al poligono. La Fig. 28 (a, b)
ilustrael casoc enquep = 3y g = 4.

Figura 28

Dado que la densidad g es un numero entero positivo menor que p/2 y primo
relativo con p, existe sélo un poligono regular {p/q} que corresponde a cada
numero racional p/g > 2. Sin embargo, surge la pregunta ¢qué interpretacién
puede darse al poligono {p/q}, si p/q es un racional negativo? Es posible exten-
der la idea de poligono regular aceptando que g es, en general, un entero dife-
rente de cero, p vy |g| son primos entre si y |p/g| > 2. Se tienen, entonces, clases
de equivalencia de poligoncs regulares. Es claro que el representante de cada
clase es el poligono definido anteriormente.

La diferencia entre los poligonos {p/q} v {o/~q}, g > 0, es que el primero
se construye con una rotacién en sentido positivo y el segqundo, con un giro
en sentido negativo. Por consiguiente, se tienen las siguientes igualdades

{e/at = {o/q — p} vy {o/—q} = /o — g}

La Fig. 29 (a, b) ilustrael casocenquep = 7yg = 3.
De la discusién anterior se concluye que si p es nimero natural, g es entero
distinto de cero, p v |g| primos entre si y si r = g(mdéd p) entonces

{p/q} = {p/r}.
Ejemplos:
1. {7/3} = {7/-11}

{7724} = {1/-39}.

I

2. {1/-3} = {111} = {1/-24} = {1/39}.



Figura 29
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B A, = A

{773y = {7/-4} (7/-3} = {1/4;
(a) (b)

Dibujense los poligonos 1 y 2 y obsérvese que sdlo difieren en la posicién
relativa de sus vértices sobre la circunferencia.

4.1. NUMERO DE POLIGONOS REGULARES DE n LADOS

Otro resultado que surge es determinar el numero, N, de poligonos regulares
estrellados de n lados. Hay que saber cudntos nimeros menores que n y primos
entre si con n existen. La mitad de este resultado es el numero N buscado. Ejemplo,

1. Existen ocho numeros primos entre si con respecto a 15, menores que 15,
asaber, 1,2, 4,7, 8,11, 13y 14. Entonces, hay cuatro poligonos regulares
de 15 lados, uno convexo {15} y tres estrellados {15/2}, {15/4} y {15/7}.

2. Sin = 19 existen 18 nimeros primos con respecto a 19 y menores que 19;
por consiguiente, hay 9 poligonos regulares de 19 lados, uno convexo, {19};
y 8 estrellados, {19/}, k = 2,3, ..., 9.

La llamada funcioén de Euler o funcién indicador, denotada por ¢(n), se utiliza
para representar el total de mimeros que son primos entre si con respecto a n,
menores que n. Un resultado de la teoria de niimeros establece

22

donde p,, p,, - . ., p,, son los factores primos diferentes de n. Obsérvese que
si n es numero primo entonces ¢(n) = n — 1. Ejemplos,

¢(n)=n(l———

1. #(18) = 8. Los factores primos de 15 son dos, 3 y 5; entonces,

1 1
15) = 1 -4 -1 =38
¢(15) 5(1_ 3)(1 5) 8
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2. ¢(19) = 19 — 1 = 18; puesto que 19 es mimero primo.

Por consiguiente, el nimero de poligonos regulares de n lados, N, es igual
a N = Va¢(n); de ellos unoc es convexo y N — 1 estrellados.

4.2. PROPIEDADES DE LOS POLIGONOS REGULARES ESTRELLADOS
Algunas propiedades de los poligonos regulares estrellados son las siguientes:

* Lasuma de las medidas de los dngulos interiores del poligono estrellado {p/q}
es 7(n — 2qg).

¢ la suma de las medidas de los 4ngulos exteriores de un poligono estrellado
{p/q} es 27q.

La Fig. 30 representa un poligono regular estrellado de n lados.

AB = ¢t (lado),
F
OM 1 AB,
‘,
AM = MB = £,
2

4AOB = 6_(angulo central),

XAOM = % MOB = 92—

OA = OB = R _(radio del poligono),

OM = r_(apotema),
ADEF = g (angulo exterior), Figura 30
4 C = a, (&ngulo interior),

Algunas propiedades que se derivan de la figura son las siguientes:

¢ La medida del éngulo central es 0: = 2i7_

q

* La medida del 4ngulo interior es o, = X (n-2g).
n

* La medida del dngulo exterior es 8, = 2xg = 0;’
b
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® Los radios de las circunferencias circunscrita e inscrita, R3 y rg, respectiva-
mente, se calculan con las fé6rmulas

q

fq
rg = —£ cot
2 p

Tq
P

En la Tabla 2 se resumen las medidas de los 4ngulos centrales, interiores y
exteriores, y los que se forman por dos lados que se cortan en puntos distintos
de los vértices. El conocimiento de estos valores y de las propiedades listadas
anteriormente, permite la construccién de poligonos regulares estrellados me-
diante doblado de papel.

TABLA 2
POLIGONO ANGULO ANGULO ANGULO ANGULO ENTRE
CENTRAL INTERIOR EXTERIOR CRUCE DE LADOS
P . -
{—q—-} 0% = 274 o« = (p-2q)x gY = 2xq 4% = (p-2q+2)n
P P P P P P
{%} i;- - 144° 5= 36° A% = 1440 5-’%- 108°
Tl | 2% 21028571 3% 2 77%1429 | A% 2 102%8571 522 1285714
) 7 7 7 7
7 6 | S ° 6n - ° In °
{.3_} S5 s1s4%2857] 5 2 25°7143 | 5% 2 15402857 321 7701429
{%} 3%- 135° 5 =45° 3—: - 135° 2= 90°
I R S
N R R e E o
{—‘%} 22« 108° 2 .92 3% = 108° 3% = 108°
11 4 I - ° 44n o ° Ox °
{_2} X i es%4asas| IT X 11425455 | 3T = es%asas [ T2 14702727
{—'; } Ty =9s%1s18| 3T X 8108182 | 3T = 98%1818 | TN & 11425455
{ 1 } 31213029091 3T 2 49%0909 | 3T = 13029091 3% = 8178182
11 10w L ° 10x - o 3n °
{_s} 1% t163%6364| I = 1673636 |10 = 163%6363| 3X = 4920909
{L;_} 5_'- 150° _'6'- 30° i:..- 1s0° —%-- 60°
{_':2’} 3% 2 s5%3846] IX 2 124%6154 | 33 2 s5%3846 1122 15223077
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TABLA 2 (Cont)

POL I GONO ANGULO ANGULO ANGULO ANGULO ENTRE
CENTRAL INTERIOR EXTERIOR CRUCE DE LADOS
(3 [or- g2 | q-tegon oo 20 |- omee
lg—} % = 83°0769 -'l'—;— = 96°9231 —:’% = 83°0769 ;33 = 124%6154
{'—3-} —f;—’no?vwz 2 2 69%2308. 15 = 110°7692 'l'—; = 96°9231
{—'%—} 1%;—'138?4615 % = 4175385 -'—(l’% = 138°4615 ::"—; = 6922308
{—‘%} 12% Z166%1538 > = 13%8462 |12% 2 166%1538 3= = 41%s385
{‘_;_} —3; 2 17%1429] 22 & 0278571 2227701429 52 2 128%s714
{-'—‘-} 5% 2128°5714] 2X 1 s1%286 | SF 2 128°5714] 3% 2 77%1429
5 ] 7 7 ]
{-'-;—} -‘1‘—;- 4§° ‘—:-;— = 132° 2% = 48° :l’—; = 156°
{'—i—} —fi; - 96° —"';— = 84° 32 - 96° 3 = 108°
{35,’-} 1% = 168° & = 12° 1% - 168 5 = 36°
{-'-;—} -"’—; = 6775000 3% = 11225000 -3—:— = 6725000 3—: = 135°
{J%’-} 5—'8‘-112‘.'5000 —3;— = 6725000 3; = 11225000 %- 90°
{_‘_f”-} -1%-157‘.'5000 —& = 2275000 1; = 157°5000| 5= 45°
{%} 2% L az%3s29] 3% 1 139%4m1| 352 4203529 | 35 = 158%823s
{l’s-} %-é 63°5294 -'—:;— = 116°4706 %';-; 63°5294 | 3% = 13726471
{—'}} % = 84°7059 —‘:'7‘ = 95°2941 f—’,; x 84°7059 -}% = 1624706
{-‘-;—} '-?-3-'105?3824 'l'; = 74°1176 l‘ll; = 10528824 ’-:'.;—2 95%2941
{—‘%-} -lzl—.";127?0588 % = 52%9412 '—f—; = 127°0588 'l'-;—-'- 74°1176
(—'—1—1 4% L148°%2353 —1:!;- = 3127647 1{; i 148°2353 ::’; = 5229412
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Tabla 2 (Cont)

POL 1 GONO ANGULO ANGULO ANGULO ANGULO ENTRE
CENTRAL INTERIOR EXTERIOR CRUCE DE LADOS
{%} e: - —ZF‘ a: - _(p-zq)l B: - _2;_:3 7: - (p-2=+2)u
{%} 1% i169%4118 7+ = 10%5882 |1%% L 169%411s 3 = 3107647
{-'—g—} —"-’-;—- 100° ‘—; = 80° _s_; = 100° i;- = 100° -
{%} 7—;- 140° -2-;- = 40° 7—; = 140° 5= 60° -
{%} ;:_; = 3728947 '_f% = 14271053 —:-; = 37°8947 ”T; = 161°0526
{%} f_; = 56°8421 ‘:l’_; = 123°1579 % = 56°8421 % = 142°1053
{‘_:} ?_;; 15°7895 1_:._"_ = 104°210S %— = 75°7895 El’-'-;- = 123°1579
{l_z} "1); z 94°7368 _’l‘_;_ * 85°2632 '_‘_l’l = 94°7368 “T; = 104°210s
{_l%} ‘f_;;us‘.’suz 'l'_; = 66°3158 ‘f_; = 113°6842 % = 85222632
{_1_‘;_} 1% Li132%316| 35 = 47%3684 |115 = 132%316 1% & 66°3158
{'_:} 135215175789 3% 28%42m 182 2 151%5789 3% = 47%3684
{1_9} 18x - o0°s263] - 2 9°4737  |1B® & 170°s263| 3% = 284211
9 19 19 19 19
{z_g} :l’—;- - 54° z—; = 126° -:l’—; = 54° 2% a14e®
{2_2} 'l’_; = 126° ?—; - 54° ‘Z% - 126° 2—; - 72°
{2_2} _"l’;. - 162° o5 = 18° % = 162° + =36°

4.3. CONSTRUCCION DE POLIGONOS REGULARES ESTRELLADOS
DOBLANDO PAPEL

Para construir poligonos estrellados se sigue el segundo método de poligonos
convexos. En uno de los bordes de una tira o banda de papel de ancho uniforme

se marcan p puntos, 4,, A

. A, _ . los vértices del poligono estrellado de
p lados. Los puntos quedan espaciados a una distancia constante t’p,

la medida
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A A, A, A, A, A B
c Q Q, Q, Q,_, o, D
Figura 31
del lado. En cada uno de los puntos N,i=0,1, ..., n— 1, se trazan dngulos
congruentes a los dngulos interiores del poligono. Es decir, se construyen los
angulos.

ARQ, AAQ,, ..., A, A _\Q,_ ), todos de medida a, = ﬂ&;lﬂ.
Véase la Fig. 31.

En seqguida, se dividen en 2q partes congruentes los 4ngulos adyacentes su-
plementarios trazados anteriormente (Fig. 32). Cada uno de los 4ngulos resul-
tantes de la divisién mide w/n. Por ejemplo,

ARAQ, = L ( 44,A,Q, ) = T
2q n
A A, A, A, ... B
C Q, A, S, Q, Q, ee~ D
Figura 32
El poligono se construye doblando sucesivamente el papel por las lineas mar-
cadas. LaFig. 33 (a — g) ejemplifica el esquema del heptdgono regular estrellan-
do {7/2}. La medida del angulo interior, obtenida de la Tabla 2 (P4g. 31), es
2AAQ, = 3x/1 = 77°.14; ademds AQ A R, = Y(AQ, _ A _|A) = /1=
28°.71,i=1,2,3, 4y 20QAR, = 3QAR, = 40AR, = QA
A A, A A, A, A, B
QO RO Rl R2 Q1 Q2 Q3 Q4

Figura 33 (@)
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(e)

FIGURA 33 (Continua).

Enla Fig. 34 (a — v) se presentan algunos poligonos regulares convexos cons-
truidos por este método.

5. COMENTARIOS FINALES

En ocasiones se recurre a cierto tipo de material o actividades sin soporte tesrico
que respalde por qué determinadas construcciones conducen verazmente a lo
gue se pretende ensefar. Ese desconocimiento puede llevar a visiones erréneas
o a falsos conceptos. Por ejemplo, si no hay claridad en el aspecto tedrico que
sostiene la construccién de figuras, el uso del material se limita a casos particula-
res. En cambio, si se tienen los fundamentos que lo sustentan se puede ampliar
el estudio a mayor nimero de casos, y estar en posibilidad de inducir generaliza-
ciones.

Este trabajo no aborda la forma de usar el recurso del papel doblado en situe-
ciones de ensefianza.Asi mismo, el propdsito central no es dar demostraciones
rigurosas que exhiban por qué funcionan las proposiciones de construccién de
poligonos. Mas bien —como se dijo— se orienta a justificar y argumentar la
posibilidad de la construccion de figuras geomeétricas, o situaciones donde es
factible aprovechar el papel doblado para ensefiar la geometria elemental.

A fin de precisar el contexto de uso del material dentro de la ensefianza de
la matematica elemental, se invita al lector a utilizarlo en aplicaciones o en la
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)
s

{5/2} {72} {9/2}
(a) (b) (c)
Y (13/2} {15/2}
(d) (e) 69}
(7/3) (8/3} {10/3}

(@) (h) @)
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GO

{11/3} {13/3} {14/3}
)] (k) ()

/

{9/4) {11/4} {13/4}
(m) (n) (o)
{15/4} {11/5} : {12/5}

) (@) (r)



. Figura 34
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{13/5} {14/5} {13/6}

(s) ® (u)

{15/7}
(v)

busqueda de propiedades de poligonos, con el empleo de la calculadora, de
la computadora, o sin la utilizacién de estos medios?.

En articulos posteriores se abordaran las otras formas de utilizar el papel do-
blado en la geometria elemental mencionadas al inicio del escrito.
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e Investigacion en Matematica Edu-

7. ANEXOS

A. Tablas con las medidas de los elementos necesarios para construir poligo-
nos regulares, convexos o estrellados, circunscritos a una circunferencia
de 10 cm de radio. En ambos casos, de tres a veinte lados.

Datos para construir pol{gonos regulares convexos

POLTGONO| ANGULO RADIO APOTEMA LADO
INTER]OR
(3) 60° 10 5.00 | 17.32
(4) 90° 10 7.07 | 14.14
{(s) 108° 10 8.09 | 11.76
(6) 120° 10 8.66 | 10.00
(7) 128757 10 9.01 8.68
(8) 13s° 10 9.24 7.65
(9) 140° 10 9.40 6.84
(10) | 144° 10 9.51 6.18
(11) | 147927 10 9.59 5.63
(12) | 1s0° 10 9.66 5.18
(13) | 152%3 10 9.71 4.79
(14) | 15429 10 9.75 4.45
(15) | 156° 10 9.78 4.16
(16) | 157%50 10 9.81 3.90
(17) | 158%82 10 9.83 3.67
(18) | 160° 10 9.85 3.47
(19) | 161%s 10 9.86 3.29
(20) | 162° 10 9.88 3.13

Datos para construir poligonos regulares estreilados

POLIGONO| ANGULO RADIO APOTEMA LADO
INTERIOR
(5/2) 36° 10 3.09 | 19.02
(172) 77%14 10 | 6.23 | 15.64
{1/3) 251 10 2.23 | 19.50
(8/3) 45° 10 3.83 | 18.48
(9/2) | 100° 10 7.66 | 12.86
(9/4) 20° 10 1.74 | 19.70
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L
POLIGONO | ANGULO RADIO APOTEMA LADO
INTERIOR
(10/3) | 12° 10 5.88 | 16.18
(11/2) | 114%5 10 8.41 10.81
(11/73) | 81%2 10 6.55 | 15.11
(11/4) | 49%09 10 4.15 | 18.19
{11/5) 16736 10 1.42 | 19.80
(12/5) | 30° 10 2.59 | 19.32
(13/2) | 124%2 10 8.85 9.29
(13/3) | 96%92 10 7.49 | 13.26
(13/4) | 69%23 10 5.68 | 16.46
{13/5) | 41%s4 10 3.55 | 18.70
(1376) | 13%85 10 1.21 | 19.85
(14/3) | 102%86 10 7.82 | 12.47
(14/5) | 51%43 10 4.34 | 18.02
(15/2) | 132° 10 9.14 8.13
(1574) | 84° 10 6.69 | 14.86
(1s/7) | 12° 10 1.05 | 19.89
(16/3) | 112%0 10 8.31 [ 11.11
(16/5) | 671%s0 10 5.56 | 16.63
(16/7) | 22%s0 10 1.95 | 19.61
(17/2) | 137%s 10 9.32 7.22
(17/3) | 116%47 10 8.50 | 10.53
(17/4) | 95%29 10 7.39 | 13.47
(17/5) | 14512 10 6.03 | 15.96
(1776) | 52%4 10 4.46 | 17.90
a1/71y | 31%76 10 2.74 | 19.24
(17/8) | 10%9 10 0.92 | 19.91
(18/5) | 80° 10 6.43 | 15.32
(18/7) | 40° 10 3.42 | 18.79
(19/2) | 142°11 10 9.46 6.49
(19/3) | 123%16 10 8.79 9.52
(19/4) | 104%21 10 7.89 | 12.28
(19/5) | 85%26 10 6.77 | 14.71
(1976) | 66%32 10 $.47 | 16.74
(19/7) | 47%37 10 4.02 | 18.32
(19/8) | 28%42 10 2.45 | 19.39
(19/9) 9%47 10 0.83 | 19.93
(20/3) | 126° 10 8.91 9.08
(20/7) | 54° 10 4.54 | 17.82
(20/9) | 18° 10 1.56 | 19.75
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B. Material para confeccionar poligonos regulares convexos de tres a doce lados.
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