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ARTICULOS

Sorpresas Matematicas

“"Las apariencias engafan”

"El ledn no es como lo pintan”

“"Caras vemos, corazones no sabemos”
“"No todo lo que brilla es oro”

Resumen:

El contenido de este trabajo estd basado en el analisis informal de cuatro afir-
maciones —menos triviales de lo que aparentan— y que tienen como finalidad
poner de manifiesto lo relativas que pueden resultar muchas cuestiones mate-
maticas.

Si este articulo cumple su cometido, usted no volverd a “decir salud, antes
de que le sirvan”. . ..

La sabiduria popular nos ha provisto de estas sutiles advertencias para evitar-
nos algunas sorpresas. Valga aclarar que cuando hacemos caso omiso de estas
enseflanzas, las experiencias no necesariamente son desagradables. . . y como
“para muestra basta un botdén"’, este escrito trata acerca de algunos temas que
le mostraran que la matematica puede ser tan interesante y versatil como usted
esté dispuesto a conocerla. . . ¢se decide entonces a darle una probadita? Bien,
jadelante! que “no hay peor lucha que la que no se hace”.

Para entrar en materia, analicemos la siguiente Tabla:

TABLA 1

A)2 x3 =1 FALSO
B) Existen tridngulos con tres

angulos rectos FALSO
C) La distancia al origen de cualquier

punto del rombo es 1 (Fig. 1) FALSO
D) Existen ntmeros a y b tales que

a+b=a, parab#0 FALSO
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Figura 1

Estard de acuerdo en que el valor asignado a las afirmaciones anteriores es,
al menos, “razonable”, pero recuerde que “'en gustos se rompen géneros. . . ."”
Dejémonos de lucubraciones y “hablemos de matematicas”.

1. Algo sobre teoria de numeros

La teoria de nimeros se dedica a estudiar las propiedades de los nimeros ente-
ros. Una de las més interesantes relaciones —de equivalencia, por cierto— entre
los nuimeros enteros, es el concepto de congruencia en médulo n.

Definicién 1. Congruencia médulo n.

Sea n un entero positivo fijo. Se dice que el entero a es congruente al entero
b en médulo n, si existe un entero k, tal que a — b = kn. Simbdlicamente, a
= b mdd n.

La aritmética del reloj es una de las aplicaciones mas sencillas de este concep-
to, aunque generalmente pasa inadvertido. A nadie le extrafia que a la una de
la tarde, dos personas que se refieren a la misma hora en un mismo lugar y
a un mismo tiempo, aseguren: una que son las 13:00 horas, y otra que es la
1:00 P.M. ¢Por qué? Pues porque 13 = méd 12.

Ahora puede informar la hora de manera diferente. Por ejemplo, puede decir
que son las 19 horas, en lugar de las 5:00 P.M., o decir 15 en lugar 24 en médulo
3, porque 24 — 15 es divisible entre 3. ¢Original, no?

En tanto decide adoptar o no esta modalidad, veamos lo que sigue.

2. Algo sobre geometrias no euclidianas

Para situar al lector desconectado del tema, en el contexto de las geometrias
no euclidianas, relataremos un brevisimo resumen de la conocida historia de
estas geometrias.
- - ]
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Todo empezd con los 5 postulados de Euclides:

1) Dados dos puntos P y Q en el plano, existe una tinica linea (recta) que pasa

por Py Q.

2) Dado cualquier segmento PQ, es posible prolongarlo en uno y otro sentidos,
tanto como sea necesario.

3) Dados dos puntos P y Q, existe una circunferencia de centro P y radio r

= |POJ.

4) Todos los &ngulos rectos son congruentes.

5) Sicuando unarectatransversal corta a dos rectas dadas, los &ngulos interio-
res de un mismo lado suman menos de 180°, entonces al ser prolongadas
las dos rectas, se intersectan por el lado de estos dngulos.

NOTA 1. El Axioma de Playfair es un enunciado equivalente al 5° postulado
de Euclides; de hecho es la versién més conocida del mismo:

“Por un punto situado fuera de una recta, pasa una recta Unica paralela
a aquéllas”

Es facil notar que los cuatro primeros postulados surgieron de la experiencia
y que el quinto no resultaba tan evidente. Imaginese intentar comprobarlo cuan-
do la suma de los dngulos interiores estaba muy cercanaalos 180°, . . . jimposible!

Por otro lado y en otro tiempo, la formalizacién de las ramas de la matemética
nos ha ensefiado que un axioma es una proposicién gue se considera verdadera,
porgue no es posible demostrarla con la teoria existente hasta ese momento,
¥ porque es necesaria para continuar los desarrollos dentro de esa misma teorfa.
Por supuesto que noresulta trivial “inventar” axiomas; hay que evitar las falacias
y no olvidar la independencia con el cuerpo de axiomas restante. . . . Sin em-
bargo, en la épeoca en la que los tinicos medios de creacién eran la experiencia
y la intuicién, un axioma era considerado como “una verdad tan evidente que
no necesita demostracién’’. Por esta razén, como la idea que concibe este dltimo
postulado parecia tan elaborada, se pensé en la posibilidad de que en realidad
fuera un tecrema, es decir, que podia inferirse de los 4 primeros postulados.
Uno de los varios intentos de prueba de este polémico “enunciado”, opté por
estudiar su negacién con la finalidad de inferir alguna contradiccién. Tal falacia
nunca se obtuvo (no existe) y en su lugar aparecié una nueva teoria:

Las geometrias no euclidianas

Considerando el axioma de Playfair para la negacién del 5° postulado, obtene-
mos que: Si no es cierto que por un punto situado fuera de una recta, pasa una
paralela unica, entonces

1) por ese punto pasa més de una recta con tales caracteristicas, o bien
2) por tal punto no pasa paralela alguna.

A continuacién mostraremos un ejemplo de estas geometrias desde un punto
de vista muy superficial, pero que para nuestro objetivo serd suficiente:
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Ejemplo 1. La geometria en una esfera

Sabemos que se llama circulo médximo a todo aquel circulo que esta sobre
una esfera y que tiene su radio igual al radio de la esfera.

Consideremos una esfera S y sus circulos maximos. La primera representara
al plano, y los sequndos a las rectas en ese plano.

Si pensamos que la esfera es el globo terrdqueo, facilmente podemos aceptar
que el plano euclideo (en el sentido convencional) que contiene al ecuador,
es perpendicular al plano euclideo que contiene a un meridiano cualquiera.
Nétese que el ecuador, al que llamaremos E, y cualquier meridiano son circulos
maximos. Consideremos dos meridianos m,, y m,, de modo que sean perpen-
diculares los planos euclideos que los contengan. Graficamente podemos ob-
servar lo que muestra la Figura 2.

Figura 2

NOTA 2. a) AB, BC y AC son segmentos de las rectas m, m, y E, respecti-
vamente.

b) AB, BCy AC se intersectan dos a dos en un punto; en consecuen-
cia, AB U BC U AC forma un tridngulo con vértices en 4, B, C.

c) AB, BC y AC son perpendiculares entre si.

Registremos esta valiosa informacién, pongamos un puntoy aparte, y pasemos
a un tema apasionante.

3. Algo sobre métricas

Todos de una u otra manera hemos tenido contacto con la fé6rmula de la “‘distan-
cia entre dos puntos”. Lo usual es referirse a la distancia entre dos puntos de
un plano; asi, si el punto P, tiene como coordenadas (x,, x,) y el punto P, a
(v,, ¥,), la distancia entre P, y P, estd dada por

D, P) =~ x —y)2 + (x,— y)?
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En general, si P, y P, pertenecen a %", entonces

DWP P)y=~NG&x ~-y)2+ ... + (x, — y_.) en donde
Pl = (Xl’ X2I . - "Xn) yP2 = (Yll yz/- . . I Yn)

Surgen de manera inmediata dos preguntas: ¢Sélo es posible medir la distan-
cia entre dos puntos de %#"? ;Esta forma de medir es tnica? Pues,

no y no

Toda funcién D que satisfaga las caracteristicas de que:
Dado un conjunto A cualesquiera

VDA XxA—->R

ii) Dfa, b) = 0, siy sélosia = b.

iii) D(a, b) = 0, para todos a, b elementos de A

iv) D(a, b) = D(b, a) para todos a, b elementos de A

v) D(a, b) < D(a, ¢) + D(c, b) para todos a, b, ¢ elementos de A

recibe el nombre de métricaen A y podriamos decir que representa una forma
de medir la distancia entre dos elementos de A.
Veamos un ejemplo:

Ejemplo 2 Consideremos la métrica d definida en %2 como:

diP,Q) =|p,—q + b, — q,|, en donde P = (P, ) Y O = (g,, g,) son

elementos de #2.

Sin mucha dificultad, el lector puede demostrar que d es una métrica. Anali-

zaremos un caso, que aunque particular, nos mostraré también una agradable
sorpresa.

Retomemos la Figura 1, pero ahora serd la F igura 3.

0, 1)
(XIX-VYII_X)
(-1, 0) (1, 0)
(x, —x—k4x +1)
0, -1

1 A

Figura 3
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"Midamos” la distancia al origen de cualquier punto del rombo.

Casol Sea P, un punto arbitrario en el lado ] ,» entonces P, tiene coordena-
dasde laforma(x, 1 —x)con0 <= x < 1.

Por lo tanto, d(P,, O) = d[(x, 1 = x), (0, 0)]

[x] + |1 — x| definicién de d

x+1—-x porquel < x <1
=1

En consecuencia, la distancia al origen de cualquier punto del rombo sobre
el lado 1, es igual a 1.

Caso 2 Sea P, un punto cualquiera sobre el lado 1, del rombo, entonces P,
tiene coordenadas de la forma (x, 1 + x) con—1 <= x < 0.

Por tanto, d(P,, O) = d[(x, 1 + x), (0, 0)]

x| + |1 + x| definicién de d
=-x + 1 +x porque-1 =x=<20

En consecuencia, la distancia al origen de cualquier punto del rombo sobre
el lado 1, es 1.

Similarmente se obtiene que d(P,, O) = d (P,, O) = 1, para todo P, y P,
elementos arbitrarios de los lados I, y ! ,» respectivamente.

¢Ya sacé sus conclusiones? Bueno no olvide guardarlas, porque como “no
hay mal que dure cien afios, ni cuerpo que los aguante”, ya nos estamos acercan-
do al final.

4. Algo sobre cardinales infinitos

¢Cudntos nimeros naturales hay? Contestar que muchos, o un nimero infinito,
es tan ambiguo como decir que se tienen k afios de edad.

Por definicién, el cardinal de los niimeros naturales se representa por #N,
y es # (alef cero). El cardinal de los nimeros reales es # # = A

#, es el menor de los cardinales infinitos, y con base en la hipdtesis del con-
tinuo le sigue .#,. (Cabe aclarar que en la actualidad es igualmente plausible
afirmar o negar esta hipdtesis. El resultado es semejante a lo que sucede cuando
se niega el "quinto postulado de Euclides”: un vasto e interesante campo a estu-
diar por cada opcidn, sin contradicciones.) En realidad existe un ndmero infinito
de cardinales infinitos, pero para establecerlo, antes tenemos que mencionar
algunos conceptos fundamentales.
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Definicién 2. Conjunto potencia

Sea A un conjunto. El conjunto potencia de A es la familia de conjuntos que
contiene a todos los subconjuntos de A y se representa por 24.

Definicién 3. Conjuntos equipotentes

Dos conjuntos A y B se llaman equipotentes (A ~ B), si existe una funcién f:
A — B biyectiva.

NOTA 3. Si A ~ B, entonces #A = #B
Definicién 4. Conjunto anterior

Se dice que un conjunto A es anterior a un conjunto B(4 o B), si A esequipotente
a un subconjunto de B. Ademaés se tiene que #A < B.

NOTA 4. Si A es equipotente a un subconjunto propio de B, entonces se dice
que A es estrictamente anterior a B, lo cual se representa por A ¢ B. Ademds
se tiene que #A < B.
Ahora si, nos encontrarnos listos para recibir al
Teorema de Cantor
En todo conjunto A, se tiene que A es estrictamente anterior a 2A.
NOTA 5. Por la Nota 4 se concluye directamente que #4 < #24.
Obsérvese como el teorema de Cantor nos permite generar un numero infinito
de cardinales infinitos.
Otra de las muchas propiedades de los nimeros cardinales es la siguiente:
Propiedad 1.
Sean A vy B dos conjuntos ajenos, entonces #(A U B) = #4 + #B.
Analicemos un ejemplo.
Ejemplo3 SeaN =1{1,2,3,..,n,...}yP={.¢1,2,3,...n, ...}
ComoP ={§,¢}U{l,2,3,...,n,...}, porlaPropiedad | tenemos que
#P = #{§, ¢} + #N = 2 + &, (1)

Por otra parte, N ~ P, ya que podemos definir una funcién fbiyectivadeNa P.

Sea
$ six =1
flx) ={ ¢ six = 2
x—2 Six = 3, x elemento de N
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En consecuencia, #N = #P; es decir,
#P = X, (In
Conclusién: 2 + #, = #,, por (I) y (1l).

Bueno, el final ha llegado. ¢Se encuentra usted preparado para recibirlo?
iMuy bien! cierre los oj. . . , jno, perdén!; dadas las circunstancias esto no es
posible. Casi estropeo la emocién del momento. . . ¢Qué podremos hacer para
mantenerla? ;Ya sé! Imagine un euférico grito de:

jSORPRESA!

y empiece de inmediato a analizar la Tabla II, que no es otra cosa que la Tabla
1, con algunas “pequeiiisimas’ modificaciones.

AY2 x3=1 VERDADERO [Definicién 1]
B) Existen tridngulos con tres
angulos rectos VERDADERO [Nota 2]

C) La distancia al origen de
cualquier punto del rombo es 1 VERDADERO [Ejemplo 2]

(Fig. 1)

D) Existen numeros a y b tales que
a+b=a parab#0 VERDADERO [Ejemplo 3]

TABLA II

Conclusiones

Esperando que T.S. Elliot, dondequiera que se encuenire, no se moleste por
ayudarme a concluir este escrito, me permito tomar de su obra Little Gidding,
la siguiente “reflexién” que dice asi (musica maestro):

“No desistiremos de explorar,
y el final de nuestra exploracién
serd llegar a donde empezamos,
y conocer el lugar por primera vez".

La Matemdtica puede deleitarnos tantc como queramos, “todo depende del
cristal con que se mire”, y aunque es evidente que no tiene plumas, “es gallo
y dondequiera canta”.
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