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PUNTOS CRITICOS DE LA FUNCION CUBICA

GUILLERMO GUASCA, ALEXANDRA BULLA, DIEGO MEDINA,
Patricia CirUENTES Y RoLANDO MURNOZ

En este capitulo, presentamos el trabajo desarrollado durante el proceso de for-
macién en la Maestria en Educaciéon Matematica de la Facultad de Educacién
de la Universidad de los Andes. Nos basamos en el modelo del anilisis didactico
(Gbémez,2018) para disenar, llevar a la practica y evaluar una unidad didactica
que contribuya al aprendizaje de los conceptos y procedimientos asociados
a la optimizacién de funciones ctbicas; en particular, la identificacién de sus
puntos criticos. El proposito de este capitulo es brindar a los profesores los
elementos suficientes para implementar la unidad didactica en el aula.

De acuerdo con nuestra experiencia, encontramos que la enseflanza de la
optimizacién de funciones se aborda como una aplicacién de procedimien-
tos en representaciones simbolicas que estd alejada de situaciones reales. Esta
forma de proceder impide que los estudiantes comprendan los conceptos y
procedimientos matematicos que hay alrededor de la optimizacién de fun-
ciones, las formas de representarla y su utilidad para resolver situaciones de
la vida real. Estas razones nos llevaron a disefiar, implementar y evaluar una
unidad didactica, con el fin de contribuir al aprendizaje de la optimizacién
de funciones. Particularmente, concretamos el tema de la unidad didactica
en los puntos criticos de funciones ctbicas.

Establecimos que este tema es importante porque permite contribuir al
desarrollo de diferentes pensamientos y sistemas descritos en el documento
de los estindares basicos de competencias en matematicas (Ministerio de
Educaciéon Nacional, 2006). Por ejemplo, el estudio de los puntos criticos
permite analizar la variacion de la funcién. En esta medida, el tema contribuye

al desarrollo del pensamiento variacional. También, encontramos que el tema
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es importante porque aborda estandares particulares para grado undécimo.
Por ejemplo, el tema se relaciona con el estandar asociado a interpretar la no-
ci6n de la derivada como razén de cambio y como valor de la pendiente de
la tangente a una recta, asi como el desarrollo de métodos para hallar las deri-
vadas de funciones basicas. De igual manera, identificamos que el estudio de
los puntos criticos es oportuno porque se incluye en el plan de estudios del
Programa de Diploma del Bachillerato Internacional. Consideramos que es-
te tema se puede abordar con un grupo de estudiantes de grado undécimo
que cuenten con los conocimientos previos requeridos y un uso minimo del
programa GeoGebra.

El capitulo estd organizado en cuatro apartados. En primer lugar, reali-
zamos un acercamiento a los elementos relacionados con el analisis didactico
que el profesor debe conocer para implementar la unidad didactica. Estos
aspectos estan asociados al contenido, a las expectativas de aprendizaje, a las
limitaciones de aprendizaje y al sistema de evaluacidn de la unidad didactica.
Posteriormente, presentamos el analisis de instruccion por medio de las tareas
de aprendizaje y de evaluacion. Alli describimos los diferentes elementos que
caracterizan cada tarea de aprendizaje. Por tGltimo, presentamos la evaluacion
final con su respectiva rabrica.

1. Analisis de contenido

Consideramos importante conocer y profundizar en las caracteristicas ma-
tematicas de las estructuras que componen un contenido matematico para
comprender su significado. Por lo tanto, en este apartado, presentamos los
conceptos y procedimientos que estan relacionados con los puntos criticos
de la funcidén cabica. Denominamos estructura conceptual a estos conceptos
y procedimientos, junto con las posibles relaciones que se pueden establecer
entre ellos. También, evidenciamos las diferentes formas de representar los
puntos criticos y las posibles relaciones que se pueden establecer entre esas
representaciones. Finalmente, describimos los diferentes fendmenos que dan

sentido a este concepto matematico.

1.1. Estructura conceptual

Identificamos que los puntos criticos de la funcion ctibica estan relacionados con
—b+/b” —3ac

los coeficientes de la expresion general mediante la expresién x = 3
a
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Encontramos que los conceptos y procedimientos alrededor de los puntos
criticos tienen que ver con el tipo de funcién ctbica. En primer lugar, las
funciones cibicas que no tienen o tienen un solo punto critico estin relacio-
nadas con funciones en las que el discriminante es menor que cero, es decir,
cuando b* — 3ac < 0. En este caso, relacionamos los conceptos de concavidad
y punto de inflexiéon. En segundo lugar, identificamos que las funciones ct-
bicas que tienen dos puntos criticos estan relacionadas con funciones en las
que el discriminante es mayor que cero, es decir, cuando b* — 3ac > 0. Aqui,

relacionamos los conceptos de monotonia y la idea de extremo relativo. Por

., ., —b++b* —3ac
otro lado, encontramos que la solucién de la expresiéon x = E— es
a

un procedimiento que permite hallar los puntos criticos de la funcién ct-
bica. Otro procedimiento que identificamos esti asociado al uso del criterio
de la primera derivada. En la figura 1, presentamos las ideas consideradas en
relacién con los conceptos y procedimientos alrededor de los puntos criticos
de la funcién cuabica.
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Figura 1. Conceptos y procedimientos del tema de puntos criticos de la funcion ctbica
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1.2. Sistemas de representacion

Establecimos que las representaciones de los puntos criticos tienen que ver
con expresiones simbolicas, parejas ordenadas, tablas, graficas, representaciones
geométricas y ejecutables. En la figura 2, presentamos un esquema con las

representaciones del tema y las relaciones entre esas representaciones.
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Figura 2. Representaciones del tema

La representacion simbolica del tema parte de la expresiéon general de la
funcién cabica flx) = ax® + bx* + cx + d. Los coeficientes de esta expresion
—b+~b* = 3ac
3a '
Otra representacién de los puntos criticos tiene que ver con parejas ordenadas
(x,,f(x,)). En este caso, el primer elemento de la pareja ordenada se relaciona
con el valor x,, de la variable independiente, que hace que el segundo valor,
) de la variable dependiente, sea maximo o minimo. Los puntos criticos
también se pueden representar mediante tablas de valores. La tabla dispone
de dos columnas: la primera para organizar los valores que toma la variable
independiente x, y la segunda para los valores de la variable dependiente
flx,). La representacion geométrica de los puntos criticos tiene que ver con

la identificacién de puntos de la funcién cabica en los que la pendiente de

estan asociados a los puntos criticos mediante la formula x =
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la recta tangente es nula. La representacion grafica esta relacionada con los
puntos en el graifico —en un intervalo— en los que la funcioén f(x) alcanza el
maximo o minimo valor o en los puntos en los que hay un cambio de con-
cavidad. Por altimo, identificamos la representacion ejecutable de los puntos
criticos de la funcién cabica mediante el uso de un soffware como GeoGebra
o Wimplot. En este caso, el cardcter dinamico de la representacién ejecuta-
ble permite establecer relaciones entre las diferentes representaciones de los
puntos criticos de la funcién ctbica.

1.3. Fenomenologia

Los fenémenos que dan sentido al tema privilegian la visiéon funcional del
concepto matematico seleccionado. El significado y la interpretacién de los
puntos criticos de una funcién cubica se pueden usar para describir y anali-
zar fendmenos de la vida cotidiana. Los puntos criticos son caracteristicas de
las funciones ctbicas que permiten clasificar y analizar dichos fenémenos.
Por esa razdn, identificamos los fenémenos por medio de dos procesos: (a)
el proceso de indagar por situaciones problema que permiten ser modeladas
por medio de una funcién cibica; y (b) el proceso de clasificar dichas situa-
ciones problema segtin la cantidad de puntos criticos de la funcién modelada.

Algunos de los fenémenos que se modelan a partir del concepto de
punto critico se pueden clasificar en tres grupos de acuerdo con sus caracte-
risticas: primero, la descripcién de variaciones para referirse a las variaciones
de temperaturas, del crecimiento de un feto y del comportamiento de un
aerogenerador; segundo, el analisis de concavidad para agrupar el analisis del
movimiento de los planetas, de las ondas cerebrales, del ritmo cardiaco y de
la anemia; v, tercero, la optimizacién por medio del analisis de crecimiento
y decrecimiento, para incluir la maximizacién o minimizacién del volumen
de un so6lido, la maximizacién de las utilidades de una empresa y la minimi-
zacion de los costos de produccidn de una empresa. Esta clasificaciéon genera
los contextos fenomenoldgicos.

El analisis de las caracteristicas comunes entre los fenémenos identificados
se traduce en la necesidad de estudiar la cantidad y las caracteristicas de los
puntos criticos de la funcién cabica. El estudio de cada uno de los contextos
fenomenoldgicos evidencia tres subestructuras. Segtin la estructura matema-
tica del tema, una funcién cubica puede tener dos puntos criticos, solo un
punto critico o no tener puntos criticos. Con respecto a la caracteristica, es

necesario realizar este estudio a partir del discriminante de la funcién cubica,
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—b+~/b* —3a

c .
3 . El discriminante
a

permite identificar tres posibles opciones: (a) b* — 3ac > 0, que se traduce en

b* — 3ac, que surge de la forma algebraica x =

una funcién ctbica con dos puntos criticos, uno de ellos maximo y el otro
minimo; (b) b*— 3ac < 0,lo que significa que la funcién ctbica tiene un punto
critico, denominado punto de inflexidn;y, (c) b* — 3ac = 0, que implica una
funcién ctbica sin puntos criticos. De esta manera, se definen tres subestruc-
turas matematicas para el concepto de puntos criticos de la funcién ctbica:
dos puntos criticos, un punto critico y sin puntos criticos.

Por su parte, el marco p1sa 2012 menciona que, en la accién de resolver
problemas, es posible clasificar el desafio de acuerdo con los contextos de la
vida en los que se caracteriza el problema (Ministerio de Educaciéon, Cultura
y Deporte de Espafa, 2013). Con base en la idea anterior, es posible organizar
los fendmenos propuestos para el tema de los puntos criticos de la funcién
cubica en contextos de caricter personal, social, profesional o cientifico. Por
ejemplo, una situacidén en la que se requiera obtener las utilidades maximas
de una empresa necesita que el individuo (o grupo de individuos) identifique,
en la funcidén de utilidad, los valores en la variable independiente que hacen
que la variable dependiente alcance su maximo valor. Por esa razoén, se puede
relacionar el fenémeno de las utilidades de una empresa con un contexto
personal. En la figura 3, presentamos la organizacién de los fenémenos que
dan sentido a los puntos criticos de la funcién ctbica.
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Figura 3. Fenomenologia del tema
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Los conceptos y procedimientos que giran en torno a los puntos criticos,
las diferentes formas de representarlos y los posibles fenémenos que modelan
son importantes porque permiten establecer y describir lo que esperamos
que el estudiante aprenda sobre los puntos criticos. A continuacidén, aborda-
mos esta cuestion.

2. Analisis cognitivo

En este apartado, describimos los aprendizajes esperados en términos de ex-
pectativas de aprendizaje y de tipo afectivo. Las expectativas de aprendizaje se
relacionan con los procesos matematicos y capacidades matematicas funda-
mentales del marco p1sa 2012 (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte
de Espana, 2013),los objetivos de aprendizaje y los procedimientos rutinarios
del tema, denominados capacidades. Las expectativas afectivas se relacionan
con las actitudes de los estudiantes al enfrentarse a las tareas de aprendizaje.

2.1. Procesos matematicos y capacidades matematicas
fundamentales

Con esta unidad didactica, contribuimos al proceso matematico de interpretar,
al llevar a los estudiantes a valorar y evaluar los puntos criticos como maxi-
mo o minimo de acuerdo con el contexto del problema. También, buscamos
contribuir al proceso de formular, porque consideramos pertinente que los
estudiantes reconozcan los conceptos y las relaciones mas relevantes de la
situacion para modelarla matematicamente mediante una funcién ctbica.
Finalmente, pretendemos contribuir al proceso de emplear, por la importancia
que encontramos en el uso de algoritmos —como el criterio de la primera
derivada o una férmula— para calcular los puntos criticos.

Buscamos contribuir a todas las capacidades matemiticas fundamentales.
No obstante, privilegiamos las capacidades de matematizacién y representacion.
Esta contribucién se evidenciara al llevar al estudiante a identificar variables y
modelos matematicos para posteriormente representarlos. Asimismo, aborda-
mos con mayor profundidad la capacidad matematica de diseno de estrategias
para resolver problemas. En este caso, la contribucién se presentara al inducir
a los estudiantes a tomar decisiones sobre diferentes formas de abordar un

problema relacionado con fenémenos de optimizacion.
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2.2. Objetivos de aprendizaje

Los objetivos de aprendizaje para el tema abordan sus conceptos y procedi-
mientos, sus representaciones y los fendémenos que modela. A continuacidn,
presentamos los objetivos de aprendizaje que establecimos para nuestra uni-
dad didactica.

Objetivo 1. Utilizar el concepto de punto critico para diferenciar cuando
una situaciéon problema modelada por una funcién ctbica forma parte de
un fenémeno de optimizacién o un fenémeno de crecimiento o de decre-
cimiento estricto.

Objetivo 2. Determinar los puntos criticos en situaciones de optimizacién a
partir de algunas representaciones de la funcidn ctbica y establecer relaciones

entre estas representaciones .

Objetivo 3. Interpretar los puntos criticos de la funcién ciibica como solucién
de situaciones de optimizacidn para definirlos como minimos 0 maximos, al

valorar su viabilidad y sus posibles limitaciones en el contexto del problema.

2.3. Capacidades

Las capacidades son procedimientos rutinarios relacionados con las posibles
acciones que el estudiante ejecuta para resolver una tarea. Por ejemplo, el
estudiante puede usar el criterio de la primera derivada para hallar y deter-

minar la cantidad de puntos criticos. También, puede determinar la cantidad

L. L. —b+~b* = 3ac .
de puntos criticos al usar el discriminante x = 37.Estos ejemplos
a

son capacidades que el estudiante debe activar para diferenciar si una funcién
cubica modela un fendmeno de optimizacién o crecimiento o decrecimien-
to estricto. Presentamos el listado completo de capacidades en el anexo 1'.
La identificaciéon de las capacidades nos permitié delimitar las acciones
que son propias del tema y los conocimientos previos que el estudiante debe
poseer. Al establecer las capacidades, pudimos reflexionar sobre las posibles
limitaciones que pueden impedir o entorpecer la consecucion de los objeti-
vos de aprendizaje. También, identificar las capacidades nos permiti6é organi-
zar secuencias de capacidades que el estudiante ejecuta al resolver una tarea.
Presentamos el listado de secuencias de capacidades en el anexo 2.

1 Los anexos se pueden consultar en http://funes.uniandes.edu.co/9564/.
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Las secuencias de capacidades nos permitieron determinar las posibles
estrategias que un estudiante puede llevar a cabo para resolver una tarea.
Llamamos caminos de aprendizaje a estas estrategias de soluciéon. Organizamos,
para cada objetivo, un esquema con las secuencias de capacidades y los ca-
minos de aprendizaje. Denominamos grafo de secuencias de capacidades del

objetivo a estos esquemas.

Conocimientos previos

Establecimos un listado de conocimientos previos que los estudiantes deben
poseer antes de implementar la unidad didactica. Establecer esos conocimien-
tos es importante en la medida en que permiten determinar hasta qué punto
un procedimiento es rutinario para un estudiante. Por ejemplo, utilizar el
criterio de la primera derivada para determinar el tipo de funcién requiere

que los estudiantes conozcan y apliquen con anterioridad las reglas de deri-

iy o , —bEb’ =3 :
vacion. El uso del discriminante de la formula x = 3—“ requiere que
a

los estudiantes comprendan que esta formula relaciona los coeficientes de la
funcién ctbica con los puntos criticos. El listado de conocimientos previos
se encuentra en el anexo 3.

2.4. Expectativas afectivas

Las expectativas afectivas tienen que ver con la motivacién del estudiante ha-
cia el aprendizaje del tema. En nuestro caso, establecimos cuatro expectativas
afectivas. Una de ellas es incrementar el interés por razonar sobre los puntos
criticos de una funcidn cibica y su relacidon con el contexto. Estas expectati-
vas se fundamentan en la aplicacién que tiene la interpretacion de los puntos
criticos en la solucion de tareas relacionadas con fenémenos de optimizacion.

Presentamos las expectativas de tipo afectivo en la tabla 1.

Tabla 1
Expectativas afectivas para el tema de puntos criticos de la funcion cibica

EA Descripcion

Desarrollar interés por matematizar fenémenos de optimizacién modelados por

EA1 o . L.
una funcién ctbica para determinar los puntos criticos

EA2 Incrementar el interés por razonar sobre los puntos criticos de una funcién
ctbica y su relacion con el contexto de fendmenos de optimizacién
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EA Descripcion

EA3 Valorar la utilidad del concepto de punto critico para razonar y justificar la
solucién adecuada de situaciones problema en diferentes contextos

Ser cuidadoso y estricto al justificar el uso de los puntos criticos en fenémenos

EA4 o
de optimizaciéon

Nota: EA: expectativa de tipo afectivo.

Establecer las expectativas de aprendizaje y de tipo afectivo, junto con
las limitaciones de aprendizaje que presentamos en el siguiente apartado, nos
permiti6 disefiar y organizar secuencialmente un conjunto de tareas.

2.5. Limitaciones de aprendizaje

Las limitaciones de aprendizaje que establecemos en la unidad didactica tienen
que ver con las dificultades y los errores en que pueden incurrir los estudiantes
al enfrentarse a una tarea relacionada con fendémenos de optimizacidén. Las
dificultades son circunstancias que impiden o entorpecen la consecucion de
los objetivos de aprendizaje y los errores son manifestaciones visibles de las
dificultades (Gonzilez y Gémez, 2018).

Organizamos las dificultades y los errores segiin las dos primeras cate-
gorias propuestas por Socas (1997): las dificultades que corresponden a la
complejidad de los objetos matematicos y las dificultades de los procesos
propios del pensamiento matematico. Entre las dificultades que correspon-
den a la complejidad del objeto matemitico, identificamos la dificultad para
evaluar la viabilidad de los puntos criticos de acuerdo con el contexto de una
situacién de optimizacién. Por otra parte, para las dificultades de los procesos
propios del pensamiento matematico, identificamos la dificultad de la aplica-
ci6n del criterio de la primera derivada para determinar los puntos criticos.
En la tabla 2, presentamos el listado de dificultades y errores mas frecuentes.
Registramos el listado completo en el anexo 4.

Tabla 2
Dificultades y errores representativos del tema de puntos criticos de la_ funcion ciibica

E Descripcion

D1.Ausencia de nociones relacionadas con el concepto de funcién

E2 Relaciona el dominio con rango y viceversa
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E Descripcién

D3. Dificultad para definir de manera formal el concepto de punto critico

Verifica y analiza puntos diferentes a los puntos criticos en representaciones

grifica o ¢jecutable de situaciones de optimizaciéon

£98 Realiza procedimientos y obtiene resultados que dificultan la identificacién del
dominio admisible

E10 Considera que el criterio de la primera derivada siempre permite hallar extremos

relativos

D7. Dificultad para identificar los extremos relativos en las diferentes representaciones

E2 Asocia el punto minimo o maximo local de una funcién ctbica al punto mas alto
o bajo que observa en la representacion grafica, geométrica o ejecutable

E23 Expresa la abscisa y la ordenada de un punto critico sin tener en cuenta que se

relacionan como pareja ordenada, lo cual impide su anélisis como extremo relativo

D10. Obligatoriedad de encontrar una Gnica respuesta a una situacién problema
E40 Considera el punto de inflexién como maximo o minimo relativo
E41 Afirma que la solucién a un problema de optimizacién tiene un maximo y un minimo
E42 Afirma que una funcién cabica sin extremos relativos puede ser optimizada

E43  Fija una interpretacion incoherente a partir de las soluciones obtenidas

D19. Dificultad para asociar la cantidad de puntos criticos a fendmenos de optimizacién
o de crecimiento o decrecimiento en sentido estricto
Asocia una funcién cubica sin puntos o con un punto critico a fenémenos de

E70 Ty
optimizacion

E90 Considera que una funcién ctbica siempre tiene dos puntos criticos

E71 Asocia una funcién cubica con dos puntos criticos a fenémenos de crecimiento o
decrecimiento en sentido estricto

Nota. E: error, D: dificultad.

2.6. Criterios de logro

Los criterios de logro surgen de las secuencias de capacidades establecidas
para cada objetivo. Estos son procedimientos concretos dentro del proceso de
solucion de una tarea que se describen en términos que los estudiantes pue-
den entender. Organizamos los criterios de logro de acuerdo con las acciones
concretas que deben realizar los estudiantes para alcanzar cada objetivo de
aprendizaje. Por tal motivo, los criterios de logro son ttiles para determinar
el nivel de logro de cada objetivo. En la tabla 3, presentamos algunos criterios
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de logro asociados al primer objetivo. Presentamos el listado completo de los
criterios de logro en el anexo 11.

Tabla 3

Ejemplo de criterios de logro para el primero objetivo

CdL Descripcion
Objetivo 1

11 Reconoce la informacién dada y solicitada, también, las variables en un problema

relacionado con una funcién cuabica
Elige el procedimiento que brinde mis elementos para abordar un problema de

12 optimizacién, al tener en cuenta la informacién inicial y los requerimientos de
dicho problema

Verifica que la informacién dada en el problema es insuficiente para abordar otras

13 .
representaciones

Describe la variacién del crecimiento y decrecimiento de las funciones cabicas
haciendo uso del concepto de punto critico

Usa el concepto de punto critico en las funciones ctbicas para diferenciar
126 las que modelan fenémenos de optimizacién o fenémenos de crecimiento y
decrecimiento en sentido estricto

Nota: CdL: Criterio de logro.

2.7. Grafos de criterios de logro de los objetivos de aprendizaje

Los grafos de criterios de logro de los objetivos de aprendizaje son esquemas
que permiten identificar y organizar los criterios de logro que se deben activar
para alcanzar un objetivo de aprendizaje. Estos esquemas permiten evidenciar
las posibles estrategias de solucion y los errores en que puede incurrir un
estudiante al resolver una tarea. Algunos criterios de logro no tienen asocia-
dos errores, debido a que son criterios de logro relacionados con la toma de
decisiones. Los grafos de criterios de logro permiten identificar los criterios
mis relevantes de cada objetivo de aprendizaje.

En la figura 4, presentamos el grafo de criterios de logro del primer ob-
jetivo. Los primeros criterios de logro estan asociados al reconocimiento de
la informacidn. Posteriormente, el grafo da cuenta de las acciones para hallar
la cantidad de puntos criticos y describir la variacién de la funcién ctibica en
diferentes representaciones. Por Gltimo, el esquema muestra los criterios de
logro relacionados con el uso del concepto de punto critico para diferenciar

los tipos de funciones ctbicas.
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Figura 4. Grafo de criterios de logro del primer objetivo

En la figura 5, presentamos el grafo de criterios de logro del segundo
objetivo. Los primeros criterios de logro estin asociados a la interpretacion
de la informacion. Posteriormente, el grato da cuenta de las acciones para
determinar los puntos criticos en situaciones de optimizacion, a partir de al-
gunas representaciones de la funcidn ctbica. Finalmente, el grafo da cuenta
de los criterios relacionados con establecer relaciones entre diferentes repre-
sentaciones de los puntos criticos.

En la figura 6, presentamos el grafo de criterios de logro del tercer ob-
jetivo. Los primeros criterios de logro estan asociados al reconocimiento de
la informacién. Luego, el esquema da cuenta de las acciones para hallar los
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puntos criticos en situaciones de optimizacién. Finalmente, el grafo muestra
los criterios relacionados con definir los puntos criticos como maximos o

minimos y evaluar la viabilidad de estos puntos dentro del contexto de la tarea.

2.8. Esquema general de la unidad didactica

La unidad didactica esta disefiada para 17 sesiones de aproximadamente 60
minutos. Organizamos las sesiones en tres fases. En la primera, presentamos
la unidad didactica, implementamos la tarea diagndstica y preparamos a los
estudiantes que no poseian los conocimientos previos. En la segunda, im-
plementamos las tareas de aprendizaje del tema. En la tercera, realizamos la
evaluacién final de la unidad didactica y la sesién de cierre. En la tabla 4, pre-
sentamos la cantidad de tareas para cada objetivo de aprendizaje y la cantidad
de sesiones de clase con los respectivos tiempos sugeridos.

Tabla 4
Descripcion general de la unidad didactica
., Tiempo .
Sesiéon Aspecto . Actividad
(min)
P s | . : logi
1 Inicio 30 resentacion de. os objetivos y la metodologia
general de la unidad
2 Tarea 60 Implementacién de la tarea diagndstica
Resolucién de la tarea diagnéstica en gran grupo
3 Realimentaciéon 60  para superar las dificultades relacionadas con los

conocimientos previos

Implementacién de las tareas Wazcartén, Pedido de

45,6 Primer objetivo 180 Kellog’s y Programa para modelar (60 min c/u)

. Comunicacién general de dudas, dificultades (a
Cierre del . . .
7 rimer obietivo 60 partir del diario del estudiante y del profesor) y
P J calificaciones obtenidas en las tareas del objetivo 1

8.9 Segundo 120 Implementacién de las tareas Utilidades y Tanque de
’ objetivo agua (60 min c/u)
Comunicacion general de dudas y dificultades
10 Cierre del 60 (a partir del diario del estudiante y del profesor,
segundo objetivo haciendo uso del soffware GeoGebra) y calificaciones

obtenidas en las tareas del objetivo 2

Implementacién de las tareas Cajas de cartén y

11,12 Tercer objetivo 120 Caminata (60 min c/u)
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Sesion Aspecto Tlel?po Actividad
(min)
Comunicacion general de dudas y dificultades
. (a partir del diario del estudiante y del profesor) y
del t
13 cC):I;i:ieoe ereer 60  calificaciones obtenidas en las tareas del objetivo 3.
\¢
J Entrega de formato del sistema de calificacién de la
unidad didactica.
14 Realimentacion 60 Institucic')fmlizacién sobre lo aprendido y
preparacion del examen final
15  Examen final 60  Evaluacién final
Realimentacion sobre los resultados del examen
17 Cierre 60  final, la evaluaciéon de nuestra unidad didactica y

realizacién de la auto y co evaluacidon

La informacién recogida en los analisis anteriores es el fundamento de
la seleccidn, el disefo y la secuenciacién de las tareas que configuran la uni-
dad didactica. Con estas tareas pretendemos (a) determinar si los estudiantes
tienen los conocimientos previos requeridos para abordar la unidad didactica;
(b) contribuir al alcance de las expectativas de aprendizaje y afectivas y a la
superacion de las limitaciones de aprendizaje; y (c) evaluar el nivel de logro
de dichas expectativas. En lo que sigue, describiremos los elementos que

componen las tareas de aprendizaje y de evaluacién.

3.Tareas

En este apartado, presentamos la tarea diagnostica, las tareas de aprendizaje
y el examen final de la unidad didactica. Para cada tarea, describimos sus ca-
racteristicas y algunas previsiones que el profesor debe tener en cuenta antes
de implementarla. En el anexo 5, presentamos el material fotocopiable que
corresponde a cada una de las tareas.

3.1.Tarea diagnostica

La tarea diagnostica permite constatar los conocimientos previos con los que
cuenta el estudiante para abordar el tema de los puntos criticos de la funcién
ctbica. Esta tarea estd compuesta por seis ejercicios en los que se abordan
los conceptos y los procedimientos de grado de una funcidn, la cantidad de
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puntos criticos de la grafica de las funciones, la expresion algebraica, la solu-
ci6n de ecuaciones cuadraticas y el volumen. Esta tarea permite evidenciar
las capacidades de los estudiantes en relaciéon con el reconocimiento de las
caracteristicas de las funciones, el desarrollo de las ecuaciones cuadraticas y
la determinacién del volumen de figuras. Los estudiantes deben resolverla
de manera individual. Para su desarrollo, se entrega a los estudiantes una guia
con los puntos que se deben desarrollar, una hoja en blanco, lapiz, borrador,
regla y calculadora. Se estiman 10 minutos de lectura conjunta de los puntos
y 50 minutos para su desarrollo.

La tarea diagnostica activa el uso de la representacion simbolica en la
descripcidn de la expresion general de las funciones y en el desarrollo de
las ecuaciones cuadraticas. La representacion grafica se utiliza para evaluar
las funciones y graficarlas. Finalmente, la representaciéon numérica se activa
cuando los estudiantes evalian las funciones y hallan la pendiente que pasa
por unas coordenadas.

Sugerencias metodoldgicas y aclaraciones de la tarea

Antes de implementar la tarea diagndstica, el profesor debe asegurarse de que
los estudiantes usen procedimientos algebraicos asociados con las nociones
basicas de derivacion, la resolucién de ecuaciones cuadraticas y las caracteris-
ticas de las funciones hasta grado 3. Algunos items de la tarea estan disefiados
para que el profesor evidencie la capacidad de los estudiantes para realizar
procedimientos algebraicos. Sugerimos realizar una sesion de realimentacién
a partir de una accidn colaborativa entre los estudiantes que demuestren ha-
bilidad en el desarrollo de la tarea diagndstica y aquellos que presenten mas
dificultades. El profesor puede institucionalizar los conocimientos previos
haciendo uso de las preguntas formuladas en la tarea diagnostica.

Errores en los que pueden incurrir los estudiantes. Los errores en los que el estu-
diante puede incurrir estin asociados a la formulacién de representaciones
simbdlicas que no guardan la informacién ni las relaciones establecidas con
el ejercicio. También, puede realizar graficas en las que no se identifican va-
riables o unidades; elaborar tablas sin tener precision en los valores; asociar
cantidades de puntos criticos que no corresponden al tipo de funcidn; asociar
arbitrariamente los coeficientes de la ecuacién cuadritica a la férmula;y llevar
a cabo procedimientos y obtener resultados que dificultan la identificacién del
dominio admisible. Sugerimos que, en la realimentacién de la tarea diagnostica,
se aborden estos errores para que no se presenten en las tareas de aprendizaje.



PUNTOS CRITICOS DE LA FUNCION CUBICA 27

Evaluacién. El profesor debe observar qué criterios de logro activan los estu-
diantes. Los criterios de logro para resolver la tarea estin asociados a realizar
traducciones de la representacioén simbélica de una funcidén ctibica a su repre-
sentacion grafica, elaborar una tabla a partir de una representacién simboélica
y hallar la cantidad de soluciones a una ecuacion cuadritica.

Formulacion

1. Completar la siguiente tabla.

Tipo de | Grado de | Cantidad de , Expresion
L, ., L. Grafica .
funcién | la funcién | puntos criticos algebraica
Lineal
o afin
! 2
y X) — X
2 Sx)
‘ +4

Cbica 2

2. Graficar y hallar la pendiente de la recta que pasa por los puntos P (-2, -1)
y Q (3,6). Senalar si la pendiente es positiva, negativa, no existe o es cero.

¢Por qué?
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3. Determinar los puntos criticos y los intervalos de concavidad, crecimiento
y decrecimiento de las siguientes funciones.
a) flx) =5x° + 4x° + 3x + 2
5x°
b) h(x)=—
4. Solucionar las siguientes ecuaciones cuadraticas.
a) ¥+ 6x = -9
b)5x* +9x +2=0
5. Determinar el area superficial y el volumen de las siguientes figuras.

(2)

9l

h=x+5

X+1 T

\
\
\
b
+
N

r=x+3

\
x
+
EAN

6. Un camidn se comprod en el 2015. La relacion entre el costo (en cientos de
millones) del camidn y la depreciacion dada por su uso en el tiempo (en

décadas), se presenta en la siguiente grafica.

b
-

a. Determinar qué variables representan A y 1V en la grafica.
b. Determinar aproximadamente el minimo y el maximo valor que alcanzé
el camidn durante los tres primeros anos.

c. Establecer el intervalo de tiempo en el que el camién tuvo algiin valor.
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3.2.Tarea Wazcarton

En la primera tarea del primer objetivo, presentamos una situacioéon en la que
los estudiantes deben diferenciar las funciones ctbicas de acuerdo con el fe-
némeno que modelan. Para ello, deben describir y analizar la variacién del
volumen de las cajas. La tarea tiene como meta reconocer aquellas funciones
que modelan fendmenos de optimizacion y aquellas que modelan fenémenos
de crecimiento y decrecimiento en sentido estricto. A continuacién, descri-

bimos los requisitos de la tarea.

Requisitos. Para esta tarea, se requiere que el estudiante conozca el concepto
de punto critico, reconozca el concepto de pendiente de una recta, diferencie
la variable dependiente de la independiente de una funcién, reconozca las
caracteristicas de las funciones ctbicas y reconozca que los maximos y los
minimos locales de una funcién pueden ocurrir inicamente en sus puntos

criticos.

Aportes de la tarea. La tarea pretende que los estudiantes diferencien tipos de
funciones ctbicas en el sistema de representacién grafico y geométrico y que
determinen si esas funciones modelan un fendémeno de optimizacién o un
fenémeno de crecimiento o de decrecimiento estricto. Mediante el analisis
de los sistemas de representacidon propuestos, se busca que los estudiantes
valoren la utilidad del concepto de punto critico para diferenciar funciones.
A través de la idea del volumen de cajas, la tarea busca motivar a los estu-
diantes a que identifiquen la funcién ctbica como la estructura matematica
de la situacidn. Por tal razdn, el estudiante debera formular supuestos que

permitan solucionar la tarea.

Agrupamiento e interaccion. En un primer momento, el profesor presenta al
grupo de estudiantes la meta de la tarea. A continuacion, el estudiante solu-
ciona la tarea de manera individual. Luego, el profesor organiza a los estu-
diantes en parejas con el fin de revisar las descripciones de las variaciones del
volumen vy las diferencias entre los tipos de cajas. Se espera, si es posible, que
discutan cémo se puede utilizar el concepto de pendiente de una recta para
hacer tal descripcion. Por Gltimo, en gran grupo se comparten las reflexiones
obtenidas en el trabajo por parejas, con el fin de realizar la puesta en comun.
La interaccién que se promueve en esta tarea es entre profesor-estudiante,
estudiante-estudiante, estudiante-gran grupo y profesor-gran grupo.
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Conceptos y procedimientos. En la tarea Wazcartdn se abordan los conceptos y
los procedimientos asociados a pendiente de una recta, puntos criticos, punto
de inflexién y volumen.

Sistemas de representacién. Los sistemas de representacion que se activan son
el grafico y geométrico.

Contextos de la tarea. La tarea se sitia en un contexto profesional.

Materiales y recursos. La tarea requiere de volantes con la informacién de la
descripcién de la empresa de cajas.

Formulacion

Wazcarton es una empresa encargada del disefo, la elaboracién y la venta de
cajas de metal y de cartdn de acuerdo con las especificaciones de sus clientes.

A continuacion, se describen sus productos.

- > ‘
e [ - (ol Ll B ah of N o
IN! ez A K £ -

ESPECIFICACIONES DE LOS TIPOS CAJA
Material Usos Tipo de Volumen
base
Depende
Metalr dela
Ideal para Circular o | longitud
- productos cuadrada del
= altos diametro —
== odela
R arista de
la base
Cartén
Depende
Ideal para del <
productos Cuadrada ancho de
planos la base

1. Si fuera un vendedor de Wazcartén ;como describiria la variacion del vo-
lumen de las cajas de metal y las cajas de carton a uno de sus clientes?

2. ;Cémo se relaciona el concepto de punto critico con estas descripciones?

3. ;Qué diferencias encuentra en la variacién del volumen entre los dos tipos

de cajas?
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Temporalidad. El profesor inicia la sesién con la presentacion de la tarea y ex-
plica la forma de trabajo (5 minutos). Se estima que la duracion de la tarea
sea de 35 minutos. El profesor debe apoyar el trabajo individual y por pare-
jas que desarrollaran los estudiantes. Antes de finalizar la sesion, el profesor
resuelve las inquietudes y realiza la institucionalizacion de la tarea, a partir
de las respuestas que expusieron los estudiantes en cada requerimiento (20
minutos). Se busca que cada estudiante participe en el proceso de evaluacidon
de su propio aprendizaje.

Sugerencias metodoldgicas y aclaraciones de la tarea

Para iniciar esta tarea, es necesario que el profesor verifique que se solucio-
naron las inquietudes de la tarea diagnostica. Es conveniente que el profesor
mencione el primer objetivo y la meta de la tarea. De esta manera, los es-
tudiantes reconoceran la finalidad y los aprendizajes que se desarrollarin o
afianzaran al abordarla. Se recomienda hacer una descripcion de la imagen
que se presenta de manera detallada y hacer una lectura de las preguntas. El
profesor debe motivar y promover el trabajo en grupo vy la participacién cri-
tica para desarrollar la tarea de manera adecuada.

Grafo de criterios de logro de la tarea, errores y actuacion del profesor

En este apartado, trataremos los aspectos relacionados con el grafo de criterios
de logro de la tarea. El grafo muestra los posibles caminos de aprendizaje en
torno al sistema de representacidon grafico o geométrico. También, presen-
tamos los errores en los cuales puede incurrir el estudiante al momento de
realizar algin procedimiento.

Grafo de criterios de logro. En la figura 7, presentamos el grafo de criterios de
logro del primer objetivo. Hemos resaltado los criterios de logro que se ac-
tivan en esta tarea mediante una linea gruesa punteada. Observamos que los
primeros criterios de logro estin asociados al reconocimiento de la infor-
macidn, la elecciéon del procedimiento y la verificacién de la informacion.
Posteriormente, encontramos los criterios de logro asociados a las represen-
taciones geométrica y grafica que se utilizan para el desarrollo de la tarea.
Luego, surgen los criterios de logro relacionados con representaciones y un
procedimiento especifico que permite hallar los puntos criticos. Por Gltimo,
encontramos los criterios de logro asociados a la descripcion de la variacion
y la utilizacién del concepto de punto critico.
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Figura 7. Grafo de criterios de logro de la tarea Wazcarton

Errores en los que pueden incurrir los estudiantes. Los estudiantes podrian incurrir
en algunos errores al desarrollar la tarea. Por ejemplo, utilizar una represen-
tacioén grifica o geométrica que no permite modelar la situacidn; realizar
graficas en las que no se identifican variables o unidades; asociar dos puntos
criticos a fendmenos que no son de optimizacioén o asociar un punto critico
a fenébmenos de optimizacion; y analizar de manera incorrecta la informa-
ci6n identificada en las representaciones graficas y geométricas. El listado de
errores se encuentra en el anexo 4.
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Actuacion del profesor. El profesor debe motivar a los estudiantes a solucionar
la tarea y participar a la hora de realizar sus inquietudes. También, debe es-
tar pendiente de si quedaron errores que no se lograron superar en la tarea
diagnostica, revisar de manera constante el trabajo individual y los grupos de
trabajo para constatar que todos realicen la actividad. Las preguntas orienta-
doras pueden ser ;cuales son las variaciones que se presentan en las graficas?
y ¢cudl es la abscisa y la ordenada en un punto critico a partir de la grafica?
Por otro lado, sugerimos al profesor aclarar que la grafica relaciona la altura
con el volumen. En el anexo 14, presentamos el listado de ayudas sugeridas al
profesor para contribuir a la superacién de errores en los que pueden incurrir
los estudiantes al solucionar esta tarea.

Evaluacién. En esta tarea, se evaltia que el estudiante identifique una situacion
modelada por una funcidn ctbica en representaciones graficas o geométricas.
Asimismo, debe realizar un anilisis de la variacién de este tipo de funciones
al hacer uso de la cantidad de puntos criticos. Especificamente, debe eviden-
ciar su comprensiéon para identificar que las funciones ctibicas que tienen
un punto o ningun punto critico modelan fenémenos de crecimiento o de
decrecimiento en sentido estricto. También, debe identificar que las funciones

cubicas que tienen dos puntos criticos modelan fenémenos optimizacion.

3.3.Tarea Pedido de Kellog’s

En la segunda tarea del primer objetivo, pretendemos que, a partir de las re-
presentaciones simbolicas, los estudiantes diferencien las funciones ctbicas
con respecto al fenémeno que modelan. Los estudiantes deben generar un
modelo matematico que les permita analizar la variacion del volumen en los
recipientes y determinar si es posible obtener un volumen maximo y mini-
mo. La tarea tiene como meta que los estudiantes reconozcan, a partir de un
modelo matemitico, aquellas funciones que modelan fenémenos de optimi-
zaci6én y aquellas que modelan fenémenos de crecimiento y decrecimiento

en sentido estricto. A continuacidn, describimos los elementos de la tarea.

Requisitos. La tarea requiere que el estudiante conozca el concepto de punto
critico, emplee el criterio de la primera derivada, aplique y reconozca las
reglas de derivacion y halle el volumen de los cilindros y de los prismas con

base rectangular.

Aportes de la tarea. La tarea busca que los estudiantes establezcan diferencias

entre tipos de funciones cubicas en el sistema de representacion simbélico y
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determinen si esas funciones modelan un fenémeno de optimizacién o uno
de crecimiento o de decrecimiento estricto. Se pretende que los estudiantes
desarrollen interés por matematizar fendémenos modelados por una funcién
cubica para determinar los puntos criticos. También, se busca que elaboren
un modelo matematico que les permita llegar a la solucién vy, posteriormente,
que reflexionen sobre los resultados matematicos para elaborar explicaciones

y argumentos que apoyen o refuten la solucién a la tarea.

Agrupamiento e interaccion. Al iniciar la sesidn, el profesor presenta al grupo de
estudiantes la meta de la tarea. Los estudiantes forman parejas para solucionar
la tarea y discutir los resultados. Durante este proceso, el profesor identifica
formas similares de solucién a la tarea y, a partir de esa informacion, sugiere
a algunas parejas presentar su solucién al gran grupo. Al finalizar, el profesor
dirige los acuerdos sobre cada requerimiento de la tarea. La interaccion que se
promueve es profesor-estudiante, estudiante-estudiante y profesor-gran grupo.

Conceptos y procedimientos. En la tarea Pedido de Kellog’s, se abordan los con-
ceptos y los procedimientos asociados a la forma general de las funciones
cubicas, a la representacidon de funciones, a la variacion del volumen y a los
puntos criticos.

Sistemas de representacion. El sistema de representacion que se activa es el
simbdlico.
Contextos de la tarea. Asociamos esta tarea a un contexto profesional.

Materiales y recursos. En esta tarea se usan volantes con la informacién que se

presenta en la formulacion.

Formulacion

Kellog’s hace una solicitud a Wazcarton para que construya sus nuevas envoltu-
ras para el cereal de Frootloops y Zucaritas con su respectivo premio sorpresa.
Las especificaciones de estas cajas se presentan en la siguiente tabla. Kellog’s

necesita saber la viabilidad de este tipo de requerimiento.

Referencia Caja Especificaciones Reestricciones

B 1 la dife-
Cereal ase cuadrada cuyo lado sea la dife Altura no mayor a 5 cm

rencia entre 5 cm y el alto de la caja

Frootloops Base cuadrada con alto que sea

Premio |igual a la diferencia entre 5y 2 Longitud del lado de Ia

veces el lado de la base de la caja base no mayora 5 cm
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Referencia Caja Especificaciones Restricciones

Cereal Caja en forma de cubo (todos sus | Longitud del lado de la

lados iguales) base no mayor a 5 cm

Zucaritas

Premi Caja de forma cilindrica cuya altura | Longitud del radio de
remio .
sea 2 veces su radio la base no mayor a 5 cm

1. Generar un modelo matemitico que permita establecer las diferencias entre
el tipo de variacion del volumen de las cajas (cereal y premio) de la refe-
rencia Frootloops y las cajas (cereal y premio) de la referencia Zucaritas.

2. ;Es posible determinar un volumen maximo y uno minimo en cada una

de las cajas? Justificar la respuesta.

Temporalidad. Inicialmente, el profesor presenta la tarea y explica la forma
de trabajo (8 minutos). Se estima que la tarea se realice en una sesién de 60
minutos. El profesor debe contar con 20 minutos para realizar la instituciona-
lizacion. Asimismo, debe estimar un tiempo adicional para que los estudiantes
puedan registrar el alcance en cada criterio de logro de la tarea.

Sugerencias metodoldgicas y aclaraciones de la tarea

El profesor debe iniciar con el proposito de la tarea y hacer una lectura de la
imagen que se les entrega de manera detallada. Debe pedir a los estudiantes
que realicen una representacion de cdmo se imaginan cada tipo de caja, con
el fin de tener una idea sobre el razonamiento que los estudiantes presentaron
en torno a la situacidon e implementar ayudas asociadas a la construccién de
las cajas a partir de las medidas. Posteriormente, debe realizar la lectura de
los requerimientos para garantizar que no existan diferentes interpretaciones
de lo que se pretende. En el desarrollo de la tarea, el profesor debe estar muy
pendiente del modelo matemitico porque este es el aspecto principal que
permite desarrollar la tarea. Por Gltimo, debe motivar al estudiante de manera
constante hasta que logre obtener el modelo.

Grafo de criterios de logro de la tarea, errores y actuacion del profesor

En este apartado, presentamos las posibles estrategias que el estudiante pue-
de seguir para desarrollar la tarea, a partir de su grafo de criterios de logro.
También presentamos los errores en los que incurre el estudiante al desarrollar
la tarea y la actuacién del profesor.
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Grafo de criterios de logro. En la figura 8, presentamos el grafo de criterios de

logro de la segunda tarea. Los primeros criterios de logro estan asociados al

reconocimiento de la informacidn, la eleccion del procedimiento y la ve-

rificacién de la informacién. Luego, se encuentran aquellos asociados a la

representacion simbolica y a la utilizacién de la formula para determinar los

puntos criticos o aplicar el criterio de la primera derivada. Por Gltimo, se es-

tablecen los criterios de logro asociados a la descripcion de la variacién y a la

utilizacién del concepto de punto critico desde la representacion simbdlica.
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Figura 8. Grafo de criterios de logro de la tarea Pedido de Kellog’s
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Errores en los que pueden incurrir los estudiantes. Los estudiantes podrian incurrir
en algunos errores al desarrollar esta tarea. Por ejemplo, utilizar una repre-
sentacion simbolica que no modela mateméticamente la situacion, confundir
los coeficientes de la funcidn al aplicarlos en el discriminante o confundir las
reglas de derivacion. El listado completo de errores se encuentra en el anexo 4.

Actuacion del profesor. El profesor debe apoyar a los estudiantes para que lo-
gren solucionar toda la tarea; estar pendiente de si quedaron errores que no
se lograron superar en la tarea Wazcartén o en la tarea diagnostica; y revisar
de manera constante los grupos de trabajo para constatar que todos realicen
la actividad. Los estudiantes deben tener clara la situacién del problema para
que no surjan soluciones que no correspondan y no se bloqueen en algiin
requerimiento de la tarea o procedimiento. Las preguntas orientadoras que
el profesor debe generar, para que los estudiantes puedan continuar con el
desarrollo de los procedimientos, estan relacionadas con el reconocimiento
de la informacidn para realizar una representacion, las reglas de derivaciéon y
la solucién de ecuaciones cuadraticas. Las preguntas orientadoras pueden ser
¢qué informacidn del problema le permite realizar algtin tipo de representa-
cion?, el resultado de la derivada cumple con el desarrollo del exponente?
y scudl es la formula para solucionar una ecuacién cuadritica? Por otro lado,
sugerimos al profesor, al iniciar la sesion, realizar un repaso del uso del crite-
rio de la primera derivada. En el anexo 15, presentamos el listado de ayudas
sugeridas al profesor para contribuir a la superacién de errores en los que
pueden incurrir los estudiantes al solucionar esta tarea.

Evaluacion. En esta tarea, se evalta que el estudiante asocie la situacion planteada
con una funcidén cibica y establezca la expresion simbolica que modela dicha
situacion. Asimismo, debe realizar un analisis de la variacion de este tipo de
funciones al hacer uso de la cantidad de puntos criticos. Especificamente, el
estudiante debe evidenciar su comprension para identificar que las funciones
ctbicas que tienen un punto o ningun punto critico modelan fenémenos de
crecimiento o de decrecimiento en sentido estricto. También, debe identificar
que las funciones cubicas que tienen dos puntos criticos modelan fenémenos
optimizacidn.

3.4.Tarea Programa para modelar

Con la tercera tarea del primer objetivo, pretendemos que los estudiantes
diferencien las funciones ctbicas con respecto al fenémeno que modelan.
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Deben analizar las funciones ctibicas mediante un simulador que les permite
cambiar los coeficientes de la funcién. La meta de la tarea es reconocer, a partir
del modelo matematico y de la relacién entre los coeficientes de la funcidn,
aquellas funciones que modelan fenémenos de optimizacién y aquellas que
modelan fenémenos de crecimiento y decrecimiento en sentido estricto. A

continuacion, describimos los elementos de la tarea.

Requisitos. La tarea requiere que el estudiante conozca el concepto de punto
critico, diferencie la variable dependiente de la independiente de una fun-
cidén, reconozca las caracteristicas de las funciones ctibicas y reconozca que los
maximos y los minimos locales de una funcién pueden ocurrir tinicamente

en sus puntos criticos.

Aportes de la tarea. Por medio de la representacion ejecutable, la tarea busca
que los estudiantes establezcan relaciones entre los sistemas de representacion
grafico, geométrico y simbdlico para determinar si dichas funciones modelan
un fenémeno de optimizacién o uno de crecimiento o de decrecimiento
estricto. El uso del simulador en GeoGebra permite que los estudiantes in-
crementen el interés por razonar sobre los puntos criticos de una funcién
cubica y su relaciéon con el contexto de fendmenos de optimizacién. Los
requerimientos de la tarea llevan al estudiante a elaborar y presentar expli-

caciones y argumentos sobre las relaciones encontradas.

Agrupamiento e interaccién. Esta tarea se desarrolla en tres momentos. El profesor
entrega a los estudiantes el simulador en GeoGebra sin dar mayor explicacion.
Luego, cada uno de los estudiantes interactiia de manera individual con el
programa, con el fin de que vaya construyendo conjeturas para los diferentes
requerimientos de la tarea. En seguida, trabajan en parejas para socializar las
conjeturas y llegar a acuerdos sobre las soluciones a los requerimientos. El
profesor pregunta a los estudiantes sobre lo que ellos consideran que fue la
meta de la tarea, al tener en cuenta sus soluciones. Esta pregunta se realizara
para fomentar el razonamiento y la argumentacién de los estudiantes. Por
ultimo, el profesor realiza la institucionalizacidén con todo el grupo. La in-

teraccién que se promueve es estudiante-estudiante y profesor-gran grupo.

Conceptos y procedimientos. En la tarea Programa para modelar se abordan los
conceptos y los procedimientos asociados a la forma general de las funcio-
nes cubicas, coeficientes de funciones, manejo de GeoGebra, pendiente de
la recta y puntos criticos.
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Sistemas de representacién. Los sistemas de representaciéon que se activan son el
grafico, el geométrico y el simbolico, por medio del simulador en GeoGebra.

Contextos de la tarea. La tarea se sitGla en un contexto cientifico relacionado
con la tecnologia.

Materiales y recursos. La tarea requiere una simulacidén en GeoGebra. La si-
mulacion esta disponible en el anexo 12. Adicionalmente, el desarrollo de la
tarea requiere el uso de computadores o tabletas.

Formulacion

Esta es la simulacion en GeoGebra que utiliza Wazcartoén para determinar el

tipo de material (metal o cartén) en que se fabrican sus cajas.
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1. Realizar modificaciones en los valores de a, b, ¢ y d (que corresponden a
los coeficientes de una funcién ctbica) y determinar los cambios que se
producen.

2. A partir de los cambios anteriormente descritos y el concepto de punto
critico, establecer qué caracteristicas debe tener una funcién que modela un
fenémeno de optimizaciéon y una que modela un fenémeno de crecimiento

o decrecimiento en sentido estricto.

Temporalidad. La tarea se desarrolla en una sesiéon de 60 minutos. El profesor
debe estimar un tiempo para que los estudiantes puedan registrar el alcance

en cada criterio de logro de la tarea.
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Sugerencias metodoldgicas y aclaraciones de la tarea

Para dar inicio a la tarea, es importante que el profesor retome el objetivo y
la meta. De esta manera, se espera que los estudiantes reconozcan la finalidad
y los aprendizajes que se desarrollaran o afianzaran al abordarla. Se recomien-
da hacer una lectura inicial y aclarar las dudas. El profesor debe motivar y
promover en los estudiantes la participacidn critica y generar espacios para
compartir las dificultades que presentaron durante el desarrollo de la tarea. Se
recomienda al profesor, al finalizar las tres primeras tareas asociadas al primer
objetivo, destinar una sesidn para realizar una socializacidn y realimentacién
de 60 minutos. En esta sesion, el profesor debe institucionalizar las diferentes
funciones ctbicas que obedecen a fendmenos de optimizacién y fendmenos

de crecimiento y decrecimiento en sentido estricto.

Grafo de criterios de logro de la tarea, errores y actuacion del profesor

En este apartado, presentamos algunos aspectos relacionados con el grafo de
criterios de logro de la tarea. El grafo muestra los dos posibles caminos de
aprendizaje que el estudiante podria tomar para resolver la tarea. El primer
camino se relaciona con el uso del sistema de representacion simbdlico y el
segundo camino se relaciona con la identificacién de la cantidad de puntos
criticos a partir del sistema de representacion grafico o geométrico. También,
presentamos los errores en los que puede incurrir el estudiante al realizar
alglin procedimiento en torno al uso de la férmula para determinar los pun-
tos criticos o el criterio de la primera derivada. Por Gltimo, establecemos la
actuacién del profesor.

Grafo de criterios de logro. En la figura 9, presentamos el grafo de criterios de
logro de la tarea Programa para modelar. En este caso, los criterios mas rele-
vantes tienen que ver con la accion de usar los coeficientes de la representa-
ci6n simbolica de la funcidn ctibica, para describir sus caracteristicas graficas

y establecer la cantidad de puntos criticos.

Errores en los que pueden incurrir los estudiantes. Los estudiantes podrian in-
currir en errores como confundir los coeficientes de la funcidn; establecer
una cantidad de puntos criticos que no corresponden a la grifica; asociar
una funcién cubica con dos puntos criticos a fenémenos de crecimiento o
decrecimiento en sentido estricto; considerar que una funcién cibica siem-
pre tiene dos puntos criticos; y asociar una cantidad de puntos criticos que
no corresponde al tipo de funcién cabica. El listado completo de errores se

encuentra en el anexo 4.



PUNTOS CRITICOS DE LA FUNCION CUBICA

41

matematica en un
| problema modelado
por una funcién clbica

I | g |

EllJO el procedimiento

| que brinde mas

| elementos para abordar

| un problema de

I optimizacion, teniendo |

en cuenta la

I informacion inicial y
los requerimientos de I

| dicho problema.

geométricas

:

Analizo la var:
de una funcién
cabica en una grifica
o en GeoGebra

on

Decido con cuil |
| sistema de
I representacion describe
| las caracteristicas de los

Verifico que la N
. L. | coeficientes de la |
informacién dada una o 160 aleebraica d
S expresion algebraica de
en el problema es | | situacion [N En P g |

abordar otras | por una

representaciones | funcion

_—— - cuabica
[EE——

En expresiones
simbolicas

|
|
| insuficiente para I—PI modelada |
|
I

una funcion ctbica. |

[GeoGebra 'IL

5
"Haciendo uso del
discriminante de la

— E80
| fReconozco la En Analizo la variacién \_l_[E(ﬂ—Q:w
informacion dada y sentaci de la funcién cubica . . | | Identifico que las funciones
I\()hutada las variables y! —n TepTesentaciones taci Analizo la cantidad
forion en representaciones L
| la estructura geometricas P de puntos criticos en| |

cubicas que tienen un punto
0 ningtn punto critico |

la funcién ctbica en
| | modelan fenémenos de

representaciones L .
| | crecimiento o decrecimiento |

graficas, geométricas . .
en sentido estricto |

o en GeoGebra |

i E42-94
| Identifico que las funciones
cabicas que tienen dos puntosl
. . E42-94
criticos modelan fenémenos | _
| | Usoel
| concepto de |
punto critico |
en las

optimizacién

I—D:Lrlb() Ia variacion del | |
crecimiento y decrecimiento

I de las funciones cabicas

| haciendo uso del concepto

| de punto critico

|

funciones
cubicas para |
| diferenciar las |
que modelan |
fenémenos de
optimizacién
| Asocio dos I 1o fenomenos
| soluciones de la I | de
| ecuacion cuadritica a | Icrecumento vl
dos puntos criticos |
en la funcién chbica |

| decrecimien- |
to en sentido |
estricto

formula _——
+Vp7=3ac
I = bt vb ac I
- - o
lio ol [Haciendo uso
,E o e de la fc formula
método para ol J
. ijo la =
determinarfa || Y — = |
. técnica de . —_—— Asocio cero o
cantidad de o Obteniendo Hallo 1. .
L solucion P dradal’ | Hallo Ia una solucién |
untos criticos raiz cuadrada
pd la fimci de la cantidad de' Ide la ecuauonl
e la funcién H
1 ecuacion solucmnesm cuadritica a
ctibica en P E64
. cuadratica auna | | cero o un
‘p boli Factorizando ecuacion punto critico
smboe | cuadritica | | en la funcién |
Haciendo Completando illb!_ca_ |
uso del cuadrados

criterio de
la primera
derivada

E9-29-30-34-33-32

Figura 9. Grafo de criterios de logro de la tarea Programa para modelar

Actuacion del profesor. El profesor debe apoyar a los estudiantes para que logren

solucionar toda la tarea; estar pendiente de si quedaron errores que no se lo-

graron superar en las tareas anteriores; y revisar de manera constante el trabajo

individual y de los grupos para constatar que todos realicen la actividad. Los

estudiantes deben tener clara la situacién del problema para que no surjan

soluciones que no correspondan y no se bloqueen en algin requerimiento

de la tarea o procedimiento. Las preguntas orientadoras que el profesor debe

generar, para que los estudiantes puedan continuar con el desarrollo de los
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procedimientos, estan relacionadas con las caracteristicas de las funciones
cubicas, la cantidad de puntos criticos a partir del discriminante y el cre-
cimiento de funciones con dos puntos criticos. Las preguntas orientadoras
pueden ser ;cudles son las caracteristicas de las funciones cubicas, cuando
b* > 3ac?, scuintos puntos criticos tiene la funcién cuando b? < 3ac?, scudntos
puntos criticos tiene la funcién? y ;una funcién con dos puntos criticos cre-

ce o decrece constantemente? Por otro lado, sugerimos al profesor explicar

3 —b b —3ac L :
la formula x = 5, ysu discriminante, cuando se involucre en el
a

desarrollo de la tarea o al inicio de la sesion. En el anexo 16, presentamos
el listado de ayudas sugeridas al profesor para contribuir a la superacion de
errores en los que pueden incurrir los estudiantes al llevar a cabo esta tarea.

Evaluacion. En esta tarea se evalta la capacidad del estudiante para determi-
nar las caracteristicas (en los sistemas de representacion grafico, geométrico
y simbolico) que permiten diferenciar entre funciones ctibicas que modelan
fenémenos de optimizacién y fenémenos de crecimiento o de decrecimiento
en sentido estricto. Esto implica que el estudiante debe presentar evidencia
de su habilidad para hallar la cantidad de puntos criticos en diferentes re-
presentaciones y hacer uso de este conocimiento para describir la variacion
de la funcidn.

3.5.Tarea Utilidades

Con la meta de la primera tarea del segundo objetivo, pretendemos que los
estudiantes reconozcan los puntos criticos de las funciones ctibicas en dife-
rentes sistemas de representacioén y los asocien a otras representaciones. Para
ello, tienen que describir el comportamiento de las utilidades a partir de los
diferentes sistemas de representacidon que sean convenientes para analizar la

situacion. A continuacidn, describimos los elementos de la tarea.

Requisitos. La tarea requiere que el estudiante reconozca los intervalos a partir
de sus simbolos, identifique los fenémenos de optimizacién y crecimiento y
decrecimiento en sentido estricto, conozca los sistemas de representacién del
concepto de punto critico, conozca el propio concepto y manipule GeoGebra,
en caso de utilizarlo.

Aportes de la tarea. La tarea lleva al estudiante a que identifique los puntos
criticos de funciones ctibicas en fendmenos de optimizacion en el sistema de
representaciéon numérico o tabular y, posteriormente, represente esos puntos
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de diferentes maneras. La formulaciéon de la tarea busca incrementar el interés
por razonar sobre los puntos criticos de una funcién ctbica y su relacion con
el contexto de fendmenos de optimizacién. Los requerimientos de la tarea
conducen al estudiante a que interprete, relacione y utilice distintas repre-
sentaciones cuando se interacttia con la tarea.

Agrupamiento e interaccién. El profesor inicia con la presentaciéon de la meta
de la tarea. Los estudiantes forman parejas para solucionar la tarea y discutir
los resultados. Al finalizar, el profesor realiza la institucionalizacién. La in-
teraccidon que se promueve es profesor-estudiante, estudiante-estudiante y

profesor-gran grupo.

Conceptos y procedimientos. La tarea Utilidades aborda los siguientes conceptos
y procedimientos: sistemas de representacion grafico y tabular de la funcién
ctbica, traducciones entre los sistemas de representacion, intervalos, puntos

criticos, crecimiento y decrecimiento de funciones.

Sistemas de representacién. Los sistemas de representaciéon que se activan son el
grafico, el tabular y el ejecutable.

Contextos de la tarea. Situamos esta tarea en un contexto profesional.

Materiales y recursos. Para resolver la tarea se debe entregar a los estudiantes un
archivo en Excel con el listado de los valores que analizard (ver anexo 13).
Es necesario tener disponible el programa GeoGebra en caso de que algtin

estudiante lo requiera.

Formulacion

En la Bolsa de Valores de Colombia se compran y venden acciones durante
6 horas al dia. En el mercado de renta variable se negocian las acciones de
companias inscritas en el mercado publico de valores. Esto hace que el valor
de una accién de una compaiiia cambie a lo largo del tiempo de operaciones.
Para estudiar las utilidades de una empresa, un analista financiero registra en

un documento Excel el valor de la accidn a lo largo de la jornada.

Mes Valor de la accién
0,0 1,444
0,4 2,592
0,6 3,468
0,8 4,096
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Mes Valor de la accién
1 45
1,2 4,704
1,4 4,732
1,6 4,608
1,8 4,356

2 4
2,2 3,564
2.4 3,072
2,6 2,548
2.8 2,016

3 1,5
3,2 1,024
3.4 0,612
3,6 0,288
3,8 0,076

4 0
42 0,084
4.4 0,352
4,6 3,828
48 1,536

5 2,5
5.2 3,744
5.4 5,292
5.6 7,168
5.8 9,396

6 12

1. Determinar los puntos criticos y utilizarlos para describir la variacién del
valor de la accidn a lo largo del tiempo de operaciones de la Bolsa.

2. Presentar un informe general que permita evidenciar el momento en que
se alcanza el mayor y menor valor de la accidén. Se pueden incluir grificos,

tablas o hacer uso de Excel o GeoGebra.



PUNTOS CRITICOS DE LA FUNCION CUBICA 45

Temporalidad. El profesor presenta la tarea y explica la forma de trabajo (5
minutos). Se estima que los estudiantes resuelvan la tarea en 35 minutos. Por
Gltimo, el profesor realiza la institucionalizacion en 25 minutos y debe estimar
un tiempo adicional para que los estudiantes puedan registrar el alcance en
cada criterio de logro de la tarea.

Sugerencias metodoldgicas y aclaraciones de la tarea

Para dar inicio a esta tarea del segundo objetivo, es necesario que el profesor
solucione todas las inquietudes de los estudiantes que se presentan en las ta-
reas del primer objetivo. Posteriormente, debe mencionar cual es el segundo
objetivo y el proposito de la tarea. Se recomienda hacer una lectura inicial,
entregar el archivo de Excel correspondiente a la situacion y aclarar las dudas.
El profesor debe motivar la participacion critica en los estudiantes para generar
mejores descripciones de la tarea. También, debe tener en cuenta las posibles
graficas que realicen los estudiantes y enfatizar en la importancia de tener en
cuenta las cifras decimales. En esta sesion, el profesor debe institucionalizar las

diferentes representaciones de las funciones ctbicas asociadas a la situacion.

Grafo de criterios de logro de la tarea, errores y actuacion del profesor

En este apartado, presentamos algunos aspectos relacionados con el grafo de
criterios de logro de la tarea. El grafo muestra los posibles caminos de apren-
dizaje en torno a los sistemas de representacidn tabular y numérico. También,
presentamos los errores en los que el estudiante puede incurrir al realizar
traducciones entre los sistemas de representacion. Por Gltimo, establecemos
la actuacidn del profesor.

Grafo de criterios de logro. En la figura 10, presentamos el grafo de criterios
de logro de la cuarta tarea. De igual manera que en las tareas anteriores, los
primeros criterios de logro estan asociados al reconocimiento de la informa-
cién, a la eleccion del procedimiento y a la verificacidon de la informacién.
Posteriormente, se establecen los criterios de logro asociados a la represen-
tacion tabular y las parejas ordenadas. Los altimos criterios de logro estan
asociados a la caracterizacion de los puntos criticos mediante el sistema de
representacioén y a la traduccion entre los sistemas para relacionar el concepto

de punto critico.
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Figura 10. Grafo de criterios de logro de la tarea Utilidades

Errores en los que pueden incurrir los estudiantes. Los estudiantes podrian in-

currir en algunos errores al desarrollar la tarea. Por ejemplo, confundir los

puntos criticos en los sistemas de representacion tabular y numeérico; realizar

traducciones de representaciones de la funcién cibica a una tabla que no

guarda la informacion ni las relaciones establecidas de la situacion; establecer

relaciones entre las diferentes representaciones de la funcién ctbica que no

guardan informacidn con la representacion de parejas ordenadas; y confundir

el concepto de punto critico en la situacion.

Actuacion del profesor. El profesor debe motivar a los estudiantes para que lo-

gren solucionar toda la tarea. También, debe estar pendiente de si quedaron

Crrores que no se lograron superar en las tareas anteriores, revisar de manera

constante el trabajo individual y los grupos de trabajo para constatar que
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todos realicen la actividad. Los estudiantes deben tener clara la situacion del
problema para que no surjan soluciones que no correspondan y no se blo-
queen en alglin requerimiento de la tarea o procedimiento. Las preguntas
orientadoras que el profesor puede aplicar para que los estudiantes puedan
continuar con el desarrollo de los procedimientos estin relacionadas con el
reconocimiento de parejas ordenadas o los valores numéricos en una tabla.
Las preguntas orientadoras pueden ser ;los valores obtenidos en la tabla y las
parejas ordenadas estan asociados a una funcién ctbica? y ;cual es la abscisa
y la ordenada en un punto critico? Por otro lado, sugerimos al profesor acla-
rar que la grafica que los estudiantes deben realizar no se debe asociar a un
diagrama de barras. En el anexo 17, presentamos el listado de ayudas sugeri-
das al profesor para contribuir a la superacidon de errores en los que pueden
incurrir los estudiantes al solucionar esta tarea.

Evaluacién. En esta tarea, se evaltia que el estudiante elija el procedimien-
to que le proporcione mas elementos para abordar el problema, analice los
atributos de los puntos criticos de la funcidén cabica (mediante el uso de la
representacion tabular y numérica) y logre interpretar los puntos criticos
como miximos o minimos de la funcién cubica mediante traducciones a

otras representaciones .

3.6.Tarea Tanque de agua

Con la segunda tarea del segundo objetivo, pretendemos que los estudiantes
reconozcan los puntos criticos de las funciones ctibicas en diferentes sistemas
de representacién y los asocien a otras representaciones. Para ello, se espera
que aborden el sistema de representacion simbolico para determinar el mayor
y el menor volumen del tanque y que interpreten el resultado en el sistema
de representacién grafico, geométrico, tabular o ejecutable. A continuacidn,
describimos los elementos de la tarea.

Requisitos. Esta tarea requiere de los siguientes conceptos y procedimientos:
identificar fenémenos de optimizacién y crecimiento y decrecimiento en
sentido estricto, sistemas de representacidén, concepto de punto critico y
funcidén ctibica, traducciones entre los sistemas de representacién y volumen

(en caso de utilizarlo).

Aportes de la tarea. La tarea lleva al estudiante a que identifique los puntos
criticos de funciones ctbicas en fenémenos de optimizacidon en representa-

ciones simbdlicas y, posteriormente, a que represente esos puntos de diferentes
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maneras. Los requisitos de la tarea conducen a los estudiantes a ser cuidadosos
y estrictos al justificar el uso de los puntos criticos en fenémenos de optimi-
zacion. También, los requisitos permiten que los estudiantes deban interpretar
los resultados matematicos en distintos formatos con relacién a la situacion.

Agrupamiento e interaccién. Los estudiantes desarrollan la tarea organizados en
ternas. Al finalizar la clase, el profesor realiza la formalizacién y las conclu-
siones de la tarea. La interaccién que se promueve es entre estudiante-grupo
pequefio y profesor-gran grupo.

Conceptos y procedimientos. La tarea aborda los siguientes conceptos y procedi-
mientos: sistemas de representaciéon simbolico, tabular y grafico de la funcién
cubica, traducciones entre los sistemas de representacion, intervalos, puntos

criticos y volumen.

Sistemas de representacion. La tarea activa los sistemas de representacioén sim-
bolico, tabular y grafico.

Contextos de la tarea. Situamos esta tarea en un contexto cientifico.

Materiales y recursos. Los materiales y los recursos para desarrollar esta tarea
son hojas de papel, lapiz y tablas. De manera opcional, los estudiantes pueden
utilizar GeoGebra para verificar las graficas.

Formulacion

Durante 12 horas, una llave deposita agua en un tanque mediante la funcién
ity = 0,5F + 2 + 8t, donde ¢ representa el tiempo (medido en horas) y f(t)
el volumen de agua que deposita la llave en el tanque —medido en metros
ctbicos (m?)—. Al mismo tiempo, un orificio en la parte inferior del tanque
deja salir agua mediante la funcion g(f) = 0,4 + 4 — 2¢, donde ¢ representa
el tiempo (medido en horas) y g(t) el volumen de agua que sale por el orifi-
cio —medido en metros cubicos (m*)—.Tenga en cuenta que el volumen de
agua en el tanque es la diferencia entre el volumen de agua que le entra y el
volumen de agua que sale del tanque.
1. Determinar los puntos criticos del volumen del agua en el tanque a lo largo
del tiempo y utilizarlos para describir su variacién.
2. Presentar un informe general que permita evidenciar el momento en que
se alcanza el mayor y el menor volumen del agua en el tanque. Se pueden

incluir graficos, tablas o hacer uso de GeoGebra.
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Temporalidad. El profesor presenta la tarea y explica la forma de trabajo (8
minutos). Se estima que la duracién de la tarea sea de 35 minutos. Es impor-
tante realizar, junto con los estudiantes, la formalizacién de la tarea, a partir
de la solucién de cada requerimiento.

Sugerencias metodoldgicas y aclaraciones de la tarea

El profesor debe iniciar con el propdsito de la tarea y hacer una lectura deta-
llada de la situacion y de los requerimientos para que no se realicen interpre-
taciones de la situaciéon que no corresponden. El profesor debe estar atento
a las variables que toman los estudiantes para modelar la situacion. Por otro
lado, debe tener cuidado con los maximos y los minimos de la situacién que
van a hallar porque no son de las férmulas que se mencionan. Se recomienda
al profesor, al finalizar las dos tareas asociadas al segundo objetivo, destinar
una sesién para realizar una puesta en comin y una realimentacion de 60
minutos. En esta sesion, el profesor debe institucionalizar las diferentes fun-
ciones ctbicas que obedecen a fendmenos de optimizacién y a fendmenos
de crecimiento y decrecimiento en sentido estricto, a partir de los diferentes

sistemas de representacion.

Grafo de criterios de logro de la tarea, errores y actuacion del profesor

En este apartado, presentamos algunos aspectos relacionados con el grafo de
criterios de logro de la tarea. El grafo muestra los posibles caminos de apren-
dizaje en torno al sistema de representacion simbdlico. También, presentamos
los errores en los cuales puede incurrir el estudiante al realizar traducciones
entre los sistemas de representacién. Por altimo, establecemos la actuacion
del profesor.

Grafo de criterios de logro. En la figura 11, presentamos el grafo de criterios de
logro de la tarea. De igual manera que en las tareas anteriores, los primeros
criterios de logro estan asociados al reconocimiento de la informacion, la
eleccion del procedimiento y la verificacion de la informacién. Luego, esta-
blecemos los criterios de logro asociados a la representacion simbolica y al
desarrollo de la féormula para encontrar los puntos criticos y el criterio de la
primera derivada. Posteriormente, se realiza una traduccion entre los sistemas

para relacionar el concepto de punto critico.
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Figura 11. Grafo de criterios de logro de la tarea Tanque de agua

Errores en los que pueden incurrir los estudiantes. Los estudiantes podrian incurrir

en errores como confundir la cantidad de puntos criticos a partir del siste-

ma de representaciéon simbolico; confundir los coeficientes de la funcion al

aplicarlos en el discriminante o confundir las reglas de derivacion; realizar

traducciones de representaciones de la funcién cGbica a una grafica que no

guarda la informacién ni las relaciones establecidas de la situacion; realizar

traducciones de representaciones de la funcién cibica a una tabla que no

guarda la informacién ni las relaciones establecidas de la situacion; y realizar

traducciones de representaciones de la funcién cibica a una representacion

ejecutable que no guarda la informacién ni las relaciones establecidas de la

situacion. El listado completo de errores se encuentra en el anexo 4.
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Actuacién del profesor. El profesor debe motivar a los estudiantes para que
logren solucionar toda la tarea. Asimismo, debe estar pendiente de si queda-
ron errores que no se lograron superar en las tareas anteriores, y revisar de
manera constante el trabajo individual y de los grupos para constatar que
todos realicen la actividad. Los estudiantes deben tener clara la situacion del
problema para que no surjan soluciones que no correspondan y no se blo-
queen en algiin requerimiento de la tarea o procedimiento. Las preguntas
orientadoras que el profesor debe aplicar para que los estudiantes puedan
continuar con el desarrollo de los procedimientos estan relacionadas con la
informacién inicial del problema, sus representaciones y la solucién de una
ecuacidn cuadratica. Las preguntas orientadoras pueden ser ;cudl informacioén
presenta el problema para desarrollar la tarea?, ;cuiles son las representaciones
simbdlicas que modelan el problema? y ;como se soluciona una ecuacién
cuadratica? Por otro lado, sugerimos al profesor explicar la relacion de los
sistemas de representaciéon con la grafica al inicio de la sesién o cuando se
empiece a representar la situaciéon. En el anexo 18, presentamos el listado de
ayudas sugeridas al profesor para contribuir a la superacién de errores en los
que pueden incurrir los estudiantes al solucionar esta tarea.

Evaluacion. En esta tarea se evalta que el estudiante matematice de manera
correcta el problema, elija el método que le permita determinar la cantidad
de puntos criticos de la funcién cabica en la representacién simbolica, y lo-
gre interpretar los puntos criticos como maximos o minimos de la funcién
ctubica mediante traducciones a otras representaciones.

3.7.Tarea Cajas de carton

Con esta tarea, pretendemos que los estudiantes caractericen los puntos cri-
ticos en situaciones de optimizacidon y vean la viabilidad de la construcciéon
de las cajas. Se espera que los estudiantes generen un modelo matematico
que les permita relacionar un lado de las cajas con el volumen y analizar si es
posible realizar la construccion de las cajas con un volumen miximo y uno

minimo. A continuacion, describimos los elementos de la tarea.

Requisitos. El estudiante debe ser capaz de reconocer las caracteristicas de un
problema modelado por una funcién ctabica que se refiera a un fenémeno
de optimizacién. Debe conocer los conceptos de punto critico, representa-

ci6n simbolica de los extremos relativos, volumen y construccién de sélidos.
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Aportes de la tarea. La tarea promueve que el estudiante caracterice uno de
los puntos criticos de la funcién cibica como miximo en un fenémeno de
optimizacidn. Se busca incrementar el interés por razonar sobre los puntos
criticos y su relacion con el contexto del problema, mediante el uso del ma-
terial manipulativo. Los conceptos y procedimientos que se deben usar para
solucionar la tarea permiten reflexionar y elaborar argumentos que apoyen

o refuten la solucidén matematica en el problema contextualizado.

Agrupamiento e interaccion. Los estudiantes se agrupan en parejas para solucio-
nar la tarea. El profesor asigna a cada pareja de estudiantes el requerimiento
que debe socializar con sus companeros. Para finalizar, el profesor formaliza
la informacién obtenida por los estudiantes. La interacciéon que se promueve
es entre estudiante-estudiante, estudiante-gran grupo y profesor-gran grupo.

Conceptos y procedimientos. La tarea Cajas de cartén aborda los conceptos y los
procedimientos asociados al volumen,la operacion de polinomios, los interva-

los, los puntos criticos y las traducciones entre los sistemas de representacion.

Sistemas de representacién. Los sistemas de representaciéon que se activan son el

simbdlico y el numeérico.
Contextos de la tarea. Situamos esta tarea en un contexto profesional.

Materiales y recursos. Los materiales y los recursos para el desarrollo de esta
tarea son hojas de papel, tablas, 1apiz y cajas de carton.

Formulacion

Se quiere construir una caja sin tapa que tenga el mayor volumen posible,
usando una hoja tamano carta (22 x 28 cm). Para la construccion, se realizan
cortes de x cm en forma cuadrada a las esquinas de la hoja, como se muestra

en la siguiente imagen.
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Asignar tres valores distintos a x para el corte y construir una caja para cada
corte asignado; agregar tantos frijoles como sea posible hasta llenar cada
una de las cajas construidas; y llenar los registros en los espacios indicados

de la siguiente tabla.

x es la longitud del corte en Dimensiones Cantidad de | Cantidad de cartéon
centimetros de la caja frijoles utilizado (cm?)

(a) Valor asignado 1

(b) Valor asignado 2

(¢) Valor asignado 3

(d) Extremo relativo encontrado

(e) Extremo relativo encontrado

2.
3.

Determinar la expresion matematica del volumen que se quiere optimizar.
Describir la variacion del volumen de la caja con respecto al valor asignado

para el corte.

. Determinar los extremos relativos del volumen de la caja.

. Con cada extremo relativo encontrado, construir una caja, llenar su interior

con tantos frijoles como sea posible y completar la tabla con los nuevos

registros.

. Segtin los datos, jes posible construir una caja con la informacién que

brinda cada extremo relativo sobre el valor del corte? ;Qué dimensiones
de la caja maximizan su volumen? ;Qué se puede concluir del proceso de

optimizacién? Justificar las respuestas.

Temporalidad. El profesor presenta la tarea y explica la forma de trabajo (10

minutos). Se estima que la duraciéon de la tarea sea de una sesion de 60 mi-

nutos. Por tltimo, el profesor realiza la institucionalizacién (15 minutos). E1

profesor debe estimar un tiempo adicional para que los estudiantes puedan

registrar el alcance en cada criterio de logro de la tarea.

Sugerencias metodolégicas y aclaraciones de la tarea

El profesor debe realizar la presentacién de la tarea y pedir a los estudiantes

que construyan tres cajas y viertan frijoles para verificar su volumen. Se de-

be indicar, con detalle, la forma de registrar los datos en la tabla propuesta.
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Grafo de criterios de logro de la tarea, errores y actuacion del profesor

En este apartado, presentamos algunos aspectos relacionados con el grafo
de criterios de logro de la tarea. El grafo muestra los posibles caminos de
aprendizaje en torno al sistema de representacion simbolico. También, pre-
sentamos los errores en los cuales puede incurrir el estudiante al momento
de determinar el dominio admisible para que la situacion tenga sentido. Por
altimo, establecemos la actuacion del profesor.

Gerafo de criterios de logro. En la figura 12, presentamos el grafo de criterios de
logro de la tarea. Inicialmente, los primeros criterios de logro estan asocia-
dos al reconocimiento de la informacién y la eleccion del procedimiento.

:
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Figura 12. Grafo de criterios de logro de la tarea Cajas de cartéon
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Encontramos posteriormente los criterios de logro asociados a la represen-
tacion simbolica para aplicar el criterio de la primera derivada o el uso de la
formula para hallar los puntos criticos. Por Gltimo, establecemos los criterios
de logro asociados a la interpretacidn de los puntos criticos que tengan sen-
tido en el contexto del problema, si existe un volumen maximo o minimo.

Errores en los que pueden incurrir los estudiantes. Al desarrollar la tarea, los estu-
diantes pueden incurrir en algunos errores. Por ejemplo, confundir los coefi-
cientes de la funcion al aplicarlos en el discriminante; confundir las reglas de
derivacion; argumentar la solucidn obtenida sin tener en cuenta el contexto
del problema; fijar una interpretacidén incoherente a partir de las soluciones
obtenidas; y realizar procedimientos y obtener resultados que dificultan la
identificacién del dominio admisible. El listado completo de errores se en-

cuentra en el anexo 4.

Actuacion del profesor. E1 profesor debe apoyar a los estudiantes para que logren
solucionar toda la tarea. Debe estar pendiente de los errores que no se lograron
superar en las tareas anteriores y revisar de manera constante los grupos de
trabajo para constatar que todos realicen la actividad. Los estudiantes deben
tener clara la situacion del problema para que no surjan soluciones que no
correspondan y no se bloqueen en algtin requerimiento de la tarea o proce-
dimiento. Las preguntas orientadoras que el profesor debe aplicar para que los
estudiantes puedan continuar con el desarrollo de los procedimientos estan
relacionadas con las incognitas del problema, los datos para construir la caja,
generar la expresion simbdlica del problema y utilizar el criterio de la primera
derivada. Las preguntas orientadoras pueden ser las siguientes: ;cuiles son las
incognitas que se encuentran en el problema?, scuiles datos del problema te
permiten construir la caja?, ;cuales son las variables y constantes en el pro-
blema? y ;a qué valor esta igualando la derivada? Por otro lado, sugerimos al
profesor explicar la solucién de ecuaciones cuadraticas, la correcta construc-
cién de la caja y el dominio admisible de una funcién para que la situacioén
tenga sentido. En el anexo 19, presentamos el listado de ayudas sugeridas al
profesor para contribuir a la superacién de errores en los que pueden incurrir
los estudiantes al solucionar esta tarea.

Evaluacion. En esta tarea, se evaltia que el estudiante determine la expresiéon
simbolica de la funcién ctbica que modela la relacién entre la altura de la caja
y su volumen, utilice los diferentes procedimientos para resolver la ecuacidn
cuadratica y analice el dominio admisible del punto critico de la funcién
cubica en el problema.
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3.8.Tarea Caminata

Con la 0ltima tarea, buscamos que los estudiantes caractericen los puntos
criticos en situaciones de optimizacién a partir de la variaciéon de la velo-
cidad. Ellos deben analizar los datos mediante una representaciéon tabular,
para determinar los puntos criticos y analizar los casos en que existe una
velocidad maxima y una velocidad minima. A continuacidn, describimos los

elementos de la tarea.

Requisitos. El estudiante debe ser capaz de reconocer las caracteristicas de un
problema modelado por una funcién cabica que se refiera a un fenémeno
de optimizacién y conocer los conceptos de punto critico y representacion
tabular, grafica y numérica de extremos relativos.

Aportes de la tarea. La tarea promueve que el estudiante caracterice uno de
los puntos criticos de la funcién ctbica como minimo en un fenémeno de
optimizacion. La formulacién de la tarea caminata permite que el estudiante
valore la utilidad del concepto de punto critico para razonar y justificar la
solucidn adecuada de acuerdo con el contexto del problema. La tarea permite
la comprension de la relacion entre el contexto del problema y la representa-
ci6n de la solucidén matematica. Lograr esta comprension lleva al estudiante
a valorar la viabilidad y establecer las posibles limitaciones de la situacion.

Agrupamiento e interaccion. En un primer momento, el profesor presenta al
grupo de estudiantes la meta de la tarea. En seguida, los estudiantes abordan
la tarea de manera individual. Por altimo, se comparten las soluciones de
algunos de los estudiantes en gran grupo. Se concluye la sesiéon con la ins-
titucionalizacidn y resolucidn de la tarea. La interaccién que se promueve
es entre profesor-estudiante, estudiante-estudiante, estudiante-gran grupo y
profesor-gran grupo.

Conceptos y procedimientos. La tarea aborda los siguientes conceptos y proce-
dimientos: representacion tabular de una funcidn, intervalos, puntos criticos

y relacion tiempo-velocidad.

Sistemas de representacién. Los sistemas de representacion que se activan son
el tabular y el grafico.

Contextos de la tarea. La tarea se sitla en un contexto cientifico.

Materiales y recursos. La tarea utiliza los siguientes materiales y recursos: tablas,
hojas de papel, lapiz y cajas de carton.
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Formulacion

57

Los siguientes valores son el registro de la velocidad de una persona en fun-

ci6én del tiempo.

Tiempo (min)

Velocidad (m/s)

0 0
0,1 0,058
0,2 0,224
0,3 0,486
0,4 0,832
0,5 1,25
0,6 1,728
0,7 2,254
0,8 2,816
0,9 3,402

1 4
1,1 4,598
1,2 5,184
1,3 5,746
1,4 6,272
1,5 6,75
1,6 7,168
1,7 7,514
1,8 7,776
1,9 7,942

2 8
2,1 7,938
22 7,744
2,3 7,406
2,4 6,912
2,5 6,25
2,6 5,40799999999999

4,374
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Tiempo (min) Velocidad (m/s)
2,8 3,136
2,9 1,682
3 0

1. Determinar los extremos relativos de la situacién.

2. Describir lo que ocurre con la variacidn de la velocidad en la caminata.

3. En esta situacidn, sseria posible optimizar la velocidad con respecto al tiem-
po? ;Por qué?

4. Relacionar los extremos relativos con el tiempo transcurrido en el que la
persona alcanzé su minima y su maxima velocidad.

5. Segtin lo observado en los puntos anteriores, ;a partir de cuanto tiempo
transcurrido la persona alcanza una minima velocidad al caminar? Justificar

la respuesta.

Temporalidad. El profesor inicia la sesién con la presentacion de la tarea y
explica la forma de trabajo (10 minutos). Se estima que los estudiantes re-
suelvan los requerimientos en 30 minutos. Por altimo, el profesor realiza la
institucionalizacién en 20 minutos y estima un tiempo adicional para que los
estudiantes puedan registrar el alcance en cada criterio de logro de la tarea.

Sugerencias metodoldgicas y aclaraciones de la tarea

El profesor debe estar pendiente de las representaciones que realicen los estu-
diantes porque los valores que se presentan tienen varios decimales y puede
generar errores asociados a la traduccidén entre representaciones. Al finalizar
la tarea Caminata, se destina una sesién para realizar una puesta en comin
y realimentacidén de 60 minutos. En esta sesion, se pretende formalizar los
diferentes sistemas de representacién de la funcién cabica para determinar

los puntos criticos en situaciones de optimizacion.

Grafo de criterios de logro de la tarea, errores y actuacion del profesor

En este apartado, presentamos algunos aspectos relacionados con el grafo
de criterios de logro de la tarea. El grafo muestra los posibles caminos de
aprendizaje en torno a los sistemas de representacién tabular y numérico.
También, establecemos los errores en los que el estudiante puede incurrir
al determinar el dominio admisible para que la situacién tenga sentido. Por
Gltimo, presentamos la actuacién del profesor.
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Grafo de criterios de logro. En la figura 13, presentamos el grafo de criterios de
logro de la tarea. Observamos que los primeros criterios de logro estan aso-
ciados al reconocimiento de la informacién y la eleccion del procedimiento.
Los siguientes criterios de logro se refieren al uso de la representacion tabular
y de parejas ordenadas para realizar traducciones a las representaciones grafica
y geométrica. Lo anterior permite realizar la interpretacion de los puntos

criticos que tengan sentido en el contexto del problema.
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Figura 13. Grafo de criterios de logro de la tarea Caminata

Errores en los que pueden incurrir los estudiantes. Los estudiantes pueden incurrir
en errores como confundir los puntos criticos en los sistemas de representacion
tabular y numérico; realizar traducciones de representaciones de la funcién
cubica a una tabla que no guarda la informacidn ni las relaciones establecidas
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de la situacion; establecer relaciones entre las diferentes representaciones de
la funcidén cabica que no guardan relacién con la representacion de parejas
ordenadas; confundir el concepto de punto critico en la situacién; argumen-
tar la solucidn obtenida sin tener en cuenta el contexto del problema; fijar
una interpretacion incoherente a partir de las soluciones obtenidas; y realizar
procedimientos y obtener resultados que dificultan la identificaciéon del do-

minio admisible. El listado completo de errores se encuentra en el anexo 4.

Actuacion del profesor. El profesor debe apoyar a los estudiantes para que logren
solucionar toda la tarea. Adicionalmente, debe estar pendiente de si queda-
ron errores que no se lograron superar en las tareas anteriores y revisar de
manera constante el trabajo individual y de los grupos para constatar que
todos realicen la actividad. Los estudiantes deben tener clara la situacion del
problema para que no surjan soluciones que no correspondan y no se blo-
queen en algln requerimiento de la tarea o procedimiento. Las preguntas
orientadoras que el profesor debe aplicar para que los estudiantes puedan
continuar con el desarrollo de los procedimientos estin relacionadas con las
incognitas del problema, la generacidon de una grafica a partir de parejas or-
denadas y la optimizacion de la situacidn. Las preguntas orientadoras pueden
ser las siguientes: ;cudles son las incognitas que se encuentran en el proble-
ma?, ;cudl escala puede trabajar en los ejes para analizar mejor la situacién?
y sse puede optimizar el problema con dos o mas variables? Por otro lado,
sugerimos al profesor explicar las escalas en el plano cartesiano para observar
mejor la variacién en las graficas. En el anexo 20, presentamos el listado de
ayudas sugeridas al profesor para contribuir a la superacién de errores en los

que pueden incurrir los estudiantes al solucionar esta tarea.

Evaluaciéon. En esta tarea se evalGa que el estudiante describa la variacidn de la
velocidad, determine si es una situacién de optimizaciéon y concluya el proceso
de optimizacién a partir de determinar el dominio admisible de la situacién.

3.9. Evaluacion final

El examen final se realiza en una sesiéon de 60 minutos. En este examen, se
evaltia el desarrollo de los estudiantes sobre el tema puntos criticos de la
funcién ctbica. El examen consta de tres tareas asociadas a cada uno de los
objetivos de aprendizaje para observar su nivel de desarrollo. Presentamos
las rabricas en términos de los criterios de logro que permiten determinar
el desempeno de los estudiantes. En las rGibricas se encuentran los errores
asociados a cada punto.
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Formulacion

Tarea 1. Apertura de sucursales

Una compaiia financiera planea abrir dos nuevas sucursales A y B. Como
resultado de esta inversion, se espera que en x meses los ingresos totales de la
sucursal A se representen de acuerdo con la expresion [ (x) = —x” + 7x> — 5,4x
y lo de la sucursal de acuerdo con la expresion I,(x) = x” + 2x.

a) Relacionar la funcién de ingresos de cada compania con las graficas 1y 2

que se presentan a continuacion.

T
Ingresos de totales
(en millones de pesos)
25
20
15
10
5
Tiempo
(en meses)
2 2 0 i 2 3 ] 5 o\ 7 8

Griafica 1
7

Ingresos de totales
(en millones de pesos)

35

30

20

10

Tiempo
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 (en meses)

Grafica 2
b) Con base en lo anterior, determinar la sucursal en la que sus ingresos no

dejarian de crecer con respecto al tiempo.
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En la tabla 5, presentamos la rabrica del primer punto.

Tabla 5

Niveles de logro e indicadores del primer punto

Nivel de
logro

Intervalo

numérico

Indicadores

Superior

Alto

Basico

Bajo

95-100

85-94

75-84

20-75

El estudiante identifica y analiza los puntos criticos en la
funcién cabica por medio de su representacion grafica
(CdLL18) y simbdlica (CdL1.22), para determinar cudndo una
funcidn es creciente o decreciente y cuando es optimizable.
También puede utilizar el criterio de la primera derivada para
hallar los puntos criticos (CdL1.16).

El estudiante utiliza el criterio de la primera derivada para
hallar los puntos criticos (CdL1.16), e identifica y analiza

los puntos criticos en la funcién ctbica por medio de su
representacioén grafica (CdL1.8) y simbdlica (CdL1.22), para
determinar cudndo una funcién es creciente o decreciente y
cuando es optimizable. Asocia cuindo una pendiente es nula al
crecimiento o decrecimiento (E86).

El estudiante utiliza el criterio de la primera derivada para hallar
los puntos criticos (CdL1.16), pero, para solucionar la ecuacién
cuadritica resultante, aplica la férmula cuadritica y confunde los
coeficientes (E33) o confunde los casos de factorizacién que se
requieren para solucionar la ecuacién cuadratica (E32).

El estudiante reconoce que debe utilizar el criterio de la
primera derivada para hallar los puntos criticos (CdL1.16), pero
aplica la segunda derivada para determinar el punto de inflexion
y lo considera como punto critico (E9). Ademas, deriva una
potencia sin operar el exponente (E29), deriva una potencia

sin operar el coeficiente (E30) o iguala la derivada a un valor
diferente de cero. El estudiante no reconoce el criterio de la
primera derivada de la funcién cabica para hallar los puntos
criticos.

Tarea 2. Rendimiento empresarial

La propietaria de una compania de textiles desea recibir informacidén acerca del

comportamiento de las utilidades durante los primeros dos afios y medio de

funcionamiento de su compaiiia, con el fin de determinar en qué momentos

se generaron la mayor y la menor utilidad en este periodo de tiempo. Por lo

anterior, pide a sus mejores empleados realizar un reporte que cumpla con su

solicitud.A continuacién, se muestra la presentacioén que cada empleado presento.
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Empleado 1

N
Utilidades
(en millones de pesos)

24

0.5

Empleado 2

4

Tiempo Utilidades
(afios) (millones de pesos)
0 0
0,16 0,24
0,25 0,33
0,42 0,38
0,75 0,23
1 0
1,58 -0,8
1,75 -0,32
2 0
2,5 1,89

Empleado 3
flx) = &2 = 3x7 + 2x
Empleado 4
(0,0)
(0,16, 0,24)
(0,25,0,33)
(0,42, 0,38)

(0,75, 0,233)

Tiempo
(en afios)

63
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(1,0)
(1,58,-0,38)
(0,75,-0,32)

(2,0)

(2,5,1,89)

Empleado 5

»
Utilidades
(en millones de pesos)

2

Tiempo

-0.5 0p 0.5 \13/ 25 3 35 4 (en afos)

-0.54

1. Determinar en qué momentos se generaron la mayor y la menor utilidad
de la compania segun el reporte de cada empleado.
2. Mencionar una conclusion general haciendo uso de todos los reportes de

los empleados.

En la tabla 6, presentamos la rabrica del segundo punto.

Tabla 6
Niveles de logro e indicadores del segundo punto

Nivel de  Intervalo .
, . Indicadores
logro numérico

El estudiante analiza la situacién mediante los sistemas de

Superior  95-100 representaciéon numéricp (CdL2.18), tabt}ltar (CdL2.5) y grifico
(CdL2.20) para determinar los puntos criticos, y establece

relaciones entre los diferentes sistemas de representacion.

El estudiante analiza la situacién mediante los sistemas de
representacién numérico (CdL2.18), tabular (CdL2.5) y grifico

Alto 85-94  (CdL2.20) para determinar los puntos criticos. Incurre en el
error (E55) al establecer relaciones entre los diferentes sistemas de
representacion.
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Nivel de
logro

Intervalo

numérico

Indicadores

Bisico

Bajo

75-84

20-75

El estudiante analiza la situacién mediante los sistemas de
representacién numeérico (CdL2.18), tabular (CdL2.5) y grifico
(CdL2.20), pero expresa la coordenada “x” como si fuera la “y” al
hallar los puntos criticos (E23) y relaciona la pendiente positiva o
negativa de una recta con el decrecimiento o crecimiento de una
funcién, respectivamente (E3).

El estudiante determina algunas caracteristicas de los sistemas

de representacién pero no logra establecer relaciones que den
solucion al problema. Establece relaciones de la expresion
simbolica de la funcién ctbica a una grafica que no guarda la
informacion ni las relaciones establecidas (E55). Incurre en el
mismo error con una tabla (E56), con parejas ordenadas (E58) y
con la representacién geométrica (E59)

El estudiante no determina caracteristicas de los sistemas de
representacion al establecer traducciones para establecer los puntos
criticos (E16, E17, E80, E81 y E82).

Tarea 3. Ingeniero industrial

Se pide a un ingeniero industrial que disefie un recipiente cilindrico de alu-

minio con una tapa de 80 dm?.

a) Determinar las dimensiones del recipiente para que el volumen sea maximo.

b) Determinar las dimensiones del recipiente para que el volumen sea minimo.

¢) Segln el contexto del problema, ;es posible afirmar que el cilindro alcanza

un volumen maximo y un volumen minimo?

En la tabla 7, presentamos la rabrica del tercer punto.

Tabla 7

Niveles de logro e indicadores del tercer punto

Nivel de Inte{V§lo Indicadores

logro numerico
El estudiante interpreta los extremos relativos de la funcién cabica
como soluciones de fenémenos de optimizaciéon (CdL3.19)
. dependiendo de si es un proceso de maximizacién (CdL3.17) o
Superior  95-100 P nnp aximizacion ( )

es un proceso de minimizacién (CdL3.18) y valora si los puntos
criticos encontrados se interpretan como un miximo o un minimo
en el contexto del problema (CdL3.16).
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Nivel de  Intervalo .
o Indicadores
logro numerico

El estudiante interpreta los extremos relativos de la funcién cabica
como soluciones de fenémenos de optimizacién (CdL3.19)
dependiendo de si es un proceso de maximizaciéon (CdL3.17) o

Alto 85-94  es un proceso de minimizacién (CdL3.18) y valora si los puntos
criticos encontrados se interpretan como un maximo o un minimo
en el contexto del problema (CdL3.16). Argumenta la solucién al
problema sin tener en cuenta el contexto (E75).

El estudiante interpreta los extremos relativos de la funcién ctbica
como soluciones de fenémenos de optimizacion (CdL3.19),

Basico 75-84  pero relaciona el valor mayor en la variable independiente como
maximo local (E26) o relaciona el menor valor de la variable
independiente como minimo relativo (E27).

El estudiante evaltia el dominio admisible de los puntos criticos
(CdL3.12) y los asocia a los extremos relativos (CdL3.13). Asocia el
punto minimo o maximo local al punto mis alto o bajo que observa
en la representacién grafica (E22). Ademas, establece dos posibles so-
Bajo 20-75  luciones a situaciones de optimizacién cuando se requiere un maxi-
mo o un minimo (E41). Por Gltimo, cuando argumenta la solucién,
no tiene en cuenta el contexto (E75). El estudiante no interpreta
los extremos relativos de la funcién ctibica como las soluciones de
fenémenos de optimizacién y no establece los puntos criticos.

Criterios del examen final
En la tabla 8, presentamos la valoracién general del examen con su respectiva

descripcion.

Tabla 8
Valoracién general del examen

Nivel de  Intervalo o
, . Descripcion
logro numérico

El estudiante diferencia funciones ctbicas, determina puntos
criticos y los relaciona en diferentes representaciones.
Adicionalmente, interpreta dichos puntos como minimo o
maximo de acuerdo con el contexto del problema.

Superior  95-100

El estudiante diferencia funciones ctbicas, determina puntos
criticos y los relaciona en diferentes representaciones.

Alto 85-94  Adicionalmente, interpreta dichos puntos como minimo o
maximo de acuerdo con el contexto del problema, pero incurre en
los errores E55, E86 y E75.
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Nivel de  Intervalo .
i Descripcion
logro numerico

El estudiante diferencia funciones ctbicas, determina puntos
Basico 75-84  criticos y los relaciona en diferentes representaciones. Sin
embargo, incurre en los errores E33, E32, E23, E3, E26 y E27.

El estudiante diferencia funciones cubicas, pero incurre en los
Bajo 20-75  errores E9, E29, E30, E55, E56, E58, E59, E16, E17, ES0, E81,
ES2,E22,E41 y E75.

4. Conclusiones

El disefio, implementacién y evaluacién de la unidad didactica relacionada
con los puntos criticos de la funcién ctbica, basada en el modelo del analisis
didactico (Goémez, 2018), nos permitid reflexionar sobre la importancia de
conocer los conceptos y procedimientos que giran en torno al contenido
matematico que se pretende desarrollar con los estudiantes. Ademas, nos
permitié concretar qué de ese contenido matematico se va a ensefar con
una unidad didictica; identificar y establecer relaciones entre las diferentes
formas de representar el contenido matematico; reconocer los fenémenos
que dan sentido al contenido matematico; establecer expectativas de apren-
dizaje y afectivas que estén alineadas con la normatividad y las orientaciones
curriculares; prever las limitaciones de aprendizaje que podrian surgir en el
proceso de aprendizaje y generar ayudas que brinden oportunidades para
superarlas; disefiar, organizar y evaluar tareas de aprendizaje que contribuyan
al logro de las expectativas de nivel superior y la superaciéon de dificultades;
y establecer criterios e instrumentos de evaluacion para determinar el nivel
de logro de las expectativas.

Establecimos la optimizacién de la funcién cabica como enfoque en el
diseno inicial de nuestra unidad didictica, debido al interés por el reconoci-
miento y la utilidad de la optimizacién de funciones aplicado a situaciones
de la vida real (Bulla, Guasca, Medina, Munoz y Cifuentes, 2016). No obs-
tante, la reflexion sobre la informacién que obtuvimos en el anilisis didactico
nos permitié constatar que el concepto matematico que estructura los fe-
némenos de optimizacidn esta relacionado con los puntos criticos. En este
sentido, identificamos que los puntos criticos son el concepto matematico
que privilegiamos en el disefio implementado.
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Nuestra unidad didactica contribuye a los procesos y a las capacidades
matematicas fundamentales propuestas en el marco pisa 2012. En su orden,
la unidad didactica aporta al desarrollo del proceso matematico de formular,
interpretar y emplear. También, contribuye al desarrollo de las capacidades
matematicas fundamentales, como comunicacidén, matematizacidn, sistemas

de representacién y razonamiento y argumentacion.

5. Anexos

A continuacién, presentamos el listado de anexos que apoyan el disefio de la
unidad didactica sobre los puntos criticos de la funcién ctbica.

Anexo 1. Listado de las capacidades.

Anexo 2. Listado de la secuencia de capacidades.

Anexo 3. Listado de los conocimientos previos.

Anexo 4. Listado de las dificultades y los errores.

Anexo 5. Material fotocopiable de las tareas de evaluacién y de aprendizaje.

Anexo 6. Evaluacién diagnostica.

Anexo 7.Tareas de aprendizaje.

Anexo 8. Evaluacién final.

Anexo 9. Diario del profesor.

Anexo 10. Diario del estudiante.

Anexo 11. Listado de criterios de logro.

Anexo 12. Simulador en GeoGebra para la tarea Programa para modelar.

Anexo 13. Registro acciones para la tarea Utilidades.

Anexo 14. Listado de ayudas para los errores en los que incurren los estudiantes en
la tarea 1.

Anexo 15. Listado de ayudas para los errores en los que incurren los estudiantes en
la tarea 2.

Anexo 16. Listado de ayudas para los errores en los que incurren los estudiantes en
la tarea 3.

Anexo 17. Listado de ayudas para los errores en los que incurren los estudiantes en
la tarea 4.

Anexo 18. Listado de ayudas para los errores en los que incurren los estudiantes en

la tarea 5.
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Anexo 19. Listado de ayudas para los errores en los que incurren los estudiantes en
la tarea 6.
Anexo 20. Listado de ayudas para los errores en los que incurren los estudiantes en

la tarea 7.

6. Referencias

Bulla, A., Guasca, G., Medina, D., Muiioz, R.y Cifuentes, P. (2016). Documento final
de la actividad 2.4 de MAD 4. Documento no publicado. Bogota: Universidad
de los Andes.

Goémez, P. (2018). Formacion de profesores de matemadticas y practica de aula: conceptos y
técnicas curriculares. Bogota: Universidad de los Andes.

Gonzilez, M. J. y Gémez, P. (2018). Anilisis cognitivo. En P. Gémez (Ed.), Formacién
de profesores de matematicas y practica de aula: conceptos y técnicas curriculares
(pp- 113-196). Bogota: Universidad de los Andes.

Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte de Espania. (2013). Marcos y pruebas de
evaluacion de PISA 2012: matematicas, lectura y ciencias. Recuperado el 30 de ene-
ro del 2014, de http://www.mecd.gob.es/dctm/inee/internacional/pisa2012/
marcopisa2012.pdfedocumentld=0901e72b8177328d

Ministerio de Educaciéon Nacional. (2006). Estandares bdsicos de competencias en len-
guaje, matematicas, ciencias y ciudadanas. Bogota: Autor. Recuperado de http://
is.gd/IRHR 7t

Socas, M. (1997). Dificultades, obsticulos y errores en el aprendizaje de las matema-
ticas en la Educacion Secundaria. En L. Rico (Coord.), La educacion matemadtica
en la ensefianza secundaria (pp. 125-154). Barcelona: Instituto de Ciencias de la

Educacién (1ce) - Horsori.



