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RESUMEN

Presentamos un estudio centrado en el pensamiento funcional de un grupo de 12 estudiantes de Educacién
Infantil (5-6 afios) de un colegio privado de Granada. Trabajamos con ellos durante tres sesiones, utilizando una
metodologia de investigacion de disefio. En estas sesiones les planteamos tres situaciones cercanas a los nifios,
empleando diferentes representaciones y que involucran las funciones y=X, y=2x, y=x+1. En los resultados
ponemos de manifiesto que estos estudiantes evidenciaron pensamiento funcional a través de las relaciones
funcionales de correspondencia y covariacién. Algunos estudiantes percibieron patrones y llegaron a la
generalizacion.
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Functional thinking shown by kindergarten students

ABSTRACT

We present results from 12 kindergarten students (5-6 years old) of a private school in Granada. We work with
them during three sessions using a design research methodology. In these sessions, we proposed the students
three familiar situations, using different representations, and involving the functions y= X, y=2x, y=x+1. In the
results, we show that these students evidenced functional thinking through correspondence and co-variation
functional relationships. Some of the students perceived the patterns and achieved the generalization.

Key words: Early Childhood Education, pattern, generalization, functional thinking.

1. Introduccion

Este articulo ha sido escrito con el pensamiento puesto en Enrique Castro, Catedratico del
Departamento de Didactica de la Universidad de Granada. Durante mas de 30 afos, ha dedicado una
parte importante de su docencia a la formacién de maestros de Educacion Infantil. Las autoras han
colaborado estrechamente con él en tareas de investigacion en el marco de variados proyectos de
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investigacion 1+D que Enrique Castro ha dirigido. Desde 2014, tras dejar la direccidén de este tipo de
proyectos para dar paso y apoyar a otros investigadores mas jovenes del equipo, participa como
investigador en proyectos que las doctoras Cafiadas y Molina dirigen centrados en el pensamiento
algebraico, particularmente en el pensamiento funcional. Este articulo se centra en los dos focos
mencionados: pensamiento funcional y Educacion Infantil.

Las ideas sobre Educacién Matematica en las primeras edades han evolucionado considerablemente
en los ultimos afos (p. ej., Castro, Cafiadas y Castro-Rodriguez, 2013; Castro y Castro 2016; Clements y
Sarama, 2007). Ha pasado de no ser reconocida a considerarse un elemento importante para la
formacion de los nifios de Educacion Infantil. Uno de los argumentos a favor de la importancia de la
Educacion Matematica en estas edades es la nueva vision sobre la posible competencia matematica en
los primeros afios y su influencia en el éxito de estudios posteriores. Hace unas décadas se
consideraba que en Educacién Infantil no era posible tener capacidades matematicas que pudiesen
considerarse como tales; en cambio, actualmente, con apoyo de la investigacion educativa, se acepta
que los nifios en las primeras edades pueden razonar matematicamente y son propensos a aprender
conceptos y adquirir habilidades matematicas, siendo los primeros aprendizajes matematicos
sorprendentemente importantes (p. ej., Clements, Baroody y Sarama, 2013). Diferentes autores
evidencian que “los nifios pequefios tienen mentes matematicas sofisticadas y un afan natural por
participar en una serie de actividades matematicas” (Mulligan y Mitchelmore, 2013, p. 29). Una
declaracién conjunta de la National Association for the Education of Young Children (NAEYC) y el
National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) (2002; 2009) reconoce que el aprendizaje de las
matematicas de un individuo depende, en gran medida, de la calidad de la educacién matematica
recibida entre los tres y los seis afios. Una consecuencia de tal reconocimiento es la preocupacion
creciente de educadores y responsables de politicas educativas por mejorar el aprendizaje de las
matematicas en Educacion Infantil.

1.1 ;Qué matematicas trabajar en Educacion Infantil?

Algunos investigadores, entre los que se encuentran Clements, Baroody y Sarama (2013), sefialan cinco
bloques de contenidos matematicos que se pueden trabajar en infantil: (a) nUmeros y operaciones; (b)
geometria; (c) medida; (d) patrones y estructuras (dlgebra escolar en términos de Clementes y Sarama,
2007); y (e) datos. Estos bloques no son equivalentes en cuanto a la cantidad de contenidos que
incluye cada uno; los hemos presentado por orden decreciente en cantidad de contenidos.

Una vez fijados los bloques de contenido, se presenta el dilema de tomar la decisién sobre aquello
que es apropiado para el desarrollo de la Educacion Matematica en la infancia dentro de cada uno de
estos bloques. Se parte de dos supuestos antagdnicos: por un lado, pretender preparar a los escolares
para el éxito posterior, aceptando que una educacién temprana intensiva sobre los conocimientos
matematicos basicos permite llegar a alcanzar un nivel aceptable; por otro lado, no se quiere someter
a los nifos pequefios a una instruccién severa, imponiéndoles conocimientos que no estén listos para
aprender, desplazando el curriculo de niveles educativos superiores hacia los grados inferiores (p. €j.,
Seo y Ginsburg, 2004). Se aboga por un plan de estudios cuidadosamente planeado, desafiante,
atractivo, culturalmente apropiado (NCTM, 2013), basado en los intereses de los escolares, de sus
motivaciones y competencias previas, considerandose que la construccion de conocimientos
matematicos se logra mediante las experiencias de la vida diaria de los nifios, dentro del marco de sus
intereses (NAEYC/NCTM, 2002). Se sustenta que el aprendizaje de las matematicas, en general, ha de
hacerse con comprension. Particularmente, para el bloque de algebra escolar de los primeros niveles,
se sefiala que el pensamiento algebraico debe ir mas alld de la fluidez computacional de la aritmética,
y prestar mas atencion a la estructura de las matematicas. Para ello se recomienda trabajar formas
particulares de pensamiento como: hacer analisis de situaciones estudiando el cambio, ver posibles
relaciones entre cantidades y descubrir la estructura subyacente, trabajar la generalizacion, la
prediccion, la resolucion de problemas y el modelado de situaciones a través de las matematicas (p. €j.,
Cai y Knuth, 2011).
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En este trabajo centramos nuestra atencion en el bloque de patrones y estructura en términos de
Clements et al (2013) o algebra escolar en términos de Clements y Sarama (2007). Dentro de este
bloque, nuestro interés esta en el pensamiento funcional de niflos de Educacion Infantil. Lo asumimos
como parte de la propuesta curricular early algebra, que recomienda introducir el pensamiento
algebraico en los primeros afios de escolarizacién obligatoria, esto es, primaria e incluso infantil
(Cahadas y Molina, 2016; Kaput, 1999; Molina, 2009).

2. Marco tedrico y antecedentes

Presentamos a continuacion el marco tedrico de este trabajo articulado en torno a las nociones de
pensamiento funcional, patrones y generalizacién. Posteriormente recogemos algunos antecedentes
destacados en relacion al tema que nos ocupa.

2.1 Pensamiento funcional

En la literatura se habla de razonamiento algebraico, pensamiento algebraico, razonamiento funcional
y pensamiento funcional. En todos los casos se requiere establecer relaciones, si bien el uso del
término razonamiento presenta connotaciones ldgicas.

Blanton y Kaput (2004) describen el razonamiento algebraico como el proceso mediante el cual se
llegan a generalizar relaciones matematicas, a partir de un conjunto de instancias particulares, y a
expresarlas en formas cada vez mas formales. Estos autores sefialan que el razonamiento algebraico se
produce particularmente en tareas en las que se puede generalizar desde patrones numéricos para
desarrollar relaciones funcionales. El razonamiento funcional es una rama del razonamiento algebraico
(Payne, 2012). El pensamiento funcional se centra en las relaciones, tanto directa (de la variable
dependiente con la variable independiente) como inversa (de la variable independiente con la variable
dependiente), existentes entre cantidades que tienen capacidad de variacion simultdnea (Blanton y
Kaput, 2004; Warren y Cooper, 2005). Cafiadas y Molina (2016) lo definen como "un componente del
pensamiento algebraico basado en la construccion, descripcion, representacion y razonamiento con y
sobre las funciones y los elementos que las constituyen” (p. 210). Se trata de un tipo particular de
pensamiento generalizado que favorece el desarrollo del pensamiento algebraico (p. €j., Payne, 2012) y
que es abordado en la Educacién Primaria y Educacién Infantil, por lo general, mediante tareas que
involucran relaciones funcionales de tipo lineal (p. €j., Blanton y Kaput, 2004; Cafadas, Brizuela y
Blanton, 2016).

Partimos de dos tipos de relaciones funcionales que presentan Confrey y Smith (1995):
correspondencia y covariacién. En la relacion de correspondencia, la funcién se asocia a una regla con
la que determinar el valor de y, Unico, de cualquier valor de x dado (p. €j., y=2x+4 no expresado

necesariamente de forma simbdlica). Una relacién de correspondencia, como un modelo input-output
(un valor dado a x, como entrada, genera un valor, de salida, para y), es una contribucién plausible

para entender que las relaciones entre dos conjuntos de nimeros a veces pueden ser expresadas
como reglas algebraicas generales. Usualmente, los estudiantes que identifican esta relacién abordan
coémo ciertos valores en x generan valores de y. Segun Confrey y Smith (1995), este tipo de relacién

produce una dependencia excesiva de las expresiones algebraicas, frente a un descuido del uso de las
tablas, en la compresion de la funcién. En la relacion de covariacion se entiende la funcidén como la
yuxtaposicion de dos secuencias relacionadas, cada una de las cuales se genera independientemente a
través de un patron de valores. Vemos aqui una gran conexion entre la relacién funcional y los
patrones. La covariacion muestra como el cambio en una secuencia o patréon, obliga al cambio en el
otro (coordinar el movimiento de y, a Y, con el de x, a Xq,). Las tablas de valores facilitan
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observar la coordinacion de la variacién en dos o mas columnas —segun el niUmero de variables
involucradas— a medida que nos desplazamos a través de las filas de la tabla. La relacién de
covariacion implica analizar, manipular y comprender las relaciones y cambios simultdneos entre las
cantidades variables. Identificar la relacién de covariacién en las funciones implica una comprensién de
la forma en que las variables dependientes e independientes (x e y) cambian simultdneamente.

Algunos autores (p. €j., Saldanha y Thompson, 1998) entienden, que para la covariacion se ha de
construir en la mente la imagen sostenida de dos valores de cantidades de magnitud,
simultdaneamente. Estos dos tipos de relaciones asociados a la funcién arrojan luz diferente sobre la
relacién funcional subyacente comun (p. ej., Ayalon, Watson y Lerman, 2015).

2.2 Patrones y generalizacion

En Educacion Matematica se considera patron a cualquier regularidad predecible que, por lo general,
implique operaciones numéricas, espaciales o relaciones légicas (Mulligan y Mitchelmore, 2013). El
patrén viene dado por una regla que expresa una regularidad entre elementos que pueden ser
objetos, nUmeros o formas geométricas (p. €j., Castro, 1995). La asociacion de los patrones con el
pensamiento algebraico estd garantizada por la presencia, en los patrones, de la abstraccién y la
generalizacion. En los primeros niveles educativos la manipulacion, descubrimiento y generalizacién de
patrones son actividades vinculadas al algebra escolar. Los patrones permiten la transicion al algebra
mediante el establecimiento de relaciones de tipo funcional (Zazkis y Liljedahl, 2002).

La generalizacion es un concepto amplio en matematicas, muy ligado a la induccién. Poincaré (1902)
considera la inducciéon como la via para llegar al conocimiento en cualquier ciencia y por extension al
conocimiento matematico. "Hay que partir de situaciones particulares y observar regularidades para
alcanzar la generalizacién” (p. 38). La generalizacion se evidencia cuando los estudiantes perciben un
patron subyacente, incluso cuando no son capaces de representarlo claramente (Castro, Cafadas y
Molina, 2010). Implica la afirmacién de una propiedad, o técnica, para un gran conjunto de objetos. El
alcance de tal afirmacion es mayor que el conjunto de casos verificados individualmente; implica un
numero infinito de casos (por ejemplo, para todo nimero entero). Kaput (1999) considera que la
generalizacion es

. extender deliberadamente el rango de razonamiento o comunicacién mas alld del caso o casos
considerados, identificando explicitamente y exponiendo similitud entre casos, o aumentando el
razonamiento o comunicacion a un nivel donde el foco no son los casos o situacién en si mismos, sino
los patrones, procedimientos, estructuras, y las relaciones a lo largo de, y entre ellos. (p. 136)

La generalizacién, imprescindible en algebra, conlleva inferencia y en ella juega un papel importante la
conjetura.

2.3 Antecedentes

Los hallazgos en investigacién han arrojado luz sobre las muchas habilidades, capacidades,
conocimientos generales y especificos sobre las matematicas adquiridos por los nifios en edades
tempranas. La investigacion realizada en las Ultimas décadas con los mas pequefios ha incorporado,
entre sus intereses, el pensamiento algebraico de los nifios, a la par que se investiga sobre
pensamiento aritmético. Esto es debido a un cambio de la mentalidad tradicional que entendia que el
pensamiento algebraico aparece después de que se haya desarrollo el aritmético (p. ej., Warren y
Cooper, 2005). Existen evidencias de que el inicio del pensamiento algebraico surge y se desarrolla a
partir de la capacidad de ver y representar patrones y relaciones (p. ej., Warren y Cooper, 2005). Asi
mismo se sostiene que las matematicas practicamente se basan en patrones y estructuras (p. €.,
Mulligan y Mitchelmore, 2013).
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Estudios llevados a cabo en el contexto del early algebra con estudiantes de los primeros cursos de
Educacion Primaria, han puesto de manifiesto que a estas edades pueden desarrollar diversos modos
de pensamiento algebraico, mostrando, entre otras, las siguientes capacidades: (a) usar una variedad
de estrategias para resolver problemas asociados a una funcién lineal (p. ej., Morales, Cafadas,
Brizuela y Gomez, 2016); (b) representar relaciones funcionales lineales utilizando expresiones
algebraicas (p. €j., Brizuela y Martinez, 2012); (c) representar datos en tablas, las cuales les permiten
sacar conclusiones e, incluso, llegar a hacer generalizaciones (p. €j., Moss y Beatty, 2010); y (d) usar
diferentes representaciones para resolver un problema, como tablas, graficos y ecuaciones, y entender
la traduccion entre ellas (p. g]., Blanton y Kaput, 2004).

Los estudios centrados en la capacidad de los escolares mas pequefios han utilizado, sobre todo,
tareas donde el pensamiento funcional se produce generalizando patrones numéricos. Blanton y
Kaput, (2004) comprobaron que los estudiantes de cursos elementales son capaces de desarrollar y
expresar relaciones de tipo funcional, y describieron el proceso evolutivo que presentan nifios de
diferentes cursos. Se ha mostrado que los niflos poseen ideas intuitivas sobre diferentes relaciones
como la dependencia, la causalidad y la variacion, que desarrollan a través de observaciones de
fendmenos fisicos que los rodean (p. ej., Seo y Ginsburg, 2004), también de relaciones entre cantidades
que pueden entenderse como covariantes o como correspondencia (Panorkou, Maloney y Confrey,
2014.). Algunos estudios han mostrado que los nifios de Educacién Infantil describen sus propios
patrones, comenzando con la repeticién de formas geométricas (Waters y Jilliam, 2004) y, entre las
estrategias que utilizan para continuar un patrén, se destaca la recursividad o recurrencia, proceso
mediante el cual cada término se obtiene a partir del anterior.

A pesar de los estudios realizados, algunos investigadores (p. ej., Papic y Mulligan y Mitchelmore,
2011) indican que el trabajo por hacer es amplio, quedando muchas preguntas sin respuesta sobre
cdmo y cuando el pensamiento algebraico se desarrolla en los afios previos a la escolarizacién formal,
o0 cémo se produce el “salto” desde la simple repeticion de patrones a otros contextos matematicos
mas sofisticados, o la forma en que estos estan vinculados con el pensamiento funcional.

Nuestro trabajo estd en linea con la investigacién sobre el pensamiento algebraico emergente.
Exploramos cdmo es el pensamiento funcional en un grupo de escolares del Ultimo curso de
Educacion Infantil (5-6 afios). Para ello, nos planteamos los siguientes objetivos de investigacién: (a)
identificar evidencias de pensamiento funcional en los estudiantes participantes en la investigacion y
(b) describir el pensamiento funcional mostrado.

3. Método

La metodologia adoptada es la de un experimento de ensefianza, en el marco de la investigacion de
disefio (Molina, Castro, Molina y Castro, 2011). Es de caracter exploratorio, a modo de una evaluacién
de diagnéstico, dentro del primer ciclo iterativo del experimento de disefio.

Trabajamos con un grupo de 12 estudiantes de 5-6 afos, en un aula de un colegio privado de
Granada. Llevamos a cabo tres sesiones de aproximadamente una hora de duracién, en dias no
consecutivos. Se presentaron y discutieron tres situaciones, las cuales entraflan una relacion funcional
lineal diferente. Todas las sesiones se desarrollaron con la estructura que describimos a continuacion.
Una profesora-investigadora presentaba el contexto de la situacion e iba formulado preguntas
relativas a casos particulares de la funcidn. Segun apreciaba que los alumnos entendian lo que se les
estaba preguntando, iba aumentando el tamafio de los nimeros propuestos como casos particulares,
llegando a preguntar por la generalizacién y la expresiéon de dicha relacidn mediante una letra. Se
siguié un proceso inductivo para el planteamiento de las preguntas relativas a la situacion, segun el
modelo de Cafladas y Castro (2007). Las sesiones se desarrollaron con todo el grupo y fueron
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grabadas con videocdmara por un segundo investigador presente en el aula. Estas grabaciones
constituyen la informacién recogida. Las respuestas que obtuvimos son orales, de aquellos estudiantes
que participaban voluntariamente respondiendo a las preguntas planteadas. Se aprecia en el visionado
de la grabacién que hay estudiantes que no participan. La maestra habitual de los alumnos estuvo
presente pero no intervino en el desarrollo de las sesiones.

3.1 Diseio

Se disefiaron tres situaciones sobre perros, collares para los perros y platos para comer y beber los
perros. Para estas situaciones, se emplearon imagenes de perros, collares y platos en colores que se
pegaron en la pizarra. Las situaciones se plantearon en tres sesiones, si bien no coincidié una situacién
para cada sesidn, por ajustes de horario. En la sesidén 1 se trabajo la situacion 1 y se introdujo la
situacion 2. En la sesién 2 se culmind la situacidn 2 y en la sesién 3 se trabajo la situacion 3. En la tabla
1 recogemos esta informacion, caracterizamos las situaciones presentadas a los estudiantes y
detallamos la funcién lineal asociada. Las situaciones estan inspiradas en una tarea presentada en el
estudio de Blanton y Kaput (2004). Los escolares no disponian de papel ni lapiz.

Tabla 1. Situaciones, funciones asociadas y ejemplo de pregunta

Sesion Contexto Funcion Ejemplos de preguntas

1 Cuidadora de animales. Perros, y=X Imaginad cinco perros ;jcuantos collares
collares. son necesarios para poner uno a cada
Materiales mostrados en la perro?
pizarra. ¢Y para cien perros?

Presentacién de casos particulares iComo sabéis que son cien?
donde se ve que se pone un collar ¢Y si son x perros?
a cada perro.

1 Cuidadora de animales. Perros, y =2x Para un perro ponemos dos platos.
platos de comida. Materiales Para dos perros ponemos cuatro platos.
mostrados en la pizarra. Para Tres perros ponemos seis platos.
Presentacién de casos particulares Y para cuatro perros, jcuantos platos
donde se ve que se dan dos platos son?
de comida a cada perro.

2 Cuidadora de animales. y=2x Y si son un millén de perros. ;Cuantos
(Continuacién sesién anterior) platos?

Y si son x perros. ;Cuantos platos?
3 Cuidadora de animales. Perros, y=Xx+1  Sjhay tres perros ;Cuantos platos son

platos de comida y de agua.
Materiales mostrados en la
pizarra.

Presentacién de casos particulares
donde se ve un plato de comida
para cada perro y uno de agua
compartido por todos los perros.

necesarios?
Si hay cinco perros ;Cuantos platos?
:Como lo sabes?

4. Analisis de datos y resultados

Realizamos un andlisis, para cada una de las sesiones, de aquello sucedido en las aulas y que tiene
interés para la investigacién que presentamos. De acuerdo con el marco tedrico, y a priori, tomamos
en consideracion (como categorias) la aparicion de: establecimiento de relacion funcional y si esta es
de correspondencia o de covariacion, deteccion de patrones y estrategia de formacién de los mismo y
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establecimiento de generalizacion. Recogemos fragmentos de las intervenciones, asignando el cédigo
| para la investigadora, E para cualquier estudiante que diera una respuesta individual (no se hace
diferenciacion entre los estudiantes), y Es cuando se trata de una respuesta dada por varios de ellos.

4.1 Funcion y=x

La investigadora introduce la situacién de unos perros a los cuales se les va a poner un collar. Explica al
grupo que va poner en la pizarra pegados algunas imagenes de perros y les va a colocar a cada uno su
collar. Utiliza dichos perros para proponer los primeros casos particulares —un perro, dos, tres,
cuatro—, obteniendo como respuesta uno, dos, tres, cuatro. Estas respuestas son dadas contando los
perros (como se percibe del movimiento de los labios y por los gestos de los escolares) que la
investigadora ha ido colocando pegados en la pizarra.

La investigadora pide a los estudiantes que digan un numero “grande” (elevado). Un estudiante
contesta once. A la pregunta de la investigadora “;cuantos collares son entonces necesarios?”, varios
alumnos responden once. Se sabe que en esta ocasidon ya no han contado pues los once perros no
estan expuestos en la pizarra.

I: ¢Como sabéis que son once collares?

Es:  Porque son once perros.

[Ante la peticidn de que digan nimeros altos que conozcan, un estudiante dice: mil.]
¢Cuantos collares para los mil perros?

Pues mil collares.

¢Cémo lo has pensado? ;Por qué no has dicho dos mil collares?

Porque no hay dos mil perros.

Un estudiante dice: “la respuesta siempre es eso” y hace la siguiente afirmacién: “si hay veinte mil
perros tiene que haber la misma cantidad de collares”.

Otro estudiante, ante la peticién de decir un nimero muy grande dice: “hasta el infinito y mas alld”. La
investigadora le pregunta: “entonces, ;cudntos collares necesitards?” Y la respuesta del mismo
estudiante es: “Hasta el infinito y més alla".

I: ¢Y para "tropecientos” perros?

Es: Tropecientos collares.

I: ¢Y para muchos-muchos-muchos perros?
Es:  Muchos-muchos-muchos collares.

I: ¢Y para X perros?

Es: X collares.

I: ¢Y para z perros?

Es: z collares.

Se observa que para los primeros casos particulares los estudiantes responden tras contar los perros
que se les van pegando en la pizarra. Sefialan con el dedo o siguen con la mirada los perros de la
pizarra. Sin embargo, llega un momento a partir del cual ya no cuentan, no solo porque ese nimero
“elevado” de perros no esté presente en la pizarra, sino porque no les es necesario ya que han
percibido el patrén.

Cuando se les pide que digan un nimero elevado, dicen 11, lo cual pone de manifiesto la percepcion
de algunos estudiantes de “nimero grande”, aunque algunos hablan de miles o millones. Ven evidente
las respuestas que dan, sus explicaciones asi lo dejan ver cuando se les pregunta ";por qué no han
dicho 2000 collares para mil perros?”, respondiendo “porque no hay 2000 perros”. También cuando
dicen que para 20000 perros necesitan 20000 collares y explican que tiene que ser ese nimero de
collares porque hay 20000 perros.
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Un alumno generaliza verbalmente mediante la expresion “debe haber la misma cantidad de collares”.
Este alumno, hace una generalizacion de forma espontanea en términos de Pinto y Cafladas (2017) ya
que hasta ese momento no se le habia hecho pregunta alguna sobre la generalizacion. Ademas,
destaca que algunos estudiantes, no tienen dificultad en aceptar las letras (x, z) como representantes
de cantidades pues en sus respuestas las usan: la investigadora pregunta por los collares necesarios
cuando hay x perros y responden que son necesarios x collares.

4.2 Funcion y = 2x

La investigadora introduce la situacién mostrando un perro y dos platos pegados en la pizarra vy,
seguidamente, el caso de dos perros con sus 4 platos. Al colocar tres perros, antes de poner los platos,
los estudiantes intervienen indicando que se necesitan 6 platos. Lo que indica que han percibido el
patron. La interaccion entre la entrevistadora y los estudiantes se muestra a continuacion.

¢Y para cuatro perros?

Pues otros dos..., ocho.

iPor qué?

Porque dos, mas dos, mas dos, més dos, son ocho (lo calcula mentalmente).
Porque dos mas dos son cuatro, mas otro dos son seis, mas otro dos son ocho.
¢Y para cinco perros?

Diez platos.

¢Como lo sabes? (dirigiéndose a un estudiante).

He pensado.

¢Por qué diez y no veinte ni ocho?

Un estudiante responde planteando una pregunta.

Porque ;cémo ocho més dos van a ser veinte?

iPero como habéis llegado al diez?

Porque he sumado cinco mas cinco. Porque los de agua y los de comida son cinco mas cinco.
¢Y para siete perros?

Es: Catorce platos.

Algunos estudiantes se muestran en desacuerdo y por ello un estudiante explica la respuesta dada.

Uno, uno y dos; dos, tres y cuatro, cuatro, cinco y seis...doce, trece y catorce (lo calcula mentalmente).
Para siete es muy dificil.

¢Y para cien perros?

Doscientos platos.

Uno, uno y dos; dos, tres y cuatro, cuatro, cinco y seis...doce, trece y catorce (lo calcula mentalmente).

Como algunos estudiantes estan despistados, la investigadora vuelve a poner en la pizarra seis perros
y doce platos y pregunta.

I: Y si pongo un perro mas, jcuantos platos necesito?

Es: Catorce.

I: ¢COmo lo has hecho? (dirigiéndose a un estudiante).

E: Porque dos mas dos son cuatro, dos mas dos son cuatro, dos mas dos son cuatro y dos mas dos son
cuatro.

I ¢Y para mil perros?

E:  Dos mil platos.

I: Y para un millon de perros?

Es: Dos millones de platos.

I: ¢COmo lo sabéis?
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Porque hay que ponerle dos platos a cada perro.
Y para el infinito y mas alla.

Infinito dos, mas alla.

Infinito mas alla, dos.

Y para X perros, ;jcuantos platos?

Cero patatero, no existe ese numero.

m = mm~m

En este caso el patrén es percibido con rapidez por algunos estudiantes: el doble, aunque en ese
momento no lo expresan. Para calcular el resultado en el caso de cuatro y cinco perros, algunos
razonan de forma recurrente sumando dos al caso anterior, ya sea partiendo del resultado del caso
particular previo o realizando la suma reiterada. Un estudiante dice que consigue 10 sumando 5 + 5,
cinco de agua y cinco de comida.

Algunos estudiantes no entienden los resultados para los casos particulares de 4 y 5 perros. Al
mostrarles con el material hasta 4 perros, logran responder correctamente para 5 perros y al
presentarles 5 perros y 10 platos en la pizarra, responden correctamente para 6 perros. Para este caso
algunos estudiantes lo hacen contando y dan la respuesta correcta (doce).

A partir de los seis perros, algunos muestran dificultades. Pensamos que parte de los que responden
adecuadamente para 7 y 8 perros, obvian el conjunto inicial, se fijan solo en el conjunto final y razonan
por recurrencia, sumando 2 al niUmero anterior. Un caso especifico, en el que una nifia va haciendo
grupos de 4 conforme va aumentando el niumero. Para 8 perros, se necesitan 16 platos. Parece que
usa esa estrategia porque dice “le es mas facil sumar”.

Cuando se les pregunta por 10 perros, varios estudiantes responden rapido que se necesitan 20 platos.
Claramente, no les ha dado tiempo a hacerlo por recurrencia, lo que nos induce a pensar que han
sumado diez méas diez o conocen el hecho numérico de esa suma. Un estudiante responde que, para
100 perros, necesita 200 platos, y para 1000 perros, necesita 2000 platos. Para un millén de perros, dos
millones de platos. Para mil millones de perros, dice dos mil millones de platos. Consideramos que
este estudiante ha establecido la relacion de poner el dos delante del nUmero dado de perritos. Otros
nifos se muestran acuerdo y dan las mismas respuestas. Uno explica “porque hay que ponerle dos
platos a cada perro”.

Ante la pregunta “s;para hasta el infinito y mas alld perros?”, ya no ven donde han de colocar el
numero 2: uno responde “hasta el infinito dos y mas alla platos”; otro “infinito y mas alla dos". Para
“imuchos perros?”, reconocen que son mas platos que perros. Un alumno dice que necesitamos “dos
mas”. En este caso, cuando se les pregunta por “ x perros”, dicen que eso no existe.

Entendemos que cuando van sumando dos cada vez que se aumenta un perro se estd mas cercano a
la idea de covariacién. En el caso de dos veces el nUmero de perros la relacion se acerca mas a la
correspondencia y esta se mantiene cuando se habla de numeros grandes como cien o mil. El
pensamiento operacional mostrado, en los dos casos, es aditivo, no aparece el multiplicativo, se pone
de manifiesto cuando dicen que para “hasta el infinito y mas alld perros” son necesarios “hasta el
infinito dos y mas alla platos, o que para muchos perros “necesitamos dos mas”. Contrariamente a lo
que ocurre en la funcidon y =x no admiten el uso de las letras como representantes de cantidades.

43 Funciony =x + 1

La investigadora explica que cada perro tendra un plato para comida y que habra un solo plato con
agua para todos. Pone en la pizarra un perro y un plato para comida y otro para agua. Después dos
perros con dos platos de comida y un solo plato de agua. Los estudiantes cuentan y explican lo que la
investigadora reproduce en la pizarra.
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I: Si hay tres perros, jcuantos platos?
E:  Cuatro.
I: Si hay cuatro perros, jcuantos platos?

Ningun estudiante responde y la investigadora da la respuesta.

Dime tu numero favorito.

El diez.

Y si son diez perros, ;cuantos platos necesitamos?

Once (responden tras pasar unos segundos).

¢Por qué son once?

Porque cinco mas seis son once.

Porque sumando cinco mas cinco, mas uno, son once (presenta los dedos de la mano).
Y para siete perros, ;cuantos platos?

Los estudiantes no responden y la investigadora pone siete perros con sus platos de comida y el de
agua en la pizarra y muestra la cantidad, si bien no dice cudntos son.

Y si fueran ocho perros, jcuantos platos necesitariamos?
Nueve.

¢Cémo lo has pensado?

Porque hay un plato de agua.

¢Y si son diez?

Once, pues si diez de comida y uno mas de agua, pues entonces son once.
Si hay doce perros ;Cuantos platos?

Trece.

¢Por qué?

Porque doce mas uno.

Porque he pensado.

MM m~msmSms

Una estudiante dice: “no tengo ni idea” y la investigadora vuelve a los casos en lo que el nimero de
perros es menor y los va poniendo en la pizarra, hasta que termina la sesion.

Esta sesion ha aportado menos informacion que las anteriores. Muchos estudiantes decian no
entender. Creemos que una de las causas posibles sea achacable a que los estudiantes estuviesen
cansados pues las respuestas no eran espontaneas. Otra de las posibles causas puede estar en que la
funcion entrafia mas dificultad que las anteriores. Puede ser también que no entendieran por qué
numero se les preguntaba (si entraba o no en el resultado el plato para el agua). No obstante, algunos
estudiantes (muy pocos) descubren el patron de tomar el mismo nimero de platos que de perros y
sumarle uno, que estaria mas préximo a la covariacion que a la correspondencia.

5. Conclusiones

Con esta investigacion hemos puesto en evidencia que algunos nifios de 5-6 tienen desarrolladas
ideas intuitivas de relaciones funcionales lineales, méas profundas en el caso de la funcién identidad y
menos cuando se consideran las relaciones funcionales 2x y x+1. Asi mismo se ha puesto de
manifiesto que unos nifios perciben relaciones funcionales de correspondencia y otros de covariacion.
Creemos que, en algunos casos, los estudiantes perciben solo el patrén de variacion de la variable
dependiente, usando la recurrencia para responder a la pregunta planteada. El pensamiento
operacional de estos estudiantes es aun aditivo, lo que no les permite la expresién de la relacion
“doble”, como producto de la cantidad inicial por dos y se pierden al colocar ese niumero 2 cuando no
es una cantidad accesible, como lo es para ellos la unidad seguida de ceros. Somos muy cautelosas al
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hablar de nuestros resultados, por los pocos estudiantes con los que hemos trabajado y por el escaso
nimero de sesiones implementado. No obstante, los sumamos a las evidencias obtenidas por
Carraher, Schliemann, Brizuela y Earnest (2006) sobre lo que los estudiantes de corta edad pueden
hacer en relacion a ideas algebraicas que normalmente no aparecen en el curriculo matematico
infantil, por entender que no estan al alcance de los nifios. Ademas, el conocimiento obtenido tanto de
las respuestas de los estudiantes como del desarrollo de las sesiones, nos permite disefiar un nuevo
ciclo del experimento de ensefianza para seguir explorando en este campo.

La importancia del razonamiento en el desarrollo matematico de los nifios es destacada por los
investigadores, asi como que un razonamiento matematico eficaz implica la capacidad de observar
patrones y estructuras, tanto en situaciones de la vida real como en objetos simbdlicos, ya que permite
la formacion de generalizaciones (Mulligan y Mitchelmore, 2013). Poco a poco se va alcanzado
consenso sobre que los estudiantes pueden aprender y deben ser expuestos a ideas algebraicas a la
vez que desarrollan sus habilidades de calculo. Esto requiere fundamentalmente un cambio en la
forma de trabajar la aritmética. Aceptando que la generalizacién es el nlcleo del pensamiento
algebraico, las operaciones aritméticas pueden tratarse como funciones, esto es, relaciones en las que
intervienen cantidades que varian y nUmeros (Carraher et al., 2006). Los maestros de Educacién Infantil
deben guiar a los nifos a establecer conexiones de ideas dentro de las matematicas, asi como con
otras materias. Para ello, el trabajo con patrones es recomendable para estudiar regularidades y
relaciones a través de una variedad de experiencias apropiadas y estrategias de ensefianza basadas en
la investigacion. Los curriculos para maestros de Educacién Infantil deben incluir atencion al
componente del pensamiento funcional, a través del trabajo con patrones. Es también conveniente
que los maestros en ejercicio tengan la oportunidad de un desarrollo profesional continuo, para que
los resultados de nuevas investigaciones lleguen al profesorado, lo cual apoyaria una educacién
matematica infantil de alta calidad.
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