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Un ejemplo de aprendizaje en el sentido de Polya

Mercedes Anido de Lopez”
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RESUMEN

Se trata de una experiencia de busqueda y construccion de un conocimiento a partir de un problema
utilizado como detonador. ElI campo de la investigacion fue el conjunto de actitudes y capacidades
demostradas por los alumnos de un curso de algebra lineal preparatorio a un curso de teoria de control de
la carrera de ingenieria de sistemas. Se trabajo el algebra lineal con un enfoque geométrico y se utilizo la
herramienta computacional para realizar sucesivas pruebas que llevaron al descubrimiento de
propiedades. Se utilizd el sistema computacional Scilab. La rapidez de respuesta numérica de la
herramienta computacional permitié un juego de bisqueda, acierto, error desarrollado por los alumnos,
imposible de ser realizado, en ese nivel, por medios manuales.

RESUMO

O trabalho trata-se duma experiéncia da busca e contrugdo dum conhecimento, a partir dum problema
utilizado como gatilho. O campo da investigacéo foi o conjunto das atitudes e capacidades demonstradas
pelos alunos dum curso da Algebra Lineal, preparatdrio a um curso de teoria do control, da carrera de
Ingenheria dos Sistemas. Trabalhou-se a algebra lineal com um enfoque geométrico, e se utilizou a
ferramenta computacional para sucessivas provas que llevaram ao descobrimento das propriedades.
Utilizou-se o sistema computacional Scilab. A rapidez da resposta numérica da ferramenta computacional
permitiu um jogo da busca, acerto e erro, desenvolvida pelos alunos, impossivel de ser realizado nesse
nivel pelos medios convencionais.

ABSTRACT

This paper describes how motivation can trigger the search for mathematical knowledge. The research
field was the set of attitudes and abilities shown by students at a Linear Algebra course taken in
preparation for a Control Theory course, a sub-part of the Systems Engineering program. A geometrical
approach was used to discuss linear algebra. Thanks to Scilab, a computer-based application, successive
trials led to the discovery of specific properties. The rapidity of Scilab's numeric response made it
possible to use a search process of error and success which manual methods do not address at that level.

RESUME

Cet article montre comment un probléme de motivation peut servir de déclencheur a la recherche de la
connaissance en mathématiques. Les acquis et les réactions d'un groupe d'étudiants d'un cours d'algébre
linéaire préparatoire au cours de Théorie de contrdle des études d'ingénierie de systémes constituent le
champ d'études. On a travaillé en algébre linéaire de fagon géométrique. L'utilisation du programme
informatique Scilab a permis, aprées diverses tentatives, de dégager l'existence de certaines propriétés.
Grace a la vitesse de réponse numérique de I'outil informatique, les étudiants ont pu mettre en place leur
propre programme de recherche et tester, par eux-mémes, comment faire la différence entre les bonnes et
les mauvaises démarches. A ce niveau d'études, le méme objectif n‘aurait pas pu étre atteint a l'aide de
méthodes de calcul manuel.
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INTRODUCCION

En este trabajo se registran los pasos que siguid un grupo de alumnos en una clase de
operadores lineales desarrollada como madulo previo a un curso de sistemas dinamicos lineales.

Los resultados obtenidos en cuanto a la metodologia de ensefianza-aprendizaje pueden ser
transferidos a cursos de matematica aplicada en las &reas, sobre todo de ingenieria y ciencias
economicas.

¢ Cudl fue nuestro objetivo?

Se busco apreciar el valor de la herramienta computacional, en cuanto a su rapidez de respuesta,
en un proceso de construccion de conocimiento y realizacion de actividades imposibles de
gjecutarse manualmente por el tiempo y esfuerzo que demandaria la operatoria matricial.

Con base en las observaciones, se volvieron a plantear preguntas, ya mas focalizadas,
redefiniendo y separando las hipotesis para un nuevo ciclo de investigacion-accién mas
profundo, con s6lidas hipdtesis.

¢ Qué herramienta computacional se eligio y por qué?

Se utilizo el paquete de programas Scilab (Basile) que desarrolla el grupo METAZ en el Institut
National de Recherche en Informatique et en Automatique (INRIA) de Francia. Este sistema se
ha desarrollado con el objetivo de proveer a los expertos en matemaética aplicada de una
poderosa herramienta de calculo matricial.

Scilab es un paquete CACSD de distribucidn gratuita por el INRIA. Es realmente un paquete de
software cientifico para calculo numérico en un entorno amigable.

Sus caracteristicas son:

(1 Estructura de datos elaborados (matrices polinomiales, racionales y de caracteres, listas,
sistemas multivariables lineales...).

Intérprete sofisticado y lenguaje de programacion con sintaxis parecida al Matlab.
Graficacion en dos y tres dimensiones. Animacion.

Estructura abierta (interface con Fortran y C via online con linkeado dinamico).
Bibliotecas de macros.

Algebra lineal (incluye matrices ralas, formas de Kronecker, Schur...).

Control (Cléasico, LQG, H-infinity...).

Paquete para LMI (Inecuaciones Matriciales Lineales), optimizacion.
Procesamiento de sefiales.

Simulacidn (varios 6érdenes...).

Optimizacion (diferenciable y no diferenciable, resolucion LQ).

Metanet (anélisis de grafos y optimizacion).

Capacidad simbolica a través de una interface con Maple.

N I O ) O O

Se puede obtener SCILAB por anonymous en:
ftp.inria.fr (internet # 192.93.2.54 ) Directorio:INRIA/Projects/Meta2/Scilab
ftp.unr.edu.ar (internet # 200.3.120.67) Directorio: pub/soft/scilab

¢ Con qué concepcidn metodoldgica trabajamos?

Se utiliz6 una metodologia de investigacion-accion, la cual se fundamenta en una teoria
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interpretativa de la investigacion. El docente actia como observador participante en el contexto
del proyecto de investigacién-accion.

Se buscé la inmersion del investigador docente en el contexto que analiza a fin de captar el
sentido de la accién de los participantes.

Para el propio docente el aula no fue un espacio fisico, sino un laboratorio donde el mismo
adquirié conocimiento y amplié su vision. Las preguntas, respuestas y propuestas de los
estudiantes ofrecieron un campo de investigacion activa no sélo en didactica sino en la misma
matematica como ciencia. La efectividad de los procesos de ensefianza-aprendizaje mejora
cuando se hace del trabajo aulico un espacio de investigacién. En esa linea es vigente el
pensamiento de Kierkegaard cuando dice: "Ser un docente en el recto sentido, es ser un
aprendiz. La investigacion comienza cuando el docente aprende del alumno, poniéndose en su
lugar de manera que pueda entender lo que el alumno entiende y la forma en que lo hace".

¢En que concepcion epistemolégica y didactica nos basamos?

La estrategia pedagdgica aplicada en este trabajo se sustenta en las ideas que diversos

educadores introdujeron en las Gltimas décadas, a saber:

1 Laconcepcion del educando como sujeto activo de los procesos educativos.

[0 La concepcidn de la relacién interactiva y dialdgica entre el educador y el educando cuyo
resultado es el cambio de actitudes, comportamientos y grado de conocimiento de ambos
sujetos, sin que ello implique la pérdida de sus identidades y roles especificos.

71 La valoracion de la importancia de la motivacion y la experiencia vivencial para obtener
aprendizajes significativos y perdurables.

[ La valoracidn de la relevancia de la interaccidn entre los aspectos cognitivos, psicomotrices
y afectivos que intervienen en los procesos de aprendizaje.

¢, Cudl fue el detonador para la accion?

El detonador para la accién fue el problema motivador resuelto con herramienta computacional.
Cada problema fue preparado cuidadosamente, como unidad de aprendizaje. Se buscaron
problemas aparentemente muy simples, pero que promovieron un intensivo trabajo de reflexion,
sobre propiedades conocidas, en la busqueda de soluciones.

¢ Cudl fue el rol de la herramienta computacional? ¢Y en qué enfoque epistemolégico?

En ese contexto la herramienta computacional jugé un rol determinado en relacion con el
enfoque epistemolégico de la matematica. Nos adherimos a lo expresado por G.Polya cuando
afirma que:

Las matematicas son consideradas como una ciencia demostrativa, éste es s6lo uno de sus
aspectos. La obra matemética se nos presenta, una vez terminada, como puramente
demostrativa, consistente en pruebas solamente. No obstante, esta ciencia se asemeja en su
desarrollo al de cualquier otro conocimiento humano. Hay que intuir un teorema
matematico antes de probarlo. Asi como la idea de la prueba antes de llevar a cabo los
detalles. Hay que combinar observaciones, seguir analogias y probar una y otra vez. El
resultado de la labor demostrativa del matematico es el razonamiento demostrativo, la
prueba; pero ésta, a su vez, es construida mediante el razonamiento plausible, mediante la
intuicion. Si el aprendizaje de las matematicas refleja en algin grado la invencion de esta
ciencia, debe haber en él lugar para la intuicién, para la inferencia plausible.
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También seguimos en nuestra metodologia de ensefianza las ideas expuestas en el documento de
trabajo "Perspectives on the teaching of geometry for the 21st century” ICMI-STUDY,
expuesto en el 8 ICMI, Sevilla, 1996, en el cual se dice que en la Universidad, aun en los cursos
de nivel avanzado, la geometria deberia establecer sistematicos lazos entre teorias generales
abstractas y su intuitiva y visual interpretacion.

La resolucion de problemas se concibe como un acto generador de un proceso a través del cual
quien aprende combina elementos del conocimiento, reglas, técnicas, destrezas y conceptos
previamente adquiridos para dar una solucién a una situacién nueva.

Se admite que las matematicas son tanto un producto como un proceso; tanto un cuerpo
organizado de conocimientos como una actividad creativa en la que participa el que aprende.

En realidad, puede afirmarse que el propdsito auténtico del aprendizaje de reglas, técnicas y
contenido es generalmente permitir al que aprende, operar en matematicas y, desde luego,
resolver problemas. Asi, la resolucion de problemas puede considerarse como la verdadera
esencia de las matematicas.

¢, Cudl fue nuestro problema de investigacion?

Se tratd de una situacidon didactica que se presentd en clases de algebra lineal consideradas
como modulo previo a un curso de teoria de control.

Los sistemas dinamicos lineales son la base de la mayor parte de la modernizacion de sistemas
utilizados en economia, ingenieria y ciencias aplicadas.

La simplificacion de los mismos y particidn en subsistemas mas simples (desacoplamiento de
sistemas) se apoya en el algebra lineal y especialmente en los conceptos de diagonalizacion de
una matriz y forma de Jordan. La ensefianza de la forma candnica de Jordan ha enfrentado
siempre grandes dificultades por las siguientes razones:

1. La complejidad y profundidad de la teoria de fundamentos.

2. La dificultad de ejemplificacion de conceptos, por medio de célculos manuales (apenas se
eleva a mas de dos el orden de las matrices). Por ejemplo, la invariancia de un subespacio, el
funcionamiento de una matriz en forma candnica aplicada a vectores de distintos subespacios,
etcétera.

3. La falta de tiempo asignado en el curriculum para aplicaciones que estimulen el interés del
alumno en el aprendizaje.

Estas dificultadas generales se multiplican cuando se trata de ensefiar a estudiantes que no
cursan una licenciatura en matematica. Esto plantea un desafio que frecuentemente ha sido
ignorado. Se trata de resistir la tentacion de desarrollar los contenidos de la mateméatica como si
los alumnos fueran potenciales matematicos y en su lugar buscar metodologias alternativas.
Aqui la herramienta computacional puede ser una importante ayuda.

Ademas, en los cursos de matematica especializada de las carreras profesionales se presenta una
dificultad adicional: la lejania cronoldgica del algebra lineal basica trae aparejado el olvido de
conceptos fundamentales para el tratamiento de los operadores lineales, como son las
propiedades de los polinomios y los conceptos de espacios vectoriales y transformaciones
lineales.

En este trabajo de investigacion se evalUa el rol de la herramienta computacional en la solucién
de la segunda dificultad planteada, en cuanto a la rapidez de respuesta de la computadora en la
basqueda de ejemplificacion de conceptos y verificacién de propiedades.
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Este proceso es a su vez fundamental para la construccion de un conocimiento significativo.

¢ Cual fue la situacion aulica?
Se trabajé conforme a los siguientes ejes:

71 La metodologia basada en la participacion activa del estudiante como agente de su
aprendizaje procuré habilitarlo con el uso de programas informaticos.

[l Las pautas de trabajo fueron las siguientes:

1. Los alumnos trabajaron en un laboratorio de computacién (dos o tres por maquina), en el
tiempo asignado a clases practicas.

2. En un comienzo se utiliz6 la computadora como una gran calculadora numérica, con
funciones incorporadas de algebra lineal (sistemas computacionales para el calculo
matricial).

3. Los alumnos no recibieron nociones especificas sobre sistemas operativos ni programacion,
ya que existen sobre estos temas espacios Yy tiempos previstos en el curriculum.

4. Se realizaron trabajos practicos para el repaso y manejo de los siguientes temas: operatoria
matricial, sistema de ecuaciones lineales, espacios generados, dependencia e independencia
lineal, base, dimension, rango, imagen, bases ortogonales y transformaciones lineales.

¢ Cuales fueron las estrategias didacticas?

Las tareas estuvieron orientadas a la construccién del conocimiento a partir de situaciones
probleméticas y al afianzamiento de conceptos. La computadora permitié ganar tiempo en
calculos rutinarios, y en plantear y resolver problemas con datos reales.

El esquema metodoldgico se basé en la participacion activa de los estudiantes usando el recurso
de la discusion. Las actividades se organizaron con propuestas sucesivas emergentes de un
problema inicial motivador utilizado como detonador. Se siguié una induccién natural por las
preguntas de los propios alumnos. Se disefiaron problemas motivadores (a veces de ingenua
simplicidad) en un verdadero trabajo de ingenieria didactica.

¢ COmo se recogieron los datos?

Se observaron las actitudes y capacidades del estudiante frente a problemas que involucran
conceptos del algebra lineal y que pueden ser resueltos con apoyo computacional.

a) El alumno frente a la computadora.

Se trat6 de detectar y consignar:

[0 Capacidad de relacidn entre simbologia matemaética y lenguaje computacional.
[0 Grado de captacidn de la I6gica del sistema.

[1 Reacciones frente a las respuestas imprevistas de la computadora.

b) El alumno frente al aprendizaje.

Se evalud y consigno:

1 Interpretacion y uso de la notacion y lenguaje simbolico del algebra lineal.

1 Capacidad de exploracién de la validez de propiedades no conocidas por analogia o por
intuicion.

1 Capacidad de induccion de nuevos conocimientos a partir del error.

1 Capacidad de demostracion en pequefios problemas teoricos.

[0 Capacidad de planteamiento y solucién de un problema de algebra lineal en situaciones
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reales.
[ Criterios para el andlisis de soluciones.

¢, Qué observaciones registramos especialmente?
Como observadores participantes describiremos los pasos que los mismos alumnos plantearon.

El texto tedrico del curso es el libro Elementary Linear Algebra, de Stanley I. Grossman.

El primer problema que se planted fue: diagonalizar la matriz

Paso 1: ; Cuéles fueron los autovalores que se obtuvieron?

Los alumnos procedieron a encontrar los autovalores de la matriz utilizando la funcién SPEC
del sistema. El vector formado por los autovalores que se obtuvieron de la matriz A en el orden
dado se designara en este trabajo con la siguiente notacion (los autovalores son Unicos pero no
forman un conjunto ordenado):

L = SPEC(A) L=[-1, -1, -1]
Se observo que la multiplicidad algebraica del autovalor -1 es igual a 3.

Paso 2: Cuales son los autovectores correspondientes a los autovalores obtenidos
anteriormente?

Se procedio al calculo de los autovectores correspondientes, utilizando ahora la funcion KER
del sistema Scilab (Basile). Para ello se record6 la definicién de autovalor y autovector:

En efecto, siendo A una matriz de n por n con componentes reales o complejas, el nimero L(i)
(real o complejo) se llama autovalor de A si existe un vector diferente de cero U tal que

AU=L())U

Al vector U distinto del vector nulo lo llamaron autovector de A correspondiente al autovector
L(i). Esta ecuacidn es equivalente a la ecuacién matricial

(A-L(@hHu=o0
Esta igualdad da lugar a un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas, con determinante
nulo por definicion de autovalor. Las soluciones de este sistema forman un espacio vectorial.

Resolver este sistema es equivalente a encontrar el ndcleo de la transformacion (A-L(i) 1).

La funcién KER aplicada a la matriz (A - L(i) I) de nuestro sistema computacional Scilab
(Basile) les proporciond una base de este subespacio.

Sea R = KER(A-L(i) I)
Se obtuvo pues una matriz cuyas columnas son los autovalores buscados
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Encontrandose que el subespacio caracteristico asociado al autovalor -1 es de dimension dos.

Paso 3: Buscaron respuesta natural a las preguntas:
11 ¢Qué es multiplicidad geométrica?
0 ¢Qué relacion existe entre la multiplicidad geométrica y la algebraica?

Si L(i) es un autovalor de la matriz A, entonces la multiplicidad geométrica de L(i) es la
dimension del subespacio KER (A-L(i) I).

Los alumnos notaron que la multiplicidad geométrica es menor que la multiplicidad algebraica;
por lo tanto, la matriz A no es diagonalizable. En ese caso es posible encontrar una matriz
semejante a la dada, mas sencilla aunque no diagonalizable.

Se propuso entonces una transformacion que llevase a la matriz dada a una forma "parecida” a
la forma de Jordan J.

El principal problema es encontrar una matriz que permita la transformacion semejante, es decir
una matriz M tal que A M = M J, donde J es la matriz de Jordan. Las columnas de M serén
vectores de una base que contiene a los autovectores ya hallados. Surge un problema parecido al
primero.

Paso 4: Como obtener vectores que constituyen una base del espacio de dimensiéon 3 que
contiene a los autovectores calculados y cuyas columnas formen una matriz M adecuada.

En Elementary Linear Algebra, Stanley I. Grossman propone la utilizacion de las formulas de
Filippov para calcular los llamados autovectores generalizados que nos permiten completar una
base del espacio en cuestion y se justifica la formula para una matriz de segundo orden. Los
alumnos aplicaron esa formula a la matriz de orden tres de nuestro problema (A+l) V=U, donde
U es uno de los autovectores obtenidos y V es un autovector generalizado que se trata de
encontrar.

Al tratar de resolver la ecuacién con cualquiera de los dos autovectores, o sea remplazando U
por cualquiera de los obtenidos se presenta una situacion de incompatibilidad.

El calculo realizado por los alumnos es el que sigue:
Matriz del sistema:

Para calcular el rango de la matriz usamos la funcion RANK, luego tenemos:

RANK(A+]) = 1. La matriz ampliada con la primera columna de R cuyas columnas son los
autovectores de A, la notamos [A + I, R(:,1) ],

Donde con R(:,i) en el sistema Scilab indicamos la columna iésima de la matriz R.

Luego
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RANK([A+], R(;,1) ] = 2

La matriz ampliada con la segunda columna de R resultara

y también RANK([A+], R(;,2) ] = 2.

Se observo que la matriz de este Gltimo sistema tiene rango 1 mientras que la matriz ampliada
con cualquiera de los dos autovectores tiene rango mayor. Esta situacién provoco sorpresa en
los alumnos ya que en el curso de algebra lineal previo habian seguido el citado libro de Stanley
I. Grossman, en el que se demuestra que para matrices de segundo orden, a partir de un
autovector U existe un autovector generalizado V que satisface la ecuacién (A+1) V=U

Pero la formula no funcionaba en este ejemplo.

¢ Qué habia ocurrido?

Los alumnos habian realizado una falsa induccion generalizando la proposicion anterior para
ordenes mayor a dos. Para estas drdenes siempre existe un autovector generalizado a partir de
un vector que pertenezca al espacio caracteristico. No obstante, el vector del cual se parte para
la aplicacién del algoritmo no es cualquier vector del espacio de autovectores (0 autoespacio).

Es aqui donde se hace evidente la importancia de la computadora para la construccion del
conocimiento mediante razonamientos plausibles, intuitivos al comienzo, con la realizacion de
pruebas y mas pruebas que estimulen una abstraccion reflexiva y la busqueda de una teoria de
fundamento.

En efecto, para nuestros alumnos este ejemplo habia trascendido la teoria conocida. Surge asi
del trabajo en clase un segundo problema: Encontrar un vector del espacio de autovectores que
remplazado en la formula de Filippov nos produzca una solucion.

Este problema fue atacado con distintos criterios, segin los grupos de alumnos, en blsqueda
intuitiva de un algoritmo teérico demostrable, o sea un teorema constructivo. Muchos grupos
comenzaron a proponer vectores (sin criterio determinado) y a probar con la computadora la
posibilidad de obtener rango mayores.

En todo momento el docente como observador participante traté de estimular los razonamientos
geomeétricos.

A continuacién mostraremos la propuesta particularmente interesante de un grupo de alumnos.
El razonamiento que siguieron fue el siguiente: En lugar de tratar de acertar a ciegas por
sucesivas pruebas (como lo hacia la mayoria de los grupos) con un vector del subespacio

Relime « *



columna asociado a la matriz R para aplicar la formula de Filippov, ellos eligieron un camino
distinto.

Buscaron un “"pseudo vector generalizado que les permita completar una base™ con cierto
criterio geométrico. Este vector lo tomaron del espacio ortogonal al autoespacio utilizando la
funcion ORT.

En efecto, se record6 que dados dos vectores linealmente independientes en el plano, una forma
de obtener un vector que no pertenezca al subespacio generado por ellos es elegir un vector
ortogonal al subespacio generado.

Aqui los alumnos usaron el criterio geométrico encontrando un vector que con seguridad
estuviera fuera del subespacio invariante que generan los dos autovectores hallados
correspondientes al autovalor (-1).

Sea V=ORT(KER(A-I))

Consideraron luego la matriz M constituida por los dos autovectores y el vector ortogonal al
autoespacio: a este vector lo Ilamamos "pseudo vector generalizado™.

M= [R, V]

Donde

Con criterio totalmente intuitivo, audaz y con la rapidez de trabajo de prueba y error que
permite la computadora, aplicaron la formula transformacion de semejanza (cambio de base)
que hubieran usado con un verdadero autovector generalizado. Procedieron a realizar el
producto de matrices

¢ Qué resultados obtuvieron?

Obtuvieron una cierta matriz parecida a Jordan, pero no la forma candnica propiamente dicha.
No se amilanaron y por eso comenzaron una nueva estrategia.

¢ Qué nuevo paso dieron?

Siguieron una idea intuitiva. Utilizaron el pseudo autovector generalizado [1 ,2, -1] colocandolo
en la formula de Filippov, en el lugar que ocuparia un verdadero vector generalizado en el
primer miembro. Hicieron el producto indicado en dicho primer miembro de la férmula y
obtuvieron ahora un vector que intuian podria pertenecer al espacio generado °
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por los autovectores obtenidos, es decir utilizaron la filosofia de la formula de Filippov en el
sentido inverso.

En este momento se observa claramente que los alumnos siguen el proceso de "probar una y
otra vez" que indica Polya y donde la rapidez de respuesta de la computadora permite
efectivamente una exploracion en la busqueda de propiedades generalizables.

Haciendo el producto obtuvieron el vector:

Construyeron ahora una base formada por:

Primera columna: uno de los autovectores obtenidos.

Segunda columna: el vector resultado del primer miembro de la férmula de Filippov (A+l) V.
Tercera columna: el vector que llamamos pseudovector generalizado (el ortogonal).

M1 = [R(;,1),(A+1) V,V]

Se hace lo mismo con el otro autovector:

M2 = [R(;,2),(A+1) V,V]

Esta matriz asi construida se tom6 como matriz de cambio de base de Jordan y el producto
INV(M1) A1 ML1. Y, oh sorpresa, el resultado obtenido por intuicion fue satisfactorio. En
efecto:

Es una matriz de Jordan. Sin embargo, esto no quiere decir que los pasos seguidos constituyen
un algoritmo generalizable. Y ahi es donde el docente marcd la linea divisoria de las aguas e
incitd a la fundamentacidn tedrica para obtener un teorema constructivo.

¢Cual es la fundamentacion tedrica de este caso?

Vamos a probar que U pertenece al espacio generado por los autovectores. Si llamamos:
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L = vector formado por los autovalores obtenidos de la matriz A;

R = matriz cuyas columnas son los autovalores;

V = ORT (R), vector ortogonal al espacio generado por las columnas de R;
U=A-LHNHV

Vamos a probar que U (obtenido de las formulas de Filippov) es una autovalor. En efecto, la
matriz formada por el conjunto de vectores columnas linealmente independiente R completado
con su ortogonal constituye una base del espacio.

M =[R,U]

Luego el vector A V puede descomponerse de manera Unica en dicha base:
AV =aV +RB, conaescalar y B vector.

Con a, bl, b2 no todos nulos. Como V no pertenece al subespacio generado por los
autovectores, V no es invariante por A; por lo tanto, bl y b2 no pueden ser ambos nulos.

Por la definicion del vector U podemos despejar AV = L(i) V + U.

Luego, en virtud de la unicidad de la expresidn de un vector en una base, tenemos:
L(i)=ayU=RB,

Se ve que U es combinacion lineal de las columnas de R, luego pertenece al autoespacio, es
decir es un autovector.

CONCLUSIONES

Las observaciones realizadas muestran la coincidencia del proceso de aprendizaje por parte de
un grupo de alumnas con la concepcion de aprendizaje de la matematica de Polya. En efecto, el
trabajo intuitivo de pruebas sucesivas condujo a un razonamiento geométrico plausible y, una
vez intuido el algoritmo, a la demostracion de una propiedad.

Las herramientas computacionales proveyeron un ambiente de trabajo intelectivo y generaron
"ideas" que seria imposible llevar al juego de la prueba y error, sin el apoyo de la computadora.

Si bien el trabajo descrito y consignado fue realizado por un grupo de alumnos, todos los
restantes grupos mostraron gran interés en el tema tratado computacionalmente.

Generalmente el tema es tratado en las clases de algebra lineal en niveles exclusivamente
tedricos. No se llega a un manejo y afianzamiento por medio de ejemplos.

Aunque no en todos los grupos se consignaron resultados tan sorprendentemente creativos,
como en el grupo de referencia, el trabajo de todos los alumnos fue intenso en la comprension y
manejo de los conceptos tedricos. Recordemos que es un tema cuya teoria, aun en las
licenciaturas, se considera para "memorizacion de teoremas".

El algebra lineal fue tratada por todos los alumnos como asignatura propicia para de exploracién
de propiedades mas que una teoria impuesta previamente a toda ejemplificacion.

En la experiencia descrita los alumnos llegaron a niveles de aplicacién no habituales. Se aprecio
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un crecimiento cognitivo en cuanto a la formacion de conceptos y procesos.
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