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Formacién del pensamiento algebraico de los docentes

Myriam Acevedo de Manrique®
Marfa Falk de Losada

RESUMEN

Bajo la premisa de que uno de los caminos fundamentales para incidir en la calidad de la
educacion matemadtica de los estudiantes de los niveles basicos es aportar elementos para
enriquecer la formacion de los docentes, y motivadas por un estudio que se adelantd para
determinar la solidez del conocimiento algebraico de docentes en ejercicio, estudio en el que
se reveld la existencia de una brecha que no permite que el dominio de conceptos avanzados
se traduzca automaticamente en un trabajo mas significativo en el dlgebra escolar, se estruc-
turé una propuesta de transformacion en el enfoque de los cursos universitarios de algebra
para futuros docentes. La propuesta, descrita en este articulo, logra enlazar elementos de la
formacion pedagogica y la disciplinar para fortalecer ambas, empleando como estrategias la
construccion cuidadosa de significado de conceptos algebraicos que incluye un examen de su
evolucion histérica, el estudio de los nexos, de los elementos y argumentos compartidos con
otros dominios matematicos, y el planteamiento de problemas singulares y de interrogantes
que conllevan discusion e investigacion. Todo lo anterior estd plasmado en un texto que se
esta empleando en programas de formacion docente, tanto en Colombia como en otros paises
de Sudamérica, con resultados positivos.

ABSTRACT

According to the premise that one of the basic ways to influence on the quality of the
mathematical education of basic levels students is to improve the training of the teachers; and
based on a study which was made to determine the strength of the algebraic knowiedge of
practicing teachers, which revealed a shortcoming preventing the mastering of advanced concepts
to automatically translate into a more significant work in scholar algebra; a proposal for the
transformation of the focus of university algebra courses for future teachers was written. The
proposal, described in this article, manages to link elements of pedagogic and disciplinary
training in order to strengthen both, using as strategy the careful construction of signification
of algebraic concepts which include a study of its historic evolution, the study of the connections,
of the elements and arguments shared with other mathematical fields, and the presentation of
particular problems and questions involving discussion and research. All the above is expressed
in a text which is being used in teaching training programs in Colombia as well as in other
South American countries, with positive results.
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RESUME

En considérant la prémisse qu’une des maniéres fondamentales d’influencer la qualité de
I’apprentissage des mathématiques des étudiants des niveaux de base est d’apporter des éléments
pour améliorer la formation des professeurs, et motivé par une étude faite pour determiner la
solidité des connaissances d’algebre des professeurs en exercice, étude qui révele I’existence
d'un manquement qui ne permet pas que la maitrise de concepts avancés se traduise
automatiquement en un travail plus significatif en algébre scolaire; une proposition de
modification de I’approche des cours d’algebre universitaires pour futurs professeurs a été
rédigée. La proposition, décrite dans cet article, arrive a lier des éléments de formation
pédagogique et disciplinaire pour fortifier les deux, en employant comme stratégie la
construction soigneuse de signification de concepts d’algébre qui inclut une étude de son
évolution historique, 1’étude des rapports, des éléments et arguments partagés avec d'autres
domaines de la mathématique, et [’étude de problémes particuliers qui suscitent discussion et
recherche. Ce qui précéde est compris dans un texte qui est employé dans les programmes de
formation de professeurs, en Colombie ainsi que dans d’autres pays d’ Amérique du Sud, avec
des résultats positifs.

RESUMO

Dentro do pressuposto de que um dos caminhos fundamentais para influir na qualidade da
educagdo matematica dos estudantes de niveis basicos ¢ contribuir com elementos para
enriquecer a formagdo do corpo docente, e motivada por um estudo prévio, realizado para
determinzr a solidez do conhecimento algébrico dos docentes em exercicio, no qual foi revelada
a existéncia de uma brecha que n3o permite que o dominio de conceitos avangados se traduza
automaticamente num trabalho mais significativo da &lgebra escolar, foi estruturada uma
proposta de transformagdo do enfoque dos cursos universitarios de 4lgebra para futuros
professores. A proposta, descrita neste artigo, consegue vincular elementos de formagao
pedagdgica e disciplinar, para fortalecer as duas, adotando como estratégias a construgao
cuidadosa do significado de conceitos algébricos, que inclui um exame de sua evolugdo
histérica, o estudo dos seus nexos, dos elementos e argumentos compartilhados com outros
dominios matematicos e o levantamento de problemas singulares e de indagagdes que conduzem
a discussdo e a pesquisa. Tudo isto esta registrado em um texto que esta sendo usado em
programas de formagdo docente, tanto na Colémbia quanto em outros paises da América do
Sul, com resultados positivos.

INTRODUCCION sideramos que é€sta, a pesar de algunos re-

cientes intentos de renovacién, acusa serias

Eltrabajo de investigacion que presentamos  deficiencias; en la generalidad de los casos

en este articulo se origina fundamentalmente
en nuestra preocupacion por la calidad en la
formacion de los docentes de Matematicas
para el nivel medio en nuestro pais, pues con-

esta basada en un hibrido mal logrado entre
cursos de Matematicas tradicionales (real-
mente poco profundos) y cursos (en general
no 6ptimos) de pedagogia, didactica, psi-



cologia, historia y filosofia de la educacion.
Desde nuestra perspectiva, una sélida for-
macion del docente de Matematicas debe ge-
nerar un trabajo de profundizacion consciente
que permita establecer nexos fundamentales
entre los cursos universitarios que componen
su formacion y la matematica escolar, y debe
proyectarse de manera natural hacia la cons-
truccion de estrategias metodoldgicas.

ANTECEDENTES

Nuestra experiencia de varias décadas en el
trabajo con docentes en ejercicio asf como
en la enseflanza del algebra abstracta a nivel
universitario, nos ha permitido conocer tan-
to el trabajo de los docentes en sus aulas como
la preparacion algebraica que éstos reciben.
Desde allf podemos concluir que la formacion
avanzada que reciben los futuros docentes de
la basica en general no enriquece su ensefian-
za, sino que, como se ha documentado am-
pliamente (véase marco teérico) el docente
retorna a su propia experiencia escolar como
guia prioritaria de su ejercicio docente ele-
mental.

Adicionalmente en los inicios del proceso in-
vestigativo exploramos aspectos especificos
de la relacion entre el conocimiento alge-
braico del docente y las formas en que pone
este conocimiento al servicio de una mejor
ensefianza.

Dicha exploracion fue hecha a través de una
consulta a docentes en formacién y en ejerci-
cio y tuvo en cuenta dos aspectos: el primero
relacionado con su propio conocimiento
algebraico, y el segundo con las formas en
que transpone éste al aula de clase. En lo que
sigue nos referiremos brevemente a la con-
sulta.

En algunos se plantearon a los docentes pre-
guntas abiertas referentes a situaciones
hipotéticas de aula en las que se detectaron

diferentes niveles de dominio conceptual asi
como diversas concepciones acerca del dlge-
bra escolar. Por ejemplo, una situacién sen-
cillacomo la siguiente:

Si usted piensa en construir un problema con
los siguientes datos: “El producto de dos
nimeros enteros es -24 y una de las diferen-
cias entre ellos es—11”, una pregunta natural
que surge es: ;/Cudles son los dos niimeros?
(Qué otras preguntas y que tengan solucién
unica, se pueden planear y responder con base
en estos datos?

Suscit6 en los profesores respuestas variadas,
unas totalmente adecuadas (como cudl es el
cociente de los dos nimeros), otras parcial-
mente adecuadas (o bien por ser triviales o
bien por no tener solucién unica), otras que
muestran total falta de comprension del enun-
ciadoy finalmente unas respuestas en las que
se resuelve el problema (-3, 8 y -8, 3) sin
responder realmente al cuestionamiento plan-
teado, que pretendia explorar qué mas podfa
construir el profesor con base en la situacion.

En otros apartes de la consulta se propusie-
ron situaciones hipotéticas de aula en las que
se exploran los nexos que el docente establece
entre conocimientos del algebra superior y
problemas tipicos del algebra en la escuela
secundaria. Un ejemplo se da a continuacién:

En un examen de seleccion multiple se pidio
a los estudiantes caracterizar ciertas funciones
polinomiales dadas. Un alumno caracteriz6
cada una de las funciones dadas de la si-
guiente manera:

) p(x) = x> +x+1 notiene ceros reales.

(i) g(x) = x2 —7x+13 tiene ceros reales

porque el producto de éstos es positivo.

(iil) #(x) = x* -3x? =27x—7 no puede
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factorizarse en los enteros porque 7 es un
numero primo.

(iv) s(x)=x"-2x’ —5x+2 no se puede

factorizar en los enteros porque no tiene ceros
enteros.

(a) En cada caso decir si el estudiante esta en
lo correcto o no y dar razones para cada una
de sus decisiones.

(b) En los casos en que usted opine que el
estudiante esta equivocado, intente explicar
lo que estaba pensando el alumno y qué podria
haber causado el error.

Especialmente interesantes resultaron las
respuestas a las partes (i) y (iv) por los
argumentos que usaron los docentes para
justificarlas. En el primer caso, un 28% cit6
los teoremas apropiados para concluir que el
estudiante estaba equivocado. Un porcentaje
similar aplico la division sintéticacon 1 y -1,
para afirmar que el estudiante tenfa la razén.
El 22% de los docentes encuestados no
contesté mientras que otro 22% afirmoé que
el estudiante estaba en lo correcto sin explicar
por qué.

En cuanto a la parte (iv), tan s6lo el 3% iden-
tificé el error del estudiante. El 97% contesto
que el alumno tenia la razén, argumentando
de nuevo con una incorrecta utilizacion de la
division sintética. Esto es especialmente sor-
prendente dada la facilidad con que se puede
factorizar la expresion, pues:

s(x)=x'—2x"-5x+2

s(x):(Jc2 +x+ 2)()::2 -3x+ I)

Se puede inferir de ello que el docente no
establece nexos entre la teoria de polinomios
-que se supone conoce de sus cursos univer-
sitarios- y el algebra de polinomios que se
trabaja en la secundaria, limitdndose a em-

plear herramientas, a menudo inapropiadas,

que un estudiante de ese grado escolar ten-
dria a su disposicién.

MARCO TEORICO

Existe una amplia coleccion de estudios que
se dirigen a problemas similares al que nos
ocupa; daremos una breve discusion de los
m4s pertinentes basada principalmente en la
recopilacion hecha por Catherine Brown y
Hilda Borko (1992) y por Stephen . Brown,
Thomas Cooney y Doug Jones (1990).

Meyerson (1977, 1978; Brown et al., 1990)
reporta algln éxito con futuros docentes de
la secundaria en la tarea de llevarlos a cues-
tionar su dependencia o costumbre de basarse
en referencias a autoridades externas, no s6lo
frente a la matemdtica misma sino frente a
métodos de ensefianza de la matematica, ha-
ciéndoles reflexionar sobre sus propias acti-
vidades de construccién de significado por
medio de la introduccion de la duday la para-
doja en situaciones matemdticas previamente
incuestionadas.

La cuestion de como los docentes se com-
prometen en actividades de construccion de
significado y cdmo sus creencias acerca de ia
matemadtica y la ensefianza de las matemati-
cas pueden enriquecerse es algo que ha
provocado gran interés en el campo de la
educacion matemaética. Lappan, et al. (1988)
se dirigen a esta cuestion y anotan que una
presentacion detenida de unidades especifi-
cas en un taller de dos semanas fue suficiente
para ensefiar unidades particulares a los do-
centes, pero que no fue suficiente para per-
mitirles transferir las caracteristicas presentes
en esas unidades a otros apartes de los pro-
gramas de estudio. Reportan que la transfe-
rencia y la integracion requieren un programa
sustancial a largo término (de al menos
dos aflos) y que deben incluir apoyo intelec-
tual y emocional, ademas de proporcionar
materiales.
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Concluye Brown (1990) que: “una vision
amplia de la investigacién en la tradicion hu-
manista muestra que se comienza a saber mas
acerca de como el docente construye signifi-
cados... lo que estamos averiguando es qué
tan poco se sabe acerca de cémo esta infor-
macion puede afectar programas de for-
macién de docentes de matematicas”.

En su revision de la investigacion relacionada
con el proceso de volverse docente de
matematicas Catherine Brown ¢ Hilda Borko
(1992) sientan tres axiomas que responden
en parte a las inquietudes expresadas por
Povown, a saber:

I-. La buena ensefianza de las matematicas
puede ser identificada y descrita.

2-. El proceso de volverse profesor de
matematicas incluye componentes genéri-
cos y especificos a la materia de la
matematica misma (y que hay relativa-
mente poca investigacién que concierne a
cuestiones especificas de esa ciencia).

3-. Volverse profesor de matematicas es un
proceso de toda la vida; los docentes
comienzan a aprender acerca de la
ensefianza mucho antes de iniciar su
preparacion “formal™ y siguen aprendien-
doa lo largo del desarrollo de sus carreras.

Shuiman (1987; 1988) estudia el conocimien-
to de los profesores; su discusion del cono-
cimiento acerca de la matematica se relaciona
con la comprension de la naturaleza de esa
ciencia, de d6nde proviene, como cambia,
como se establece la verdad y qué significa
saber y hacer matematicas.

Ademas, Shulman (1988) enfoca en su inves-
tigacion el problema de “cémo los docentes
aprenden a transformar su propio conocimien-
to de la materia en representaciones y formas
de presentacién que tienen sentido para sus
estudiantes”. Encuentra que “un amplio cono-

cimiento de la materia permite a los docentes
establecer nexos entre diferentes topicos den-
tro de un tema y proporcionar explicaciones
conceptuales, en oposicion a explicaciones
puramente algoritmicas. En matematicas, los
participantes (en el estudio) con mayor cono-
cimiento de esa ciencia tienen mayor
probabilidad de percibir la solucion de pro-
blemas como elemento central a la enseflanza
de la matematica y de poner énfasis en un
enfoque conceptual de la didactica. Compara-
dos con docentes con menor conocimiento
matematico, proporcionan mayor cantidad de
explicaciones del por qué ciertos proce-
dimientos funcionan o no funcionan; dan a
los estudiantes una apreciacion de la naturale-
za de la matematica dirigiéndose a las
relaciones entre conceptos y muestran apli-
caciones del tema estudiado; presentan la
materia en una forma mds abstracta y parti-
cipan con Jos estudiantes en mas actividades
de solucion de problemas”.

“Los docentes participantes (en el estudio)
también empezaron a desarrollar conocimien-
tos de contenidos pedagdgicos -dominio de
estrategias pedagégicamente poderosas de
representar los contenidos- en la medida en
que intentaron comunicar su propio enten-
dimiento a los estudiantes”.

A la vez los participantes desarrollaron “des-
trezas de razonamiento pedagdgico”, nuevas
formas de pensar que les permitieron generar
transformaciones en la materia a estudiar.
Lucharon por hallar formas de presentar con-
tenidos a sus estudiantes; lo que Shulman
caracteriza como intentos por usar sus des-
trezas de razonamiento pedagoégico y cono-
cimientos pedagégicos para transformar su

propio saber en formas “aprendibles”.

Ball (1990) examina el conocimiento acerca
de la matematica que futuros docentes traen
consigo cuando comienzan su formacién
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profesional.

Diferentes estudios en la investigacién de la
experiencia de aprender a ensefiar revelan qué
deficiencias en conocimientos de contenidos
y conocimientos pedagdgicos se asocian con
una dificultad en lograr la transici6n al pen-
samiento pedagdgico, una inhabilidad de
establecer nexos entre tépicos en el salén de
clase y un énfasis en lograr comprensién pro-
cedural en lugar de comprensién conceptual.

Cobb (Cobb, Wood & Yackel, 1990) propone
una analogfa entre la forma en que los
docentes construyen su conocimiento
pedagégico y la forma en que los estudiantes
construyen su conocimiento matemético.
Propone los siguientes lineamientos: para
ayudar a los docentes a desarrollar practicas
en el aula, consecuentes con un enfoque cons-
tructivista de las matemaéticas, es necesario
llevarlos a ver aspectos de su instruccion
como problemética y luego guiarlos en la
solucién de estos elementos problematicos.
Desarrollé el trabajo en el ambiente de un
instituto de verano (curso de actualizacién) y
la estrategia principal fue la de crear
situaciones en las que los docentes comienzan
a cuestionar sus presuposiciones, tanto las
referentes al conocimiento matematico, que
los estudiantes pueden construir, como las
referentes a su propia préctica en el aula.

Varios programas de investigacién confirman
la importancia de una preparacion sélida en
su disciplina, pues sin ella (Anderson, 1989)
no estan en capacidad de llevar a sus alum-
nos hacia un nivel alto de competencia. Para
lograr este Gltimo objetivo, el docente debe
ser altamente competente, debe ser capaz de
pensar profunda y flexiblemente acerca de las
relaciones entre aquellos hechos, conceptos
y procedimientos que constituyen la estruc-
tura del conocimiento disciplinar, acerca de
las muchas y diferentes funciones que tiene

el contenido que se ensefia tanto en el sal6n
de clase como en el mundo exterior, y acerca
de las muchas y diferentes formas o niveles
de entendimiento que el estudiante exhibe en
la medida en que desarrolla su conocimiento
disciplinar. Anderson concluye que ni las
materias disciplinares ni las materias en edu-
cacién que comunmente forman parte de los
programas de estudio para formacién de
futuros docentes muestran efectividad en ayu-
dar al futuro docente a lograr un alto grado
de competencia en su disciplina.

Estudiando las actitudes de docentes en
formacion, Borko ( Borko et al., 1992 )
observa que los participantes en el estudio
buscaron en su curso de metodologfa, ideas
sobre cobmo se debe ensefiar matematicas,
poniendo atencion especial a estrategias para
incorporar representaciones concretas o
semiconcretas en las actividades del aula,
mientras que el profesor de metodologia
presentd ideas relacionadas con la ilustracién
de los fundamentos conceptuales de los
procedimientos matematicos. Estos fueron
usados principaimente como medios de
motivar o comprometer activamente a los
alumnos, con la consecuencia desafortunada
de que se enfocaron en aspectos procedurales
de la actividad: cdmo doblar una hoja, por
ejemplo, en lugar de enfatizar la relacién entre
las representaciones y los conceptos
matematicos que ellas ilustran. Los docentes
exigfan mas bien remedios inmediatos para
sus problemas de aprender a ensefiar, no
tenfan tiempo para desarrollar una explicacion
conceptual de un problema matematico, si lo
tenfan que ensefiar al otro dia y su propio
entendimiento no iba méas alld de lo
procedural. De hecho, los docentes se
centraron en ideas con relevancia practica,
dejando de lado otros aspectos del curso de
metodologia orientados a conceptos.

Similarmente, entre la investigacion que tu



vieron en cuenta Brown y Borko en su
resumen se encuentra el estudio de Schram
(Schram et al., 1988; 1989) que ilustra el tipo
de experiencias en matematicas y de meto-
dologia que pueden enriquecer la compren-
sién conceptual de la matematica en los
docentes. Ademas la investigacion sostiene
la idea de que a veces sea necesario ayudar a
los docentes a descartar algunas de sus creen-
cias y actitudes frente a la mateméticay ala
pedagogia que traen consigo antes de entrar
en los programas de formacion de educado-
res. Comentan, ademas, que la investigacion
que se tiene no es suficiente para producir
diseflos de programas de formacion de edu-
cadores en matematicas que respondan a
todos la problematica encontrada en la inves-
tigaciéon. La mayor parte de la investigacion
es descriptiva, y por ende, proporciona evi-
dencia muy limitada acerca del disefio e
implementacion de buenos programas de for-
macion de educadores. Concluyen que el
préximo paso logico es el de disefiar, instru-
mentar y estudiar programas de formacion de
docentes que incorporen como positivos los
elementos identificados por la investigacion.

La literatura, sin embargo, muestra que hay
pocos estudios con componentes interven-
cionistas. (Brown & Borko, 1992). Se conoce
cada vez mas acerca del proceso de formarse
como profesor de matemaéticas, y las impli-
caciones que esto tiene para la practica, pero
este conocimiento sigue limitado.

El estudio que presentamos en este escrito
explora inicialmente la forma en que los pro-
fesores ponen o no el conocimiento adqui-
rido en sus cursos universitarios de
matematicas tradicionales al servicio de una
mejor enseflanza y el efecto que una nove-
dosa orientacion de estos cursos puede tener
sobre una transferencia eficaz y sélida. Esta
orientacion integra conocimientos matemati-
cos y conocimientos acerca de la naturaleza

Formacién del pensamiento algebraico de los docentes
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de la matematica, estructurando todo airede-
dor del proceso de construccién de signifi-
cado conceptual.

El producto final de nuestro trabajo investi-
gativo en esta etapa es un texto de algebra
para formacion de docentes de ensefianza
basica en el que se plasman propuestas espe-
cificas sobre como se pueden tener en un todo
los elementos mencionados. Importantes
bloques de este material fueron experimen-
tados con docentes en servicio y en formacion
a través de cursillos desarrollados durante
cuatro aflos en el Coloquio Distrital de
Matematicas en Bogota (en el cual partici-
pan docentes de ensefianza basica, media y
universitaria); esta experimentacion genero
revision, reorganizacion y reorientacion con-
tinua durante el proceso de su elaboracion.

Ma4s adelante ilustraremos estos puntos con
una descripcion de las caracteristicas del
texto.

PLANTEAMIENTOS DE
LA EXPERIENCIA

Se planted para construir el texto una tesis
central: si se presenta al docente el algebra
como cuerpo de conocimientos acabados
(presentacion tradicional de los textos) se
impide que el futuro docente:

1.- Encuentre el camino de construccion de
significado, dé conjetura y dé generalizacion
indispensable para comprender y orientar el
aprendizaje en e| aula.

2 - Encuentre la oportunidad de sentirse crea-
dor y participe, explorando las raices y la
trayectoria de la generacion de conoci-
miento, experiencia que tampoco tendran sus
futuros alumnos.

Hasta donde hemos consultado otras investi-
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gaciones en ellas no ha sido considerada ia
perspectiva de formacion del pensamiento
aigebraico de los docentes de matematicas
que intente extender el concepto piagetiano
de abstraccion reflexiva que planteaba
Dubinsky en 1991 y al cual hace referencia
nuevamente en el articulo On learning
Jundamental concepts of group theory.

Es por ello que consideramos que una de las
posibles alternativas para trabajar desde esta
perspectiva con los docentes es la recons-
truccion histérica del algebra que revele la
actividad y el pensamiento matematico en
estado de evolucion, aprovechable para
llegar a una caracterizacion que no se asocie
unicamente con la ensefianza y transmision
del conocimiento matematico sino con el pro-
ceso creativo de hacer matematicas, y que
revele como el conocimiento imperfecto o la
creacion de un modelo adecuado sélo en
parte, conlleva a enfoques que distan del
enfoque ortodoxo de un concepto pero que
de todas maneras permiten hacer matema-
ticas. Este hecho reviste gran importancia
porque corresponde precisamente a la situa-
cion del alumno; el maestro con alguna fre-
cuencia busca que éste llegue a una
descripcion predeterminada y no sabe valorar
sus aproximaciones parciales; es decir no
intenta ver hasta qué punto éstas son correc-
tas y no se toma el tiempo para analizar en
qué punto y por qué razon fallan,

Consideramos ademas que el docente en for-
macion, a través de esta perspectiva puede
llegar a comprender que el papel del simbo-
lismo y de los sistemas de representacion es
secundario al proceso mismo de construccion;
en particular en diversas etapas de la historia
se presentaron dificultades tanto con concep-
tos como con el simbolismo y se trat6 de cons-
truir un significado para ellos.

Finalmente es de anotar que, como se comen-

taba en el articulo citado, la claridad que ten-
ga el docente en formacion respecto a los
conceptos basicos de la aritmética de los
numeros y de los polinomios juega un papel
fundamental para la construccion reflexiva de
estructuras mas complejas.

DESCRIPCION DEL TEXTO

El texto, producto final de nuestro trabajo,
tiene entonces unas caracteristicas especia-
les que trataremos de describir en los
siguientes apartes, invitando a nuestros lec-
tores a analizar si responden (o no) a los
referentes tedricos que hemos expuesto:

1. Se establecen eslabones explicitos entre la
teoria formal del dlgebra abstracta y las no-
ciones elementales fundamentales de los cur-
sos de dlgebra y aritmética de la escuela
media. Estos nexos son construidos a través
de un cuidadoso recorrido historico desde la
teoria de ecuaciones al dlgebra abstracta.

Se aborda, asi mismo, el problema de la solu-
bilidad de ecuaciones desde diversos en-
foques, desde el geométrico pasando por el
algebraico, llegando al analitico y finalmente
al aritmético (métodos numéricos). A través
de este recorrido el docente puede apreciar
las bondades e insuficiencias de cada enfoque.

Por ejemplo, si bien Leonardo de Pisa mos-
tré lo inadecuados que eran los métodos
geométricos pregonados por los matemati-
cos griegos y drabes para tratar el problema
de solucion de una ecuacién polinomial,
Galois demostr6 también las deficiencias de
los métodos algebraicos pregonados por los
algebristas italianos. A partir del trabajo de
Galois sabemos que E! problema de resolver
una ecuacion polinomial no goza en general
de solucion. Esto llevo al dlgebra a centrarse
en otros puntos, en particular, en las estruc-
turas algebraicas que le dan nuevaviday
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creciente importancia dentro de la matema-
tica vista como un todo. Por ende, después
de culminar esta discusién de la teoria de
ecuaciones, resulta natural para el docente
proseguir el estudio centrado en estas nue-
vas direcciones de desarrollo algebraico (aige-
bra abstracta).

Por otra parte aprovecha al interior del texto
la construccidn historica del conocimiento
algebraico y la solucion de problemas para
orientar y resaltar la construccién de signifi-
cado. Al respecto consideremos un proble-
ma como el siguiente cuyos origenes y
significados son discutidos en el texto y que
se encuentra en cualquier libro tradicional de
dlgebra en la seccion de teoria de ecuaciones:

n-

Dado f(x)=a,x" +a, x"" +..+a, =0

con raices r,ry,...,r, . Hallar F(x)=0 tal
que cada una de sus raices €s menor que una
raiz de f(x) =0 en una cantidad dada A.

No cabe duda que fa manipulacion que se debe
efectuar para resolver este problema es tan
clara como lo es abstrusa. Tenemos derecho
de preguntarnos por el por qué. Si bien
podemos lograr una transformacién como
ésta, nuestros motivos para hacerlo se encuen-
tran totalmente ocuitos. Aquf la historia nos
esclarece el panorama de manera contun-
dente. Descartes usaba transformaciones de
este tipo en sus consideraciones acerca de las
soluciones negativas de ecuaciones polino-
miales. Recordemos que habia cierta polé-
mica y mucho desconcierto en tormo a los
nimeros negativos e imaginarios, sobre todo
porque no gozaban de una interpretacién
geométrica clara, es decir, no podian inter-
pretarse como magnitudes de segmentos.
Esto a su vez conllevé a un cuestionamiento
de surealidad, cuestionamiento que se revela
enlaterminologia entonces comun, las raices
negativas se llamaban falsas o ficticias. Una

discusion similar se desarrollé en tomo a los
niumeros complejos o imaginarios, nombre
que sigue usandose y que sefiala los pro-
blemas filoséficos suscitados por ellos.

La solucién del problema retoma una idea de
Descartes, quien considera una ccuacion
cuyas raices son negativas y por medio de una
transformacidn apropiada la asocia con una
ecuacion cuyas raices son positivas. Es mas;
si estudiamos las graficas de las funciones
polinomiales asociadas a estas ecuaciones,
tema originado por Descartes con la
geometria analitica, vemos que una es la
imagen de la otra por una sencilla traslacién.

Ahora bien, el procedimiento no sélo indica
que no hay nada inherente que diferenciar
entre raices negativas y positivas, sino que
aqui se seflala un motivo para un cambio de
énfasis. Poco después del trabajo de Des-
cartes, lo invariante en la gréafica después de
la traslacién se volveria de mayor interés para
la matematica que la misma solucién de las
ecuaciones. Posiblemente es aqui donde el
concepto que llegard a denominarse funcion
se volvera més importante para el matema-
tico que la misma teorfa de ecuaciones. Sin
embargo, Descartes estaba interesado en el
andlisis de las soluciones de las ecuaciones
polinomiales y su leccién es clara: no hay
diferencia fundamental entre las soluciones
positivas y las negativas.

En esta misma linea del desarrollo de ideas,
un segundo punto que se considera en el texto
relativo versa sobre el método de Cardano
para la solucién de la ecuacion cibica. Re-
cordemos que éste se basa en lareduccion de
la cubica general:

3 2
X +ax" +bx+c=0

a una cubica de la forma:

k)
y +py+q=0
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por medio de una transformacién similar a la
usada por Descartes. En efecto, el método
descansa sobre la posibilidad de efectuar una
transformacion para obtener una ecuacion
relacionada tal que la suma de sus raices sea
cero.

Se identifican pues en esta discusion al menos
dos motivaciones fundamentales que sub-
yacen tras un problema que superficialmente
parece exigir manipulacion algebraica sin sen-
tido, rumbo, finalidad ni propdsito. Por una
parte, €l poder llegar a una comprension de
los nexos profundos entre soluciones negati-
vas y positivas contribuird a la construccién
de un sistema numérico que comprende am-
bas y que se denominara el sistema de los
numeros reales. Por otra parte, tal manipu-
lacion tiene una raiz tedrica como proce-
dimiento que permite generar un método de
solucion para la ecuacion cubica.

Tales consideraciones sobre la naturaleza de
los nimeros negativos produciran también un
importante resuitado tedrico. Basandose en-
tre otras consideraciones en la identificacién
de raices negativas y positivas, Descartes jun-
to con su compatriota Girard llegan a aceptar
como cierto el Teorema Fundamental del
Algebra (una ecuacion polinomial de grado »
tiene exactamente » raices (contando multi-
plicidades)). Se motiva pues un resultado fun-
damental del algebra a través de un andlisis
bien orientado de elementos histéricos.

2. Se trabaja para desarrollar y enriquecer el
pensamiento algebraico del docente de dife-
rentes maneras.

2. 1. A través de la consideracion de diver-
sidad de problemas, con niveles y objetivos
variados, tanto para el docente como para sus
futuros alumnos.

2. 1. 1. Enladiscusion de un tema elemental,
la solucidn de ecuaciones lineales, se hace un

amplio tratamiento de algunos métodos per-
didos en oposicion a una simple exposicién
anecddtica que cominmente se encuentra en
las referencias historicas de los libros. Al fi-
nal de la cual, se plantean al docente puntos
de discusion. Veamos un ejemplo:

Un método que nunca entrd en las corrientes
centrales viene a cuenta: Consideremos una
férmula conocida con el nombre de la “flor
de Timaridas” dada en un manuscrito del
siglo primero d.C. por el matematico griego
Jamblico y que se cree fue copiada por él de
una fuente mucho mas antigua.

Tenemos n incégnitas x,x,,...,x, a las

cuales afiadimos una més x. Las siguientes
sumas son conocidas (dadas):

x+tx +x, 4. +x, =8
X+ X] = al
X+ XZ = az
X+ x" = a"
Jamblico da una solucion general al sistema
que es equivalente a la formula:

n-1

Como nos dice Van der Waerden en su libro
A History of Algebra, esta solucién puede
encontrarse usando un conocido método de
Diofanto que requiere que se ponga x = s y
que se observe que las demds incdgnitas son

a, -s,a, —s,..,a, - s,de donde la suma §

estd dada por (a|+...+a")—(n—l)s

Jamblico usa esta solucion de manera inge-
niosa para resolver ecuaciones diofanticas de
apariencia distinta, como es el caso del sis-
tema:

x+y=2(z+u)
x+z=3(y+u)
x+u=4(y+2z)
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que constituye un problema interesante, una
de cuyas soluciones comienza por poner las
ecuaciones en la misma forma de la flor de
Timaridas.

Las ecuaciones dadas son equivalentes a:

x+y+z+u=3(z+u)
x+y+z+u=4(y+u)
x+y+z+u=5(y+2z)

Ahora bien, la suma de los cuatro nimeros
debe ser divisible por 3,4 y 5. En consecuen-
cia, Jamblico pone § =120y llega a las mis-
mas ecuaciones dadas en la “flor” como se
muestra en:

x+y+z+u= S$=120

x+y =2(z+u)=(2/3)5=80
x+z =3(y+u)=(3/4)8=90
x+u =4 (x+y)=(4/5)8 =96

En este punto, se puede aplicar la férmula de
Timaridas. (Sin duda, procedimientos co-
munes de eliminacién también servirén para
el propésito de resolver el problema, pero
podrian ser menos divertidos o no estar tan
bien enfocados hacia el fin deseado).

Este mismo problema teapareci6 en el Liber
abaci de Fibonacci y se us6 en 1994 en la
ronda final de la Olimpiada Colombiana de
Mateméticas para estudiantes de los grados
sexto a octavo enunciado en la siguiente
forma:

Este problema aparece en un libro llamado
Liber abaci escrito por el matematico italia-
no Leonardo de Pisa en 1202. Tres hombres,
A, By C, cada uno de los cuales ya poseia
algunas monedas de oro, encontraron una
bolsa de monedas de oro. 4 dijo: simedan a
mi todas las monedas de la bolsa, tendré el
duplode lo que tienen B y C juntos. B dijo: si
me dan a mi todas las monedas de la bolsa,

tendré el triple de lo que tienen 4 y C juntos.
Finalmente, C dijo: si me dan a mi todas las
monedas de la bolsa, tendré el cuadruple de
lo que tienen A y B juntos. ;Cuél es la menor
cantidad de monedas que puede haber en la
bolsa?

Puntos de discusiéon

Explicar porqué éste altimo no es igual al
problema de Jamblico.

Buscar en textos contemporaneos para la
secundaria problemas que pueden resolverse
usando el mismo método.

Inventar al menos dos problemas (de su pro-
pia elaboracién) que pueden ser resueltos
usando el método de Timaridas-Jamblico.

Notese que en este caso, a partir del anélisis
histérico se pretende que el docente construya
y aproveche elementos para trabajar proble-
mas de maneras enriquecedoras y no usuales.

Posteriormente se proponen al docente pro-
blemas no rutinarios sobre las ecuaciones
lineales que podrian ser trabajados en el aula.

Una nifia piensa tres nimeros. Los suma en
parejas, obteniendo 11, 17y 22. ;Cuéles son
los tres nimeros?

Resolver el sistema:

a+b+c+d=0
a+c+d+e=5
at+tb+d+e=1
a+b+c+e=2
b+c+d+e=4

Resolver el sistema de ecuaciones:

o
&3 T8
| T T I}
AW —

)
Q
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Si se contrasta este método con la reduccion
usual de un sistema se aprecia la importancia
que tiene, para el desarrollo del pensamiento
matematico del docente, el romper con la
costumbre de aplicar ciegamente algoritmos,
por efectivos y generales que éstos sean,
motivandolo ademas a explorar nuevas (anti-
guas) pistas de solucion.

Tanto los puntos de discusién como los ejer-
cicios confrontan al futuro docente con la
actividad de generar y resolver problemas,
carencia que se hizo evidente en la consulta
inicial.

2. 1. 2. En otra parte del texto cuando se
abordan ya de lleno las estructuras algebrai-
cas, se plantean situaciones en las que se
aprovecha la estructura de grupos familiares
para discutir cuestiones que pueden enrique-
cer ¢l trabajo con los mismos en los niveles
basicos.

Usar propiedades del grupo de funciones:
G={g(x)=xg(x)=1-x}

para resolver la siguiente ecuacion funcional,
es decir, hallar todas tas funciones f(x)que
satisfacen la ecuacion:

xf(x)=2f(1-x)

Sugerencia: Reemplazar x por | —x y resol-
ver ¢l sistema de ecuaciones simultaneas.

Usar propiedades de un cierto grupo de fun-
ciones para resolver la siguiente ecuacion fun-
cional, es decir, hallar todas las funciones

f(x) que satisfacen:

xf(x)+2f x-l)=l
x+1

Resolver la ecuacion funcional:

I
xf(x)+2f ——) =1
X
para todo numero real x # 0

2. 1. 3. En el trabajo con la teoria de ecua-
ciones polinomiales, a la par que se discuten
elementos tedricos, el docente es enfrentado
continuamente a situaciones en las que debe
construir, interpretar condiciones, usar argu-
mentos geométricos, analfticos, observar
regularidades, estudiar casos particulares, etc.

Hustramos con los siguientes problemas:

Sean u, v, w los ceros del polinomio cubico

4x* —~7x* —3x +2. Construir un polinomio
cubico cuyos ceros sean:

u—(l/vw),v—(l/wu),w-(]/uv)

Determinar todos los polinomios de grado »
que tengan todos sus coeficientes iguales a
+1 0 —| ytales que tengan solamente ceros
reales.

Consideremos el conjunto de todas las ecua-
ciones de la forma:

3 2 =0
X tax" +ax+a, =
donde los coeficientes a,.a,,a, sonrealesy

|a,| <2 parai=0,1,2.Searel mayor nime-

ro real positivo que satisface alguna de estas
ecuaciones. ;En cual de los intervalos

3 3 5 5 7
lv)l vszl 2’"')’ . )3)s 3»“
2 2 2 2 2

se encuentra »?
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Con esta diversidad de problemas se pretende
trascender las limitaciones de un estudio for-
mal de resultados generales en la solucién de
ecuaciones, que por estar aislado de la con-
sideracién de funciones polinomiales especi-
ficas, no prepara al docente para el trabajo
en el aula. La teoria deductiva no aborda la
matemdtica desde su construccion, ni invita
agenerar hipétesis y probarlas, buscar ejem-
plos, contraejemplos, construir argumentos,
todas éstas, caracteristicas fundamentales del
pensamiento matemadtico.

1, 2, Estableciendo analogfas y explicitando
interrelaciones.

Como ya se anotd, una de las alternativas
empleadas en el texto es el analisis de cémo
el conocimiento algebraico imperfecto y la
creacion de modelos parcialmente adecuados
distan del enfoque ortodoxo de un concepto
pero, de todas maneras, permiten hacer
Matematicas.

En el texto, se explotan las interrelaciones
entre el cdlculo y el Algebra en las dos vias,
del calculo al Algebra y del 4lgebra al calculo.
Se destaca por ejemplo, en el texto, una
analogfa inesperada que hace Newton entre
las series infinitas y las fracciones decimales.
Al respecto Newton dice:

“Ya que las operaciones de calcular con
mumeros y convariables son realmente simi-
lares, de hecho no parece haber diferencia
alguna entre ellas excepto en cuanto a los
simbolos que denotan cantidades, definidas
en un caso e indefinidas en el otro, me sor-
prende que no se le ha ocurrido a ninguno
adaptar la doctrina recientemente estable-
cida para numeros decimales de modo simi-
lar a variables, especialmente porque ello
abre luego el camino a consecuencias
mucho mds impactantes. Pues ya que esta
doctrina en especies tiene la misma relacion

con el dlgebra que la doctrina de nimeros
decimales tiene a la aritmética comun, las
operaciones de adicion, sustraccion, multi-
plicacién, division y extraccion de raices de
ésta pueden aprenderse fdcilmente de las de
aquella si la persona tiene destreza en
ambas, tanto la aritmética como el algebra,
y aprecia la correspondencia entre nimeros
decimales y términos algebraicos continua-
dos al infinito: asaber, que a cada puesto en
la sucesion decimal que decrece continua-
mente hacia la derecha le corresponde un
tnico término en un arreglo de variables
ordenadas segin la sucesion de dimension
de numeradores o denominadores continua-
dos en progresion uniforme al infinito. Y tal
como laventaja de los decimales consiste en
que, cuando todas las fracciones y raices han
sido reducidas a decimales asumen en algin
modo la naturaleza de enteros, asi también
la ventaja de las sucesiones infinitas de varia-
bles es que las clases de términos mds com-
plicados (tales como fracciones cuyos
denominadores son cantidades complejas,
raices de cantidades complejas, y las raices
de ecuaciones “afectadas ") pueden reducirse
a clases de términos sencillos: es decir, a
series infinitas de fracciones simples, con
numeradores y denominadores simples y
despojadas de la complejidad que aquejaba
alos otros ™.

Es especialmente notable la analogia
newtoniana entre las expansiones decimales
infinitas para numeros irracionales y la
expansion en series infinitas de funciones no
polinomiales. Tal como la representacion
decimal de los irracionales permite operar con
ellos como si fueran enteros, la representacién
en series infinitas de estas funciones permitia
operar con ellas como si fueran polinomiales.
La asimilacion de las operaciones numéricas
a operaciones con otros objetos (polinomios)
es un genuino precursor de las ideas acerca
de las estructuras tan fundamentales para el

257



Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdatica Educativa
s

258

algebra abstracta. Aqui el docente puede ob-
servar claramente la posibilidad de partir de
objetos familiares y construir paulatinamente
significado y generalidad, identificando regu-
laridades al interior de diversas colecciones y
estructuras.

En el mismo sentido, al trabajar con la teoria
de anillos y estudiar alli el teorema del bino-
mio, se observa qué funciona y qué no fun-
ciona de €l en un anillo general. Se discute
cémo un resultado tan conocido que se apli-
ca sin problemas en el algebra elemental es
valido solamente para anillos conmutativos
con elemento identidad, y en tal caso se gene-
raliza de manera natural en anillos de objetos
arbitrarios, usando argumentos completa-
mente similares a los usados cuando los ob-
jetos son numeros.

2. 3. A través de la construccion del saber
por parte del futuro docente. Por ejemplo, en
el tratamiento de un tema familiar del digebra
escolar, ¢! tridngulo de Pascal, se pretende
que el docente amplie y construya a partir de
una secuencia de puntos de discusion. Vea-
mos el tratamiento del texto.

En la escuela secundaria con alguna frecuen-
cia se presenta (sin demostracion) el Teorema
del Binomio por medio de este conocido trian-
gulo.

1
12 1
13 3 1
1 4 6 4 1
5 10 10 5 1

Este enfoque o presentacion del teorema tiene
una larga historia. El matematico chino Chu
Shi-kié (1303), produjo este mismo arreglo

triangular de coeficientes correspondientes a
la expansién binomial. Hacia 1544 el
matematico aleman Michael Stifel (14867-
1567) introdujo la expresion “coeficiente

: [yt L
binomial” y mostr6 cémo calcular (1 + a)"+

a partir de (1 + a)" . Es claro que este arreglo

de nimeros era conocido por Tartaglia (quien
dice en 1566 que es invencion suya), Stifel y
(el matemético e ingeniero belga Simoén)
Stevin. En 1654 Blaise Pascal (1623-1662)
investigé el arreglo usando el enfoque de la
combinatoria y obtuvo muchas propiedades
nuevas que fueron dadas a conocer en una
publicacién péstuma Traité du triangle
arithmétique. Estas son especialmente
interesantes en cuanto las aplic6 a la teoria
de probabilidad. Subsecuentemente el arreglo
recibié el nombre que todavia se usa de
Tridngulo de Pascal.

En el afio 1665, Isaac Newton (1642-1727)

mostré como se puede calcular (1 + a)" di-

. . -1
rectamente sin referencia a (| + a) . Esto

involucra el conteo de combinaciones precisa-
mente como lo presentamos anteriormente.

Veamos como podemos reconciliar estas dis-
tintas formas de calcular los coeficientes
binomiales considerando sus leyes de
formacion. La caracteristica mas sobresaliente
del tridngulo de Pascal es su ley de forma-
cién: que cada nuevo término es la suma de
dos términos, el inmediatamente encima de
él y el que estd a la izquierda de éste, en el
tridngulo.

Pues, pensemos ahora como podemos calcu-
lar una combinatoria, digamos el numero de
combinaciones de 5 cosas tomadas de 2. Es
claro que las combinaciones se pueden for-
mar de dos maneras, o bien se escogen 2 de 4

i
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y no se escoge ta quinta, o bien se escoge 1
de 4 y luego se escoge la quinta. En simbolos

-CH)

O sea, la ley de formacién de estas
combinatorias es la misma que la de los
numeros en el triangulo de Pascal, dando lugar
a la pareja de triangulos (parciales) de la
siguiente figura:

| M
U

I (I.)

wh

o051 () () 6) G0 0
s) \a) \3) l2) [t Qo

En su escrito sobre el triangulo, Pascal demos-
tré una gran cantidad de propiedades intere-
santes que pueden constituirse en problemas
no rutinarios y retadores para el estudiante
de la secundaria. A continuacion propone-
mos algunos referidos a la disposicion origi-
nal del triangulo ideada por Pascal y que se
muestra (en parte) a continuacién. En €] los
coeficientes binomiales se leen diagonalmente.

—
—

P 1 1 1 1 11

12 3 4 5 6 7 8 9
13 6 10 15 21 28 36
1 4 10 20 35 56 84

1 S 1S 35 70 126

I 6 21 56 126

1 7 28 84

1 8 36

19

1

Puntos de discusion

Cada namero en el tridngulo es la suma de
los nimeros en la fila anterior a partir de la
primera columna hasta la columna donde esta
ubicado el numero.

Cada nimero en el triAngulo es igual a la suma
de todos los numeros en la columna anterior,
desde la primera fila hasta la fila donde esta
ubicado el numero.

Cada numero del triangulo disminuido en |
es igual a la suma de todos los nimeros en el
rectangulo encerrado por su fila y su columna
{(sin incluir a los nimeros que estan en éstas).

Los elementos de la fila j son los mismos que
los de la columnaj en el mismo orden.

La suma de los numeros en cualquier diago-
nal es igual al duplo de la suma de los numeros
en la anterior diagonal.

La suma de Jos numeros en la n-ésima diago-

n-]

nal esiguala 2" .

Si dos nimeros estan en la misma diagonal,
la raz6n entre el nimero superior y el nime-
ro inferior es igual a la razén entre la can-
tidad de elementos desde el numero superior
(inclusive) hasta el extremo superior de su
columna y la cantidad de elementos desde el
nimero inferior (inclusive) hasta el extremo
inferior de su columna.

Enunciar y demostrar al menos dos
propiedades adicionales de los nimeros que
se encuentran en el triangulo de Pascal.

De manera similar en el anélisis de algunos
métodos numéricos que permiten encontrar
soluciones aproximadas de ecuaciones poli-
nomiales, se enfrenta al docente de nuevo a
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contrastar € investigar métodos numéricos.
En particular, después de discutir un progra-
ma iterativo de computador para hallar la raiz
cuadrada de un nimero, se proponen algu-
nas preguntas de investigacion. Veamos el
desarrollo:

Construiremos un programa iterativo para
hallar la raiz cuadrada. Este tiene la ventaja
sobre el programa anterior' de que puede usar-
se para cualquier ¢ > 0. En él se reemplaza
la sustitucion simultanea:

(x.5) (x5

por las dos sustituciones sucesivas:

X+ a
Yo,

X

X <

program raiz it {x>y}

var a, x, y, eps: real;
begin
write (‘a, eps=");
readln (a, eps);
x:=a; y:=I;
repeat x:= (x + y)/2; y:=a/x
until x<=y + eps;
writeln (x); readln
end;

Intentar ahora explicar el programa siguiente:

program raizl; {x>y}

var x, y, eps :real;
function r (x, y : real): real;
begin
writeln (x:20, y:20),
if abs(x-y)/x <eps then r:=(x+y)/2
else ri=r ((x+y)/2, 2*x* y/(x+y))
end;
begin
write (‘x, y, eps="); read (eps, X, ¥); X:= r (X, y);
readln
end

Siponemos X=2, y=1,eps=1E-07 ¢}
programa anterior genera el siguiente
‘output’.

2.0000000000
1.5000000000
1.4166666667
1.4142156863
1.4141135624

1.0000000000
1.3333333333
1.4117647059
1.4142114385
1.4142135624

Ahora bien, éste es el conocido método de
extraccidn de la raiz cuadrada.

Puntos de discusion

e Comparar este ultimo algoritmo con el
método empleado por Arquimedes para
aproximar la raiz cuadrada y con la apro-
ximacioén por fracciones continuas de Bom-
belli. ;Hay alguna diferencia en los tres
métodos?

o Este es un ejemplo particular del método
de Newton para aproximar los ceros de
una funcién. ;Puede usted decir por qué?

3. Se orienta y realza la “construccion de
significado™ explicando interrelaciones y
aplicaciones de este conocimiento al interior
de la matematica misma y en otras disciplinas,
proceso en el cual identificamos cuatro
aspectos claves: capacidad técnica para
manipular, capacidad para delimitar y
explicitar propiedades, capacidad para
representar y capacidad para modelar.

Un episodio importante de la construccién de
significado se encuentra en el estudio de la
obra de Leonardo de Pisa, en referencia a una
de las anécdotas mas conocidas de la historia
de la matematica: cémo Leonardo hizo uno
de los descubrimientos claves para el lgebra
y las nociones contemporadneas de la
matematica en el marco de una competencia

'El programa anterior €s recursivo. Ambos programas son presentados en el libro: Exploring Mathematics with your

Computer (ver Engel, 1993).



de solucién de problemas.

El problema a resolver era una ecuacién

cibica x* + 2x” +10x = 20 . En primer lugar
Leonardo observé que la ecuacién poseia una
raiz entre 1 y 2, una observacion del todo
moderna en la que subyacen nociones de
funcion, continuidad y el teorema del valor
medio. (No es posible especular hasta qué
punto Leonardo se haya dado cuenta de estas
nociones subyacentes).

Enseguida demostré que la raiz no puede ser
racional nirafz cuadrada de un entero que no
es cuadrado perfecto. Y a continuacién de
este analisis concluyd que la raiz en cuestién
no es construible con regla y compds, basan-
dose en la clasificacion de los nimeros cons-
truibles hecha por Euclides en el Libro X de
los Elementos. Alhablar sobre este incidente
histérico, es consecuente afirmar que en él se
comienza a desmoronar la fundamentacion
griega de los numeros, pues si bien es co-
rrecto que todo numero real puede asociarse
con la magnitud de algin segmento, no es
cierto que todos estos segmentos sean cons-
truibles con regla y compds, lo cual cuestio-
na la fundamentacién de los numeros en la
geometria hecha a la manera de Euclides.
Igualmente, el incidente muestra que estos
nameros no construibles surgen como solu-
cidn de ecuaciones algebraicas, y esto sugiere
que el dlgebra es de alguna forma més gene-
ral que la geometria.

4. Se establecen nexos con otras areas de la
matematica.

Se estudian a fondo los nexos estructurales
entre el lgebra, la teorfa de nimeros, el cal-
culo y la geometria, mostrando elementos y
argumentos compartidos.

Una de las relaciones que mas comun y
marcadamente se resalta entre el dlgebra

Formacion del pensamiento algebraico de los docentes
—

abstracta y otras ramas de la matematica es
la que existe con la teoria de numeros. En el
texto se ilustra que no sdlo es posible sino
urgente, replantear el estudio de los elementos
y argumentos compartidos por estas dos
areas con el animo de enriquecer la
experiencia matematica del profesor y hacer
mas vivida su comprension de los aspectos
formales y abstractos que inciden o colindan
con temas elementales y permiten un
acercamiento, desde la matematica elemental,
a la comprension de la naturaleza de la
matematica contemporénea.

Para ello se trabajan algunos tépicos de la
teoria de numeros que contribuyeron a la
formacién del modo de pensar del dlgebra
abstracta. En particular, se investiga la trayec-
toria histérica de algunos problemas de
representacion de enteros, deteniéndose en
el estudio de las ecuaciones diofanticas
lineales y cuadréiticas que se solucionan
usando fracciones continuas y llegando a
sugerir el tratamiento y solucion de algunos
de ellos por medio de la teoria de formas
cuadriticas.

Por otra parte, se considera el método de
descenso infinito de Fermat y su uso para la
solucion de problemas relacionados con los
anteriores. Nuestro interés en estos temas se
arraiga en dos aspectos importantes. Primero,
queremos mostrar como este método, original
de Fermat, resalta una de las propiedades
basicas del conjunto de los nimeros naturales
que es fundamental en toda la argumentacion
posterior del algebra abstracta, a saber: el
principio de labuena ordenacion. En segundo
lugar, queremos subrayar la naturaleza
abstracta de los problemas de representacién
propios de la teoria de niimeros, caracteristica
basica del lgebra modema, es decir, mostrar
que se trata de enunciados sobre la posibilidad
de lograr una cierta representacion sin que se
basen las demostraciones en la construccion
de lamisma.
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Se analiza en el texto detenidamente c6mo
inciden argumentos y elementos de la teoria
de niimeros en la construccion de la teoria de
grupos y, en especial, de la teoria de anillos,
desde tres lineas basicas: La primera abarca
aquellos resultados de estas dos teorias que
son generalizaciones de propiedades de los
nameros enteros. La segunda recalca aspec-
tos de éstas (relacionados con grupos finitos,
por ejemplo) que descansan sobre
propiedades de los numeros naturales y como
tales utilizan los mismos argumentos que se
encuentran en la teoria de nimeros. Mientras
que la tercera muestra las diferencias que se
dan entre las demostraciones de ciertos
resultados de la teoria de nimeros y las
demostraciones de resultados analogos, pero
mas generales, del algebra abstracta, en
especial, de la teoria de anillos.

Tlustremos con un ejemplo: en la discusién
sobre la divisibilidad en anillos, después de
caracterizar los elementos primos e
irreducibles, se enuncia y demuestra el
teorema sobre los nimeros primos que
aparecié por primera vez en Los Elementos
de Euclides (Proposicion 20, Libro IX):
Existe una infinidad de primos. A
continuacién se enuncia y demuestra el
resultado analogo a este teorema en un
dominio de ideales principales D. Existe un
niimero infinito de primos en D.

Se hace notar entonces la similitud entre las
dos demostraciones; destacando que la tnica
diferencia esencial esta en la referenciaa los
inversibles, que en el caso de los enteros posi-
tivos se reduciria a la imposibilidad de que

TEXTO PRINCIPAL

los primos sean 1 (inico elemento inversible
en los enteros positivos).

Podemos adelantar que el texto se esta usan-
do en diferentes programas de formacién de
docentes tanto en Colombia como en otros
paises.

Ha sido recibido muy positivamente pero aun
su impacto no podrfa medirse.

Sin embargo, més alla de cuantificar, nos iden-
tificamos con las posiciones de Stephen
Brown cuando dijo:

“El investigador humanista estd mas satis-
Sfecho con producir generalizaciones natu-
ralistas en las cuales la generalidad se da
en funcion de significados compartidos por
individuos™ y “La investigacion en la mo-
dalidad humanista se concierne mas con la
creacion de categorias de analisis como parte
de la experiencia investigativa continuada,
que como un acto final de reflexion”.

Para concluir queremos anotar que una mira-
da profunda del pensamiento y conocimiento
matematico, como la que hemos tratado de
presentar en estas notas, puede constituirse
no solamente en una alternativa para la
formacién de los docentes en esta drea sino
que puede extenderse a otras areas (tenemos
proyectado elaborar en lo futuro textos para
geometria y analisis donde se plasmen nues-
tras concepciones respecto a la formacién
docente) y generar a partir de alli una
propuesta curricular realmente innovadora.

de Losada Falk, M. & de Manrique Acevedo, M. (1997). Recorriendo el A'lgebra: de la

‘Jeoria de ecuaciones al dlgebra abstracta. Colciencias, Universidad Nacional de Colombia.
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