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Introduccion de los Conceptos
Fundamentales del Calculo
Diferencial e Integral —Una

Propuesta Didactica

Primera Parte: Calculo Diferencial

1. DISCUSION DIDACTICA

1.1 Nuevas Tendencias en la Didactica del Calculo Diferencial

Si comparamos textos de Calculo de los afios 60 con los que se editan en los
afos 80, se pueden observar nuevas tendencias en el tratamiento metodoldgico
gue dan estos libros al contenido. Estas nuevas tendencias se reflejan en el inten-
to de reemplazar las introducciones tradicionales al Célculo, que consistian en
un estudio formal de series,”secuencias y limites por una intuitiva, haciendo
referencia a las aplicaciones.

Parece que hay mds conciencia entre los autores de textos y tratados didacti-
cosdel Célculo, en cuanto a que el tratamiento tradicional es matemaética y l6gi-
camente exacto, pero no contribuye nada a la comprensién de los conceptos
fundamentales del Célculo. Las ideas basicas del Calculo Diferencial e Integral
permanecen escondidas bajo una capa de formalismo y “'deltas-épsilon”. De
esta manera se niega al estudiante la posibilidad de una comprensién auténtica,
y conello la aplicacién creativa, o lo que Freudenthal (1963) llama matematizar.
Estas tendencias nuevas son un intento para solucionar un problema mds profun-
do: el problema de dar significado a los contenidos aprendidos (Wenzelburger,
1992). El andlisis matematico desarrollado en forma abstracta y con perfeccién
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matematica, no alcanza a tener un verdadero significado para la mayoria de
los alumnos, sobretodo para los que mds adelante van a ser usuarios de las mate-
madticas y no futuros matematicos que estudian la ciencia matemaética por amor
aella. Aqui se desea dar sugerencias a los maestros en torno a cémo desarrollar
el concepto fundamental del Célculo Diferencial en forma significativa, sin caer
en inexactitudes matemadticas.

1.2 Desarrollo Historico del Célculo Diferencial y el Problema de la Continuidad

Los textos clasicos del andlisis matematico que empiezan con sucesiones, series
y limites, presentan el Célculo Diferencial en forma [égico-matematica con mu-
cha precision y sistematizacién. De esta manera se asegura el autor que nadie
lo pueda criticar por la falta de rigor matemaético. Habia una época en la historia
de las matemaéticas, la época de Newton y Leibnitz en el siglo XVIII, en la cual
dicha falta era un problema grave: en las ciencias naturales del siglo XVIII se
pretendia resolver, con la ayuda del nuevo célculo infinitesimal, problemas que
anteriormente parecian insolubles, pero muchas veces no se actuaba con la de-
bida seriedad matematica. En el siglo XIX creé Cauchy la fundamentacién mate-
maética de los procesos infinitesimales, y todavia hoy en dia determinan los
conceptos de Cauchy como “limites, convergencia, diferenciabilidad la mayo-
ria de las introducciones al Calculo Diferencial e Integral. Pero tal tipo de intro-
duccioén es la causa de la falta de comprension de las ideas fundamentales del
Célculo por parte del alumno, ya que se pierde en la precisiéon matematica,
las demostraciones rigurosas y en un lenguaje formal impecable. De esta manera
tenemos muchos alumnos de Célculo que saben manejar métodos, definiciones
y reglas en forma rutinaria sin comprender el sentido de esas operaciones, re-
produciendo los pasos, por ejemplo, de los métodos de diferenciacion o integra-
cién mas de memoria que en forma significativa. El estudiante tiene la impresién
que el Célculo siempre ha existido como un conjunto de definiciones claras
y teoremas, y nunca tiene la oportunidad de reflexionar, que los métodos mate-
maticos del Calculo representan el resultado final de un proceso de desarrollo
largo, lento y penoso en la historia de las matematicas. Si el alumno tuviera
la posibilidad de experimentar las diferentes etapas de precisién, y la necesidad
de mas exactitud como resultado de problemas practicos, podria comprender
mejor el Calculo. Asi podria obtener, del proceso histérico de desarrollo del
andlisis matematico, indicaciones importantes acerca del fin y propésito de esta
rama de las matemaéticas.

La ensefianza del Calculo se debia orientar en esta génesis, que tuvo lugar
en la historia de esa ciencia: una formacién lenta de conceptos matematicos
a través de la liberacion de las percepciones sensoriales y la intuicién primaria.
El concepto de derivada es en realidad sélo el resultado de intentos para esque-
matizar nuestras impresiones sensoriales de las cantidades y variabilidades con-
tinuas. Esta esquematizacién ha progresado desgraciadamente de tal manera,
que los métodos ingeniosos desarrollados por Newton y Leibnitz aparecep como
manipulaciones algebraicas rutinarias. ’

Si consideramos el desarrollo del Calculo Diferencial en la historia de las mate-
maticas, parece ser que una aspiracién prematura hacia la precisién légica pue-
de tener un efecto negativo sobre el pensamiento creativo y sensato. Lo mismo
se puede decir para la introduccién del Célculo en las escuelas. Las entradas
deben ser intuitivas, razonables, haciendo referencia a aplicaciones, pero no
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necesariamente de rigor matemdtico. La necesidad de un mayor rigor surge
en forma natural del empefio de facilitar la resolucién de més problemas.

Un aspecto importante que fue concluido por Newton en 1711 en sus conside-
raciones, es el de la continuidad. La propiedad de continuidad de procesos
cambiantes es una condicién fundamental para poder aplicar el Céalculo Dife-
rencial. La continuidad aqui no se entiende necesariamente en el sentido mate-
mdtico, sino en el de una relacién ininterrumpida entre dos magnitudes
dependientes. La mayoria de los procesos en la naturaleza y las ciencias a las
cuales se aplica el Cdlculo, son continuas por partes y tienen sélo un nimero
finito de saltos abruptos que se caracterizan matemadaticamente como discontinui-
dades. Ademads se consideran muchos procesos que son de naturaleza disconti-

nua (es decir, que se representan graficamente como puntos inconexos) para

fines de un anélisis mateméatico como continuos; se unen o conectan simplemen-
te los puntos por una curva. Si se justifica esta extrapolacion, ello depende del
aprovechamiento prdctico de los resultados.

Newton también describio la condicion fundamental del célculo infinitesimal
de la siguiente manera:

La suposicién del Célculo (infinitesimal) es que todas las magnitudes geomé-
tricas se generan a través de movimientos continuos. Podemos imaginarnos una
linea como el resultado del movimiento de un punto, una superficie como el
resultado del movimiento de una linea, un cuerpo como el resultado de una
superficie que se mueve, y un dngulo en el plano, como generado por la rotaciéon
de una recta sobre un punto (Newton, 1711, citado.en Boyer, 1959). Estos con-
ceptos parecen expresar por primera vez la nocién de la idea de continuidad.
Newton también expresa la idea fundamental del Cdlculo Diferencial mediante
conceptos como fluent (fluente o magnitud fluyente) y fluxion (fluxién o intensi-
dad de flujo). Intuitivamente existia para los inventores del Célculo Diferencial,
una relacién estrecha entre los cambios continuos y la idea bdsica de éste. Poste-
riormente se sistematizé la idea de continuidad matemdticamente, y se le dio
demasiada importancia, de manera que hoy en dia representa la discusién for-
mal de limite y continuidad, una etapa arida y dificil en la ensefianza del Célcu-
lo. El aspecto intuitivo y la aplicabilidad se perdieron en gran parte. Es cierto
que la continuidad representa un concepto fundamental del andlisis matemdti-
co, pero este concepto no tiene aplicaciones inmediatas y se le hace dificil al
alumno, menos interesado en las matematicas; por eso es aconsejable no entrar
al Célculo con este concepto, sino tratarlo después.

1.3 Diferentes Introducciones al Célculo

El Célculo Diferencial es una materia tradicional en los planes de estudio de
matematicas a nivel preparatoria y universitario. Generaciones de alumnos pa-
saron por un curso de Célculo sin realmente entender el significado y 1a utilidad
de esta rama de las matematicas. Esto se debe sobretodo a la manera abstracta
y formal, en la cual se presenta normalmente la materia.

En este trabajo vamos a sugerir otro camino hacia el Célculo. No queremos
entrar a través de limites y una definicién formal de continuidad, sino por un
acercamiento intuitivo a los conceptos fundamentales de una matematica de los
cambios.
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Conestose sigue el camino histérico gue tomé el Calculo Diferencial: primero
se desarrolld una nocién intuitiva de la razén de cambio, de la derivada o de
la fluxion, como la llamé Newton. Mucho después se formalizd y se precisé lo
que es limite, continuidad y convergencia.

Normalmente se usa el problema de la tangente geométrica como motivacién
para exponer lo que es la derivada. Este método tiene muchas desventajas por-
que no es facil de entender que el limite de las pendientes de una familia de
secantes, es la pendiente de la tangente a la cual se llama derivada. Ademas
no se ve una conexién inmediata entre una tangente geométrica que es un fend-
meno estdtico, y el dinamismo de una derivada que describe el cambio relativo
de una magnitud con respecto a otra.

A vecestambién se introduce la derivada como “factor de proporcionalidad”.
Se trata de probar que la recta: g:x > f(x,) + f'(x,)(x — x,) es la mejor aproxi-
macion lineal de la funcién f eri una vecindad de x,. Entonces la diferencia g (x)

»— f(x,) es proporcional a la diferencia x — x,, con factor de proporcionalidad
f'(x,).

Este método aritmético-algebraico tiene la desventaja de ser muy abstracto
y de revelar poco acerca del concepto ftundamental de una matemédtica de los
cambios.

En casi todos los problemas reales en los cuales hay una dependencia funcio-
nal de magnitudes, no sélo interesan los valores de éstas, sino los cambios de
aquellos, o mas bien las razones de cambios promedio

f(x) — f(a)

X —a

e una funcidn f. azones de campio promedio en una vecin
d a funcidn f. Para todas las r d b d cindad
pequeiia de a, se puede considerar la razén de cambio “local”:

lim f(x) — f(a)
X ™ a X —a

como una aproximacion adecuada. Por eso creemos que el acceso mds natural
al Célculo Diferencial es a través del problema de determinar razones de cambio
“locales" o “instantdneas”. El alumno debe tener la experiencia de cuantificar
cambios mediante los métodos del Calculo.

Si consideramos una funcién como gréfica, la vemos como algo estético, un
objeto geométrico. Lo importante de una funcién es el aspecto dindmico, el he-
cho que representa el proceso de cambio de una magnitud en dependencia de
otra. El proceso del cambio mismo se describe mediante esa funcién. La rapidez
de estos cambios se determina mediante el Calculo Diferencial.

1.4 La Concepcién Didéctica de este Ensayo
La concepcion de este tratado se basa en lo anteriormente dicho. Se desea pre-

sentar ideas para introducir los conceptos tundamentales del Cdlculo en forma
significativa, con un empleo minimo de formalismo matemdtico al principio.
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El concepto fundamental: “la determinacidn de cambios de una magnitud que
depende de una segunda, en relacion con los cambios de esta seqgunda magni-
tud’’, se deduce paso por paso. De la creciente precisién del concepto de razén
de cambio se sigue en forma natural la necesidad de mdas formalismo matemati-
co, como la notacién funcional y el cociente diferencial. Una comprensién preli-
minar intuitiva del propésito basico del Célculo Diferencial facilita grandemen-
te el paso inevitable al rigor matemaético.

Con este tipo de ensefianza significativa partimos de la premisa de que el
concepto fundamental del Cdlculo Diferencial, y el esquema cognitivo pertinen-
te se usa en la vida diaria como categoria de pensamiento matematico que no
presenta retlexion, pero que, sin embargo, funciona. Es meta y tarea de la ins-
truccién matemaética llevar al nivel de conciencia esta categoria ya existente
a través de un proceso de reflexién, de manera que se reconoce una experiencia
singular como un método general no til para la resolucién de otros problemas.

Concretamente: En la vida diaria se determinan razones de cambio de proce-
sos, pero esto no se maneja en forma de un método matemaético abstracto.

Si queremos ensenar la determinacién de razones de cambio como una idea
fundamental del Célculo Diferencial, es necesario, para lograr un aprendizaje
de claro entendimiento, referirse a las experiencias de la vida diaria, y sobrepa-
sar éstas a través del desarrollo de aptitudes matemaéticas. Debido a que los con-
tenidos curriculares tienen para cada alumno un significado especifico y personal,
hay tantas interpretaciones de estos contenidos como estudiantes. Sin embargo,
es posible crear un espectro amplio de significados para contenidos de ensefian-
za, si uno se relfiere a experiencias comunes a todos.

2. LA IDEA FUNDAMENTAL DEL CALCULO DIFERENCIAL

2.1 Introduccioén

El Calculo Diferencial forma, junto con el Célculo Integral, una de las ramas
mds importantes de las matematicas.

Vivimos en un mundo caracteri’zado por cambios continuos. Es importante
desarrollar métodos matemdticos para cuantificar, describir y pronosticar esos
cambios. Justamente esto es el propdsito del Cdlculo Diferencial, que es la mate-
maética de los cambios.

Todo el Célculo Diferencial se puede reducir a su concepto fundamental, la
razén de cambio. Determinar razones de cambio de procesos continuos es mu-
chas veces mas importante que estudiar tales procesos. Siempre que dos magni-
tudes (variables) estdn conectadas mediante una relacién funcional (funcién),
se puede estudiar el cambio relativo de una de ellas con respecto a la otra.

Un ejemplo tipico de una razén de cambio es lo que fisicamente se conoce
como velocidad. Una velocidad es la razén (el cociente) entre una distancia
y un tiempo, y describe el cambio en la posicién de un cuerpo con respecto
al tiempo transcurrido. Si consideramos el movimiento de un auto, es facil ver
que una velocidad grande (por ejemplo, 120 km por hora) significa un cambio
grande de posicién —un desplazamiento de 120 km en una hora. Una velocidad

—
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(por ejemplo, 30 km/h) se puede interpretar como un cambio pequefio de posi-
cién, sclamente se avanza 30 km en una hora.

Ciertas razones de cambio tienen nombres especiales: la razén de cambio del
tamario de una persona se llama tasa de crecimiento. La razon de cambio de la
posicién de un vehiculo con respecto al tiempo se llama velocidad. La razén
de cambio de la temperatura de un liquido se llama velocidad de enfriamiento
y calentamiento. En la economia interesan, por ejemplo, la razén de cambio
del indice de precios a nivel nacional. Una importante razén de cambio es tam-
bién la tasa de natalidad de una nacién, que describe el incremento de la po-

blacién.

Un aspecto fundamental de las relaciones funcionales cuyos cambios se estu-
dian en el Calculo Diferencial, es el de la continuidad. Esto significa que la
relacién es completa, sin interrupciones o saltos bruscos. Graficamente estas
funciones se representan come segmentos de rectas o curvas, y no como un
conjunto de puntos inconexos.

Otro aspecto importante es el de la pendiente. Todos tenemos nociones intuiti-
vas acerca de pendientes y como comparar diversas inclinaciones. Por ejemplo,
sabemos que cuesta més trabajo subir una montafia muy empinada (pendiente
grande), o que el agua de un rio corre mas rdpido en su lecho si éste tiene pen-
diente grande. Lo que hay que explorar entre otras cosas es la manera en la
cual la medida de una pendiente de una curva esta relacionada con el concepto
de la razon de cambio.

2.2 El Concepto de la Determinacién de Razones de Cambio

Parece ser entonces que el concepto fundamental del Cdlculo Diferencial estd
presente en la vida diaria, y que muchas personas efectian operaciones intelec-
tuales de acuerdo con tal concepto sin poder darle un nombre explicito, o refle-
xionar sobre las acciones cognoscitivas correspondientes. Hemos visto que este
concepto fundamental es la razén de cambio y su determinacién, pues vivimos
todos en un mundo tisico, biolégico, econdmico, politico y social que esté carac-
terizado por cambios continuos: es muy util describir y cuantificar estos cambios
y variaciones a través de modelos mateméticos. Como ejemplo, veamos la gréfi-
ca de fiebre.

Una enfermera interpreta la razén de cambio de la temperatura como un cam-
bio de los valores en el eje y, en °C, respecto a los intervalos de tiempo en
el eje x, y toma las medidas terapéuticas correspondientes.

Para interpretar la Figura 1(a) no interesa tanto el valor absoluto de la fiebre
cada hora sino el hecho que hubo un incremento fuerte entre las 19:00 y las
20:00 y gue la fiebre no cambié de las 20:00 a las 22:00.

En muchas situaciones de la vida diaria se usa la misma manera de pensar;
todas tienen en comun la importancia de obtener informacién acerca del modo
en el cual varia una magnitud respecto al cambio de otra, en un determinado
intervalo. Por ejemplo, si sabemos que la gasolina de un tanque con 40 litros
se acaba a las 14:00, y que estaba lleno a las 9:00, podemos pensar en un consu-
mo promedio de 8 litros por hora, pero esto en realidad no dice mucho acerca
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de los cambios que sufrié el consumo de la gasolina realmente. ¢ Hubo incremen-
tos repentinos? ¢ Hubo variaciones entre valores extremos del consumo? Todas
estas preguntas no se pueden contestar sin informacién adicional.

Podemos encontrar otros ejemplos de la vida diaria en los cuales se aplica
el concepto de la determinacién de razones de cambios: Los montafiistas tienen
gue hacer més esfuerzo para subir por un monte muy empinado, y no interesa
tanto la altura total sino la pendiente. Los médicos determinan muchas veces
razones de cambic de procesos. Un electrocardiograma representa con una cur-
va los latidos del corazén. Si el paciente hace ejercicios cambia la forma de
la curva (este cambio determina el diagndstico).

Las compariias de electricidad también determinan razones de cambio: el con-
sumo de energia eléctrica se registra como una curva en funcién del tiempo;
un aumento repentino de consumo se refleja en el aumento de la amplitud de
la curva, lo que indica la necesidad de incrementar la capacidad eléctrica. Un
caso interesante de la interpretacién de una razén de cambio representa el poli-
grafo o detector de mentiras: un cambio repentino de pulso o de la respiracién
indica un cambio en el estado emocional del individuo, y de esto se obtienen
conclusiones acerca de la reaccién a las preguntas.

La determinacién mds comin de razones de cambio de procesos ocurre en
el hogar; por ejemplo, cuando el ama de casa observa los incrementos en los
precios de ciertos articulos. Si los precios suben répido, es una buena decisién
comprar tales articulos para reserva. Para justificar esta decisién no importa
tanto el valor absoluto del precio sino el incremento que ocurre.

De todos estos ejemplos se puede ver que el concepto de la determinacién
de razones de cambio no sélo est4 presente en forma intuitiva en la vida diaria,
sino también que es muy util interpretar las razones de cambios, ya que éstas
poseen, en cierto modo, un valor prondstico que permite tomar decisiones para
el futuro.
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En la préxima seccién vamos a ver como elaborar el pronéstico a través de
razones de cambio, con més precisién que Gnicamente en forma intuitiva.

2.3 Relacién entre Razones de Cambio y Pendientes de Rectas

La descripcion de cambios que sufren ciertos procesos, tiene mds valor prondsti-
co si se pueden determinar las razones de cambio en forma general. Para lograr
esto, efectivamente no es suficiente describirlas en un lenguaje comun, sino
que es necesario desarrollar algoritmos. .

La ilustracién del concepto fundamental del Céalculo a través de graficas, es
muy util, ya que existe una relacion estrecha entre pendientes y razones de
cambios.

Supongamos que el precio de un articulo subié entre el primero y el tercer
mes, de 600 pesos a 1,200 pesos (Tabla 1).

Mes Precio
1 600 pesos
3 1200 pesos
Tabla 1

Podemos graficar estos datos (Fig. 2a) y suponer que el incremento es

pesos
y Desos Y 7
2000 4 2000 - 2000 1
1500 ~ 1500 1 1500 4
(3120) (3120)
1000. - 1000 4 1000
(2900) (4840)
500 (1600) 500 (1600) 500 (1600)
¥ ¥ L} 1 LB 1 ¥ LJ ' X
1 2 3 mes 1 2 3 mes 1 2 3 mes
(a) (b) (c)
Figura 2
La razén de cambio del precio se define de la siguiente manera: se calcula
el cambio en direccién vertical (1200 — 600) y se divide entre el cambio en direc-
cién horizontal (3 — 1).
. . _ 600 _
(1) razén de cambio = —— = 300 (pesos/mes)
—= ———

e
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Este valor numérico caracteriza el incremento de precio. En el cuarto mes
se ofrecio el producto con un 30% de descuento como promocién [Fig. 2(c)].
La razén de cambio en este mes es

840 — 1200
1

(2) razén de cambio = = — 360 (pesos/mes)

Ahora consideramos un valor intermedio de tiempo; por ejemplo, 2 meses,
y calculamos la razén de cambio en el 20. mes.

900 — 600 300

(3) razédn de cambio = =

2 1 1

= 300 (pesos/mes)

Esta razén de cambio es la misma que en (1).
Resumen de lo observado en (1), (2) y (3):

Una razén de cambio caracteristica para una gréfica en forma de segmentos
de recta sdlo cambia si hay variacién en la pendiente de ésta. Si asciende la
grafica, la razén de cambio (y la pendiente) son positivos; si desciende la grafi-
ca, la razén de cambio (y la pendiente) son negativos. Para calcular las razones
de cambio entre dos puntos de una grafica se sigue el trazo de la curva y se
ven los valores, primero el punto con la abscisa (valor en el eje horizontal) mas
grande, y después el punto con la abscisa mas pequeria. Después se evalua el
cociente entre la diferencia vertical y la horizontal.

La pendiente de una recta en un sistema de coordenadas x, y, es una
medida de la razén del cambio de la variable y con respecto al cambio
de la variable x. '

Esuna propiedad especial de las rectas el tener pendiente constante; es decir,
la razén de cambio entre dos puntos cualesquiera es siempre la misma. No seria
necesario usar el Calculo Diferencial para determinar razones de cambio de
puntos sobre una recta. En lo que sigue aplicamos las ideas principales del C&l-
culo Diferencial a la discusién de curvas (y no de rectas).

y  (pesos)
y  (pesos)
2000 - 20004
1500 ~ 1500 -
(3120)
1000 - (3120 10004
(2800) ’ (2100)
. (4840)
T T T T X 1 T T T X
1 2 3 4 mes 1 2 3 4 mes

Figura 3a

Figura 3b
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2.4 Razones de Cambio Variables entre Dos Puntos de una Curva

Una caracteristica muy importante que distingue una relacién lineal de una no
lineal, es el hecho que la razén de cambio entre dos puntos cualesquiera de
la curva que representa la relacién no lineal entre dos variables, cambia a lo
largo de la curva. Se desea primero desarrollar conocimientos previos necesa-
rios para comprender estas razones de cambio variables entre puntos de una curva.

Se utilizara el mismo ejemplo que en la Seccién 2.3. Esfactible que los precios
no hayan subido siguiendo una relacioén lineal, sino, por ejemplo, como en la

Figura 3(a) o 3(b).

De acuerdo con la Figura 3(a) el precio al principio del 20. mes parece ser

de 800.00 pesos. Como la razén de cambio entre el precio al final del ler. mes
y del 20. (600 a 800) tenemos

cambio vertical _ 800 — 600

Razén de cambio = =
cambio horizontal |

= 200 (pesos/mes) (1)

Ahora calculamos la razén de cambio del precio en el 3er. mes.

cambio vertical _ 1200-800
cambioﬁ_‘}_lorizont_al_ 3—-2

‘Razén de cambio = = 400 (pesos/mes) (2)

El valor de la razén de cambio en (1) y (2) es diferente. Si repetimos el procedi-
miento para otros pares de puntos en la Figura 3(a), o en la 3(b), se obtendran
muchos valores diferentes. .

La diferencia entre una curva y una recta es la variacion “continua” de la
razén de cambio a lo largo de la curva.

Si suponemos ahora que los precios cambiaron de acuerdo con la Figura 3(b),
pueden observarse en la Tabla 2 las razones de cambio calculadas para interva-
los de 1 mes.

) Tabla 2
Mes 20. Mes -30. Mes 40. Mes
Razén de 1000 — 600 1200 - 100 840 — 1200
cambio en 1 1 1
(pesos/mes) 400 200 —-360

Estos valores describen a grandes rasgos el comportamiento de la curva “pre-
cio en funcién de tiempo". En el 20. mes el precio sube mds rapido que en el
3er. mes, y decrece en el 40. mes. Si calculamos la razén de cambio total del
lo. al 4o. mes:

-

Razén de cambio_ = 840 — 600 = 240 = 80 (pesos/me_as)

3 3
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Obtenemos una informacién equivoca —un valor positivo pequefio que no

refleja la variacion real del precio. Por eso se concluye que es necesario evaluar
razones de cambio para intervalos pequefios, debido a que intervalos grandes
no dan valores representativos para la descripciéon del cambio de una funcién
a lo largo de la curva.

2.5 Determinacién Grafica de Razones de Cambio de Curvas y
su Representacién como Funcién

La idea principal de lo que sigue es ésta: Si logramos calcular para una funcién
(dada en forma de una curva) sucesivamente las razones de cambio entre mu-
chos pares de puntos muy cercanos, debe ser posible encontrar una relacién
funcional entre la variable independiente inicial y las razones de cambio.

Las dos variables iniciales en el siguiente ejemplo van a ser las magnitudes
“ganancia” (variable dependiente) y "unidades producidas” (variable indepen-
diente).

La Figura 4(a) representa la ganancia en funcién de unidades producidas
para una fébrica determinada*: Las unidades producidas se miden en millares
y la ganancia en miles de pesos. Podemos ver que para la ganancia, su valor
maximo es de 6'600,000.00 pesos para 24 000 unidades, y su minimo de cero
pesos para 4 800 unidades.

Los duefios de la fdbrica desean saber no sélo el monto de sus ganancias,
sino los intervalos en los cuales la produccién es econémicamente justificable
u optimizable, dadas ciertas condiciones iniciales. Esta informacidn se obtiene
del andlisis de los incrementos o decrementos de las ganancias para intervalos
de 2000 unidades, y graficadas como funcién de la misma variable independien-
te de la Figura 4(a). Los puntos que se obtienen al calcular estas razones de
cambio, se unen mediante una curva continua. Al comparar en la Figura 4 la
gréfica (a) con la gréfica (b), observamos:

El méximo de ganancias corresponde a una produccién de 24 000 unidades.
Si fallan algunas maquinas o hay problema con los proveedores, la Figura 4(a)
sefiala una baja en la produccién, y la Figura 4(b) un decremento pequefio en
las ganancias. Si baja la produccién a 20 000 unidades, no hay problema, pero
una produccién de 8000 unidades produce un decremento fuerte de ganancias
que se aleja mds del maximo. También observamos que una sobreproduccién
produce pérdidas que aumentan rdpidamente en la medida en que crece la so-
breproduccién. Esto es facil de explicar: Con el aumento de la produccién cre-
cen los costos; por ejemplo, los de materia prima, transporte, bodegas, salarios,
etc. Las pérdidas crecen lentamente hasta 28 000 unidades, pero aumentan rapi-
damente para una produccién mayor. .

En general podemos ver una relacién clara entre las curvas en (a) y (b) —la
funcién original y la funcién de las razones de cambio—, ambas tienen la misma
variable independiente. Los puntos de la curva en 4(b) se obtienen con el méto-
do descrito en 2.3, 2.4 y 2.5.

* La funcién tiene la forma G (x) = ax — bx¥3 + c.

B

TR T

|
f
|
|




-

MW ;g 104 EDUCACION MATEMATICA B Vol. 5 - No. 3 * Diciembre 1993 B © GEI M
]

1200

' t
1
1
L)
1
—
|
]
I
I
f
f

800

1 i

a00[41 NE[HH HA HFEHT T FE

o
3
8
ko
"y
®
1]
o

[N
6

4
—s00|" |4+ 4 [+

A

T Z

Cambio de ganancias (pesos/unidad)
(@)
B
- 0o
—
=
o

o1t HITIrlT il

—1200

6600y v-r -
T
6000 [ t1=1-1-1 1A {111t =L =114 K111 111
5700 "'"]"""""\"“"‘
5400 ---'-/------------\-----
5100 "'/"" 1 ""“\"'J
4800117 It 1t -1ttt AN T
4500 TW

4200 | H -
3900 / A A 1 FRHA
3600 | |- 111t FAN
3300 /-TJ--—J------------
3000 || 1

2700 || I-
_2400_/---—----------------
2100

oo |1 1A HHAT H AT
1500 [ =111 1 -1 H A A

1200 F 4111441 FIH FIHF
ool +HH HIH L LELH-H L

Ganancias (en miles de pesos)

JIH4 HIH B L
-0

300 [ FEEFFEFFFFEFFEFFFEFFF

14 812 24 36

2 6 10 Unidades en millares
(b)

Fiaura 4




W EDUCACION MATEMATICA M Vol. 5 - No. 3 * Diciembre 1993 B © GEI M ¢, 105 B
“

Resumimos:

En un sistema de coordenadas cartesianas, se definen —a partir de
una funcioén original— las razones de cambio como funcién de la varia-
ble x inicial, al formar cocientes de las diferencias algebraicas entre
los valores de y, vy los valores de x de puntos cercanos sucesivos

2=y
X, T X

Estas razones se pueden graficar como funcion de la misma x inicial.

En el ejemplo anterior se usé un procedimiento netamente grafico para repre-
sentar la funcién original y para determinar las razones de cambio. Al aplicar
tal método gréfico es importante determinar las razones de cambio para muchos
puntos muy cercanos. De esta manera se toman en cuenta todas las caracteristi-
cas importantes de la curva original.

La funcién de razones de cambio respecto a la variable independiente origi-
nal, se deduce o deriva de los valores de la funcién que se estudia: por eso

se llama a esta nueva funcién la “derivada”.

Entre una funcién y su derivada existe una relacion especial:

Funcién Original Funcién Derivada
Crece Valor positivo
Decrece Valor negativo
Queda igual Valor cero
(constante)

3. PROBLEMAS DE APRENDIZAJE EN LA CONCEPTUALIZACION
DE LA IDEA

3.1. El Problema de la Decisién Simdtafnea

Una de lasdificultades principales en la conceptualizacién de la idea fundamen-
tal del Célculo Diferencial, es el hecho de que al determinar la funcién derivada,
el alumno tiene que considerar dos procesos complejos en forma simultdnea:

a) Por un lado conocémos la relacién entre dos magnitudes que varian [en
forma de una gréfica, como tabla de valores, o como ecuacién funcional
y = f(x)]. La interpretacién correcta de una relacién funcional ya exige
del alumno la capacidad de tomar decisiones simulténeas: Tenemos dos con-
juntos de valores que se asocian en pares. Es necesario tener presente el
resultado de esta asociacién tal como la asociacién misma, ademads de los
valores individuales que se asocian y que se unen a causa de una continui-
dad real o supuesta para formar una gréfica. De esta manera se exige del
alumno, permanentemente, pensar en varias relaciones y procesos en forma
simultdnea. ‘
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b) Por otro lado se establece una relacién entre dos funciones al determinar
la derivada: tenemos la funcién que se deriva y la funcion derivada cuyos
valoresdan informacién acerca de la razén de cambio de la funcion original.
En la mayoria de los casos ocurre que la grafica de la funcioén original es
muy diferente a la grafica de la derivada. Es exactamente esta representa-
cién interna y simultdnea de parte del alumno, de eventos que distan en
el papel temporal y espacialmente, la que dificulta la conceptualizaciéon
de la idea fundamental del Calculo Diferencial.

Si queremos que el alumno comprenda en forma significativa los concep-
tos centrales del célculo, no queda otra que discutir y experimentar con
una funcién conocida, con métodos graficos (que son esencialmente cualita-
tivos), la relacién entre la funcién y su derivada a partir de graficas conti-

guas [Véase las Figs. 5(b), (c)].

3.2 El Desarrollo de la Capacidad de Tomar Decisiones Simultdneas
al Derivar una Funcién

En la mayoria de los textos de Célculo se representa la funcién y su derivada
en forma simbdlica; por ejemplo, el alumno aprende que la derivada de y = x?
esy = 2x. Estarepresentacidn netamente algebraica impide que el alumno pue-
da ver la relaciéon entre una funcién y su derivada, y tomar decisiones simulta-
néas de interpretacién; mds bien, la mayoria de los alumnos saben aplicar
correctamente las férmulas de derivacién sin comprender el concepto de deri-
vada. Con un ejemplo explicaremos cémo se puede ensefiar a los alumnos la
capacidad de la decisién simultdnea en la interpretacidén de derivadas, para
asegurar una comprensién significativa como condicién necesaria para el uso

de térmulas posteriormente.

En este ejemplo no se trata de determinar graficamente una derivada, sino
de captar cualitativamente la conexién entre una funcién y su derivada.

Se da la gréfica de una trayectoria (altura contra tiempo) de un cohete y se
discuten los puntos que destacan en la grafica [Fig. 5(a)]. Por ejemplo, el mo-
mento en el que se acaba el combustible significa que el cohete sigue subiendo,
pero su velocidad disminuye. A partir de este instante debemos notar un decre-
mento en la funcién de las razones de cambio de la altura (funcién velocidad),
mientras que antes de tal instante debe haber un incremento.

Durante el vuelo habra un instante en el cual el cohete alcanza su altura maxi-
ma y se detiene antes de caer: la razén de cambio de la altura (velocidad) es
cero. Después, el cohete desciende, y esto significa una razén de cambio negati-
va. El valor absoluto de la razén de cambio aumenta, ya que el cohete cae cada
vez mas rdpido. En el momento en el cual se abre el paracaidas para evitar
el impacto, se frena la caida. La razén de cambio sigue negativa, pero su valor
absoluto disminuye. Después de esta discusidn cualitativa de la trayectoria, po-
demos intentar trazar una grafica aproximada de la derivada [Fig. 5(b), (c)].
Es importante trazar esta grafica directamente abajo de la primera. Una dificul-
tad puede ser la magnitud gue va en el eje vertical de la Figura 5(c). Si tomamos
en cuenta que la razon de cambio es un cociente (diferencia en altura sobre
diferencia en tiempo), queda claro que la razén de cambio de la distancia res-
pecto al tiempo es la velocidad. Estimamos como la razén de cambio més grande
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200 km/s, y como la méas pequena —100 km/s. Como gréfica de la derivada se
obtiene la Figura 5(c).

Es muy importante practicar con los alumnos la interpretacién de derivadas,
al compararlas con las funciones que se derivan (Wenzelburger, 1992).

3.3 Otros Problemas Didacticos en la Introduccién del Calculo Diferencial

Estamos conscientes de que la comprension significativa del Célculo Diferencial
trae mas problemas consigo que el de la decisién simultdnea, al buscar la cone-
xién entre la funcién original y su derivada. Hay dificultades en el uso equivoco
de reglas de derivacién y en las aplicaciones. Por ejemplo: problemas de méxi-
mos y minimos y problemas de razones de cambio relacionadas, en donde hay
que encontrar relaciones entre variables y eliminar algunas para poder derivar.
Otra dificultad didéctica representa la relacién entre continuidad y diferencia-
bilidad. Pero aqui no se trata de analizar todos los posibles errores que pueden
ocurrir en el aprendizaje del Célculo, sino de abrir un camino significativo hacia
las ideas fundamentales, y en esto la conexién entre funcién original y derivada
desemperia un papel central.

Segunda Parte: Calculo Integral

1. INTRODUCCION

El Calculo Integral, junto con el Célculo Diferencial, son las dos dreas basicas
de una rama de la matematica llamada analisis matematico. El Céalculo Diferen-
cial se ocupa del estudio y de las aplicaciones préacticas de razones de cambio,
y el Calculo Integral ofrece métodos para la determinacién de los resultados
de estos cambios.

Al proponer un curriculo matematico se plantea a veces la pregunta de la
secuenciacion del Célculo Integral y del Célculo Diferencial. Hay personas que
detieriden la opinién que el Célculo Diferencial tiene que ir primero en un plan
de estudios y otras que opinan lo contrario. Podemos citar al respecto al matema-
tico inglés Greenhill (1982), quien dijo que al contemplar un bosque, uno no
observa el crecimiento, sino primero lo que ha crecido. Esta cita relaciona muy
bien la idea fundamental del Calculo Diferencial con la del Calculo Integral,
ya que en el primero se estudia el proceso de crecer y en el sequndo determina-
mos qué y cuanto crecié. Otros argumentos que se emplean para justificar que
el Calculo Integral deberia venir antes del Calculo Diferencial, son geométricos
e histéricos: algunos métodos elementales de integracién datan de 2000 afios
antes de la “invencién” del Célculo Integral, como lo muestran las obras de
Eudoxo y Arquimedes. ’

A pesar de estas razones que aparentemente justificarian ubicar el Calculo
Integral antes del Cdlculo Diferencial en los planes curriculares, la gran mayo-
ria de autores de textos y planes de estudios prefiere introducir el Calculo Dife-
rencial primero y fratar la integracién como un proceso “inverso” de la derivacién.

Esta tradicién se basa aparentemente en Newton (1711), quien destaca en sus
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~ tratados dos problemas. El objeto del primero es determinar la “fluxién” de una
magnitud dada, o mas general, la relacién entre fluxions, siempre que la rela-
cién de fluents esté dada. El término fluent significa magnitud “fluente” o cam-
biante, y “fluxién” es la rapidez de la magnitud fluente, es decir, su razén de
cambio [Ball, 1908, 1960 (2)]. Newton delinea, con este su primer problema,
lo que representa actualmente el Célculo Diferencial.

El objeto del segundo problema es el de determinar la relacién entre fluentes
dada una ecuacién que expresa la relacién entre fluxiones. Esto corresponde
a los métodos de integracién, que Newton llama métodos de cuadratura, o a
la resolucién de ecuaciones diferenciales, que Newton llama el método inverso
de las tangentes. El método de Newton y, de la misma manera, el procedimiento
de Leibnitz, tenian —entre otros— el propdsito de contestar prequntas que cien-
tificos ya se habian hecho en el siglo XIV, como, por ejemplo, si un objeto se
mueve con velocidad variable, ¢qué distancia recorre en un intervalo dado de
tiempo?; si la temperatura de un cuerpo varia de una parte a otra, ¢cudl es

. la cantidad total de calor presente en el cuerpo?

Aparte de responder a preguntas como éstas, la contribucién més importante
de Newton y Leibnitz consiste en la estructuracién de problemas y métodos di-
versos, de manera que se formaron los fundamentos de una disciplina teérica
y practica de gran trascendencia, que es aplicable a muchas situaciones en don-
de se explora la naturaleza misma del universo.

Siempre que una rhagnitud regida por un principio continuo cambia (y mu-
chos fendmenos naturales son de este tipo), podemos recurrir al Célculo Dife-
rencial para evaluar razones de cambio. A partir de la razén de cambio, se
puede, conlos métodos del Célculo Integral, obtener la magnitud inicial. Expre-
sado brevemente, el Calculo Integral es un método que permite hallar la rela-
cién entre magnitudes que cambian segun ciertas reglas.

En la mecénica se pueden determinar distancias integrando velocidades, y
velocidades integrando aceleraciones. En geometria podemos reducir a la inte-
gracioén los métodos de “cuadratura” y determinacién de dreas con sumas. Ca-
valieri (1635) y otros mostraron que a partir del cociente diferencial y valores
correspondientes de magnitudes se puede encontrar la relacién entre las magni-
tudes mediante el uso de sumatorias. Pero este proceso algebraico de sumar
resulta ser muy complicado y requiere de muchas férmulas. Por ello era crucial
para un desarrollo de procedimientos 4giles en Calculo Integral, el reconoci-
miento de la reversibilidad de la derivacion.

Podemos concluir que el Célculo Diferencial y el Célculo Integral consisten
en métodos mateméticos importantes ‘estrechamente ligados entre si.

. "El hecho de que Newton y Leibnitz no buscaban la fundamentacién légica
- de sus métodos, no los inhibié en recurrir con gran éxito a su intuicién. La creati-
‘vidad en matematicas a veces depende mas de conocimientos surgidos de una
comprensién intuitiva, que de un rigor légico absoluto. El Célculo Integral y
Diferencial en sus inicios no fue muy elegante y refinado pero, sin embargo,
sumamente eficaz. Obviamente, después de 150 afias, notamos en el desarrollo
histérico una creciente precisién y sofisticacion de los métodos propuestos en
aquella época. En vista de lo dicho anteriormente, se justifica desde el punto

.
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de vista did4ctico, regresar a las fuentes del Calculo Integral, y poner en relieve
sus conceptos bdsicos, sin tomar el camino a través de una fundamentacién ma-
tematica estricta, tal como el estudio formal de funciones, continuidad y defini-
ciones de limites con £ y 0.

Se desea evitar que el alumno llegue a repetir mecdnicamente que la integral

de x° es iqual %4 + C, v que la derivada de %4 + C es otra vez x°, si haber

entendido lo que es una derivada y una integral. El enfoque propedéutico al
Célculo Integral que se propone, es intuitivo y relacionado con aplicaciones,
pero también lento e inicialmente sin mucho rigor matemdtico. Sin embargo,
se espera que las ideas aqui presentadas puedan ayudar al profesor que quiere
hacer el Célculo Integral mds comprensible para sus alumnos.

De cierto modo se reconstruye didacticamente el desarrollo histérico del Cal-
culo Integral, ya que se parte de sumas. Sin embargo, se realiza esta tarea bajo
el lema “efectos de cambios”, para aludir a la relacién existente entre los célcu-
los integral y diferencial. La discusiéon del Célculo Integral en este trabajo se
restringe a integrales de Riemann de funciones elementales que se consideran
continuas o con un numero finito de discontinuidades.

Primeramente se introduce la integral definida que se presenta como limite
de una suma (interpretado geométricamente como drea). Se determinan las su-
mas con métodos graficos y numéricos, después algebraicamente para interva-
los dados finitos. Al trabajar con intervalos semiabiertos, resulta una relacién
funcional entre el valor de la suma y la longitud del intervalo. De esta manera
se prepara el concepto de la integral indefinida.

2. LA IDEA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL

2.1 El Concepto de “efectos de cambio”

El Célculo Integral se introduce normalmente como el método “inverso” del
Célculo Diferencial, lo cual se puede justificar y comprobar desde el punto de
vista matematico. Sin embargo, para muchos alumnos permanece el concepto
abstracto de un Célculo Diferencial “inverso” sin significado, ya que no pueden
relacionar fécilmente la derivacion y la integracién como tales procesos inver-
sos. Solamente una construccién de conceptos que se apoya en la intuicién y
visualizacién, hace que ésos sean accesibles para los estudiantes.

Igual que en el caso del Calculo Diferencial, esta el concepto fundamental
del Célculo Integral presente en las experiencias diarias de muchas personas,
aungue quizas en forma inconsciente. También hay actividades sencillas que
ayudan a objetivizar este concepto. Una did4ctica de la matemética puede pro-
ponerse la tarea de tomar como punto de partida los preconceptos de la idea
fundamental del Célculo, y hacerla consciente a través de un proceso de reflexién.

Esta idea fundamental del Calculo Integral es la determinacién de resultados

o efectos de cambios o procesos. Mientras que en el Céalculo Diferencial interesa
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el cambio instantdneo de una magnitud, usamos el Calculo Integral para deter-
minar los resultados totales de procesos de cambio.

La determinacion de “resultados totales de procesos de cambio” est presente
de una u otra forma en la vida diaria y siempre se procede de la misma manera:
se considera primero un “corte” instantdneo del proceso de cambio. Después
uno se refiere a experiencias previas con este proceso, las que indican cémo
transcurre normalmente; por ejemplo, visto gréficamente con pendiente grande
o pequena. A partir de este “corte momentdneo” es posible hacer la suma de
los cambios durante un intervalo mds largo y determinar el resultado.

Los vinicultores toman pruebas de los vinos, y a partir del contenido alcohdli-
co en un momento dado, deducen conclusiones acerca del afiejamiento de la
bebida, ya que conocen todo el proceso de cambio que experimenta ésta. Al
descargar un acumulador de automovil, es suficiente conocer una descarga ins-
tantdnea y la curva que describe el proceso de descarga, para saber cudndo
se terminara su capacidad de almacenamiento de carga eléctrica.

Conocer resultados de cambios es muy importante para el suministro de elec-
tricidad. Si sabemos la razén de cambio mensual del consumo de energia eléc-
trica en kilowatts-hora y si podemos suponer un incremento constante, es posible
pronosticar las necesidades para un intervalo de tiempo determinado.

La planeacién para la produccién de materias primas seria casi imposible
si no se usara la informacién que representan las tasas instantaneas de consumo.

2.2 Dos ejemplos simples del calculo de resultados de cambios

Se usara el ejemplo de una cuenta bancaria y del movimiento de un vehiculo
para aclarar los conceptos que son importantes para entender la idea fundamen-
tal del Célculo Integral. Hablaremos de resultados, efectos, o de efecto total de
los cambios. Un estado de cuénta reporta diversas entradas o salidas de dinero
cada dia; en general, durante un mes. La Figura 6 muestra los movimientos
de dinero en miles de pesos por dia durante una semana.
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Figura 7

Los movimientos diarios representan la razén de cambio promedio por dia;
es decir, se calcula como el total de depésitos y retiros para un cierto dia. Pero
a un cliente de un banco no le interesan sélo los movimientos diarios, sino su
saldo al final de la semana, y queremos calcular los “efectos de los cambios"
y el “efecto total”.

La Figura 7 muestra los saldos al final de cada dia y a la semana. Para calcular

se procede en forma muy natural: Al saldo inicial de 200,000.00 se le restan
100,000.00, se suman, 300,000.00, etc.

En cuanto al calculo de resultados acumulados de razones de cambio, esto
se puede interpretar como una suma de productos:

200,000 (pesos/dia) x 1 dia + [—100,000 (pesos/dia)] X 1 dia + 300,000
(pesos/dia) x 1 dia + [—200,000 (pesos/dia) x 1 dia + 100,000
(pesos/dia) x 1 dia + 400,000 (pesos/dia) x 1 dia + [—300,000
(pesos/dia) x 1 dia = 400,000 pesos.

En general, la suma de los productos de las razones de cambio multiplicados
por el intervalo, es el resultado acumulado o total de un proceso de cambio.

Otro ejemplo seria el movimiento de un automdévil. La Figura 8, muestra su
velocidad media en cada hora. Se quiere calcular la distancia total recorrida
en 4 horas (Fig. 9).




B EDUCACION MATEMATICA M Vol. 5 - No. 3 @ Diciembre 1993 W © GFl H r.q 113 W

Velocidad (km/h)

|

BOT

60

|

WD === — - = = =

01T

|

201

[V NS TR —

Tiempo (h)

s e— = -
N =+ ~

Figura 8

Distancia (km) Resultado total: 200 km

200+

1601

120

807-

-
-

1 2 3 4 Tiempo (h)

Figura 9

Otra vez se multiplica la razén de cambio de la posicién del automévil, es
decir, su velocidad en cada intervalo, por el intervalo:

40km/h-1h + 20km/h-1h + 60km/h - 1h + 80 km/h - 1 h = 200 km

En la grafica distancia-tiempo, el dltimo punto representa el resultado total
del cambio. En estos dos ejemplos simples estd presente la idea fundamental
del Calculo Integral, pero el método indicado se puede aplicar sélo a casos
en los cuales la razon de cambio se considera constante en todo un intervalo.
Sin embargo, la mayoria de las aplicaciones importantes del Célculo Integral
no son tan sencillas, sino las funciones que representan razones de cambio tie-
nen graficas poligonales o curvas.

2.3 Dos ejemplos mas complejos del calculo de resultados de cambios

En el siguiente ejemplo se trata la produccién y venta de un articulo. La Figura
10 muestra el nimero de articulos vendidos por afio. Se desea conocer la venta
_ total en 4 afios.
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Figura 10

Se observa que las ventas aumentan durante el primer afio, disminuyen en
el sequndo, se mantienen constantes en el tercero y decrecen en el cuarto, hasta
gue el producto es retirado del mercado.

Para calcular el nimero total de articulos vendidos, no se puede aplicar direc-
tamente el método de la suma de productos descrito en la seccién anterior, pero
el método de aproximacion que se usa, es basico para la comprensién intuitiva

del Célculo Integral.

Reemplazamos la grafica en la Figura 10 por la indicada en la Figura 11.
Para lograr esto, dividimos el periodo de 4 afios en intervalos de medio afo.
Luego buscamos el punto medio de cada intervalo, y se toman las ventas en
este punto como representativas para todo el intervalo. Después se forma nueva-

Venta (Art./afo)
2000

1500

1000~

500

i\

1 2 3 4 Tiempo (anos)

Figura 11
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Figura 12

mente el producto de cada intervalo (V2 afio) por las ventas, y sumamos todos
los productos para obtener la venta total:

V2 [afio] X 500 (art./afio) + Y2 - 1500 + Y2 - 1750 + Y2 + 1250 + 1 * 1000
+ Y2 =750 + Y2 - 250 = 4000 articulos

Es posible representar gréficamente la acumulacién de los resultados de este
proceso de cambio (Fig. 12):

TABLA 1

Ventas en 1 afio 1000
Ventas en 2 afios 2500
Ventas en 3 afios 3500
Ventas en 4 afios 4000

En el ejemplo siguiente se consideran razones de cambio que estan represen-
tadas por curvas. La gréfica (Fig. 13) representa las tasas estimadas de incre-
mento del consumo de energia eléctrica en un pais, de 1985 a 1993.

Se desea calcular el consumo total en estos diez afios. Datos de este tipo se
manejan en la planificacién de redes de suministro eléctrico.

Nuevamente aproximamos la curva que representa las tasas de consumo anual
por una “escalera”, a fin de poder calcular el efecto total de este proceso de
cambio del consumo de energia. Hay varias maneras de trazar las “escaleras”
(comoindican las Figuras 14y 15): una se trazé bajo la curva, y otra, por encima.

En la Figura 14 nos fijamos en la tasa de consumo al final de cada intervalo
de un afio y la tomamos como representativa para todo el afio. En la Figura




Consumo (GWh/ano)*

650 000

350 000

450 000

350 000

2500 000

Tiempo (afios)

T T T I 1 1
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* GWh = gigawatt-hora, | millén de KWh.

Figura 13

Consumo (GWh/afo)
650 000

550 000— 7

450 OOOJ

350 000

250 000~ ———J7-——|— -4 L_ 1L _1_.

K Tiempo (afios)

{ I J ) I
1985 1987 1989 1991 1993 1995

Figura 14

Consumo (GWh/ario)
650 000

550 000

450 000

350 000~

250 0001+— — L . — _L 11 __
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T T | T —
Figura 15 1985 1987 1989 1991 1993 1995




B EDUCACION MATEMATICA B Vol. 5 - No. 3 ® Diciembre 1993 R © GEI M rsc 117 B
-

15 se toma la tasa de consumo al inicio del afio como representativo para el
afno. Con base en estas gréaficas escalonadas podemos calcular dos aproximacio-
nes del consumo total.

Consumo total segun la Figura 14:

300 000 (GWh/afio) x 1 [afio] + 350 000 x 1 + 550 000 x 1 + 560 000
x 1 + 580000 x 1 =4 520000 GWh

Consumo total segun la Figura 15:
250 000 (GWh/ano) x 1 [afio] + 300000 x 1 + 560000 x 1 = 4190 000 GWh

En cada caso se multiplica la tasa de consumo anual por el intervalo (1 afo)
y se suman luego esos productos.

Obviamente el valor 4 520 000 GWh es demasiado grande, y el valor 4 190
000 GWh, demasiado pequetio. El valor real C del consumo cae en el intervalo:
4 190 000 < C < 4 520 000.

A partir de los valores de la Tabla 2 puede trazarse una grafica de los con-
sumos acumulados afio por afo. El punto final de esta gréfica representa el
consumo total en diez anos.

TABLA 2
Periodo Consumo segun Fig. 9

Hasta 1986 1 ano 300 000

Hasta 1987 2 afos 650 000

Hasta 1988 3 afios 1 050 000

Hasta 1989 4 afios 1 480 000

Hasta 1990 5 afios 1 920 000

Hasta 1991 6 anos 2 370 000

Hasta 1992 7 afios 2 830 000

Hasta 1993 8 anos 3 380 000

Hasta 1994 9 afos 3 940 000

Hasta 1995 10 anos 4 520 000
A
Consumo (GWh) 4000 000 F

4 520 000 GWh
3 000 000 |-
2000000
1 000 000 |
— 1: 1° de enero, 1985. 1 L 1 | ] l | | ] | >
— 10: 31 de diciembre, 1995. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Tiempo (afios)

Figura 16
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Después de analizar varios ejemplos de “integracion gréfica” se relacionan
los resultados acumulados con el céalculo de &reas. En sequida se introduce la

n b
nocién de que Y f(x) Ax se aproxima a la f f(x) dx para n muy grande,
i=1 a

con lo cual se introduce la nocién de integral definida.

Se hace variar b y se tiene a la nocién de integral indefinida. El enfoque es
intuitivo, grafico y siempre a través de problemas concretos.

2.4 Determinacién de areas

En lo anterior usamos una “‘escalera’’, de rectdngulos para aproximar el resulta-
do “acumulado” de un proceso que varia en un intervalo de tiempo.

Ahora, aparentemente vamos a cambiar de tema, pues calcularemos dreas.
Pero a pesar de las apariencias, se hardn los mismos tipos de célculo que antes,
porque los resultados de cambios y las dreas son desde el punto de vista matema-
tico, exactamente lo mismo. En geometria se aprende lo que es el 4rea de una
figura plana, y también se dan férmulas para calcular las &reas de tridngulos
y cuadrilateros.

Aqui se explorard cémo determinar dreas de figuras mds complicadas; por
ejemplo, el drea bajo una curva cualquiera de la cual en algunos casos conoce-
mos la ecuacién y en otros nada mds su gréfica.

La figura corresponde a la gréfica de la velocidad de vuelo de un avién.

600 & Velocidad (mph)* /

500 - /

400 / /
300 I
450 mph
200 -
100 |~
| % I L \
0.1 - 0.
0 | 1/ 10I Tiempo S

*

mph = millas por hora (mi/h) (horas) Figura 17
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Hay que considerar las siguientes preguntas:
a) ¢ A qué corresponde fisicamente el drea del rectdngulo marcado en la figura?
b) ¢Qué representa fisicamente el area total bajo la curva en la figura?

c) ¢ Cémo podemos obtener un resultado mas exacto para el drea bajo la curva
(o la distancia total recorrida)?

En los ejemplos anteriores se vio que el drea bajo de la curva de las razones
de cambio representa el resultado de los cambios. Si incrementamos el nimero
de intervalos, es decir, hacemos una subdivisién més fina, obtenemos una mejor
aproximacién al valor real.

Los dos procedimientos:

— Determinar el 4rea debajo de la curva y
— Obtener la distancia total recorrida como en el ejemplo anterior son
exactamente lo mismo.

Hemos establecido aqui la idea fundamental del Cdlculo Integral: el 4rea bajo
una curva se puede aproximar con rectdngulos, cada vez mas estrechos y esta
aproximacion puede hacerse tan exacta como se la necesite.

La interpretacion del “drea” depende del problema planteado (puede repre-
sentar una distancia, una velocidad final, el trabajo fisico, las ganancias de una
compaiiia, etc.). Todo depende de lo que represente la curva o funcién que
se estd “integrando”.

2.5 La integral y la funcién area

Vimos cémo aproximar el drea bajo una curva (o cualquier cantidad que puede
ser representada como un area) con “escaleras” de rectdngulos.

Ahora se introducird una nueva notacién para formalizar este procedimiento
y aplicarlo para resolver diversos problemas.

Vamos a emplear los siguientes simbolos:

Ax : ancho de un rectdngulo

n : numero de rectangulos

f(x)Ax : drea de un rectdngulo

f(x) =y, : altura del ler. rectangulo

f(x,) =y, : altura del 20. rectdngulo
):“’ f(x), Ax :  suma de las dreas de n rectangulos
i=1

b
f f(x)dx : integral de f(x) entrex = ayx = b
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Si se retoma el ejemplo de la distancia recorrida por un avién, puede escribir-

se una férmula para la distancia total recorrida usando la nueva notacién.

El proceso de encontrar el valor al cual se aproxima la sumatoria

i f(x), Ax, cuando Ax tiende a cero (= 0).

i=1

se llama integracién, y el resultado de este proceso se llama integral.

-

£, A — (" f(x) dx

1
Ax —> 0

Graficamente esto se puede interpretar como sigue:

MMM

DN

MM
NI

7

a

o
o

Figura 18

Utilizando simbolos y palabras:

la suma de las

areas de los area bajo la
rectangulos se aproxima al curva entre
entre a y b ayb

Y f(x) Ax - f: f(x) dx

En muchas aplicaciones de la integracién no se esta interesado en el 4rea
bajo la curva, sino en lo que tal drea representa:

1. Sise grafica la velocidad de un automévil con respecto al tiempo, el drea
representa la distancia recorrida en el tiempo T, variable: i At
rea = V.

Distancia recorrida 4
hasta el tiempo T = s, = I-T vdt
0

s €xpresa el recorrido en funcién del tiempo T. Figura 19

l’\]
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2.

v

\

Si se grafica la intensidad de flujo g con la cual cae agua a un tanque

con respecto al tiempo, el “drea” representa el volumen V de agua existen-
te en el tanque al tiempo T.

Volumen de agua

al tiempo T = V, = f;q dt

q
A Area=th
an
1
7
T !

Figura 20

) €xpresa el volumen de agua en funcién del tiempo T.

En los ejemplos anteriores se evalia una funcién que puede ser un saldo,
un consumo, una distancia recorrida, etc., mediante un proceso que habiamos
llamado integracion. Por eso, a esta funcion se le llama funcién integral (o tam-
bién antiderivada).

2.6 Integracién y diferenciacién como procesos opuestos

Empezamos con una gréfica o una funcidn, se integra, y después se deriva la
integral. El resultado es la grafica o funcién original.

Este hecho se expresa en el Teorema Fundamental del Calculo, que se puede
representar con el siguiente diagrama:

Una funcién
o grafica

Integracion
—

La figura ilustra esto:

Una gréfica

Integracion

Su integral

La integral de
la funcion

Derivada
_.—_>.

La funcién
original

La grafica original

Derivacién

>

Figura 21

A J

La integracién también se llama a veces antiderivacidn. La antiderivada de
una funcién es una nueva funcién cuya derivada es la funcién original.
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Por ejemplo, una antiderivada de x es )—(2—1 porque la derivada de % €s X.

Veamos el diagrama de la Figura 22.

Una gréfica Su antiderivada

/

La gréafica original

Antiderivacion

Derivacién

g

5
?

(antiderivada)

Figura 22

Resumen de las ideas fundamentales del Calculo

Integracién

(a) Método para obtener una distan-
cia recorrida si conocemos la va-
riacién de la velocidad.

En general: Un método para de-
terminar un resultado acumulado
de una razén de cambio.

(b) Elnumero al cual setiende cuando
Ax —> 0

(c) Un método para evaluar &reas.
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