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ElTeoremade Bolzanooun
Teorema que no debe pasar
inadvertido

1. INTRODUCCION

En la mayoria de los libros de Célculo en los que aparece el teorema del valor
intermedio se tiene el enunciado del teorema: Si f es una funciéon continua en
la, b] y 7 es un numero entre f(a) y f(b), entonces existe un nimero ¢ en el
intervalo cerrado [a, b] tal que f(c) = 1.

Usualmente se acompana de una grafica como la de la Figura 1:
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Raro esencontrar a continuacion la demestracion, pero, en general, se hallan
comentarios como:

El teorema del valor intermedio debe su nombre al hecho de que f toma todos
los valores intermedios entre f(a) y {(b), a medida que x varia de a a b.

O bien

Geomeétricamente este teorema nos asegura que la grafica de una funcion
continua no puede saltarse a una recta horizontal. En términos fisicos quiere
decir que no se puede atravesar un rio infinitamente largo sin mojarse o saltarlo.

O bien:

La validez geométricamente de este teorema es evidente. . . . Asi mismo: En
la grafica de la figura se aprecia que para este teorema es necesaria la continuidad.

Pero también hay otros que dicen que se omite la prueba por ser demasiado
corhplicada para un curso inicial de Calculo, o remiten al lector a un apéndice
donde aparece la demostracion.

A los estudiantes este teorema no les causa ninguna sorpresa y se preguntan:
"¢Por qué hay que probar algo tan evidente?” Sin embargo, esta propiedad
tan obvia equivale a varias proposiciones nada obvias que enunciaremos mds
adelante. El teorema ha sido atribuido al matematico checo Bolzano. Sin embar-
go, él no era el Unico matemaético interesado en desenredar los conceptos bési-
cos del Célculo.

LN

2. NOTA HISTORICA

Enla historia de las mateméaticas abundan los descubrimientos simultdneos. Este
es el caso de Bernhard Bolzano (1781-1848) y de Augustin-Louis Cauchy
(1789-1867) que hicieron trabajos muy similares en la aritmetizacién del Célcu-
lo, las definiciones de limite, derivada, continuidad y convergencia. Cauchy
durante su exilio vivié algun tiempo en Praga, ciudad donde nacio y murié Bol-
zano; sin embargo, no hay indicaciones de que se conocieran o intercambiaran
ideas. No obstante, Bolzano, un solitario sacerdote en Bohemia, es el primero
que publica, en un folleto que circuld Uunicamente en Praga, una formulacion
precisa del moderno concepto de continuidad. Como la mayoria de sus trabajos,
el primer ejemplo de funcion continua y no diferenciable, que aparece en 1834,
también pasa inadvertido. Lo mismo sucede con el ahora llamado Teorema de
Bolzano-Weierstrass, enunciado y sequramente también demostrado por Bolza-
no y usado en sus conferencias por Weierstrass, hacia 1870. Son pocos los teore-
mas y propiedades que llevan su nombre. Bernhard Placidus Johann Bolzano
fue uno de los matematicos mds brillantes y profundos de su época y sin embar-
go, por su aislamiento, la mayoria de sus resultados tuvieron que ser redescu-
biertos posteriormente. Fue una de las mentes privilegiadas del siglo XIX, sobre
todo en el manejo del concepto de infinito; quizé el primero en darse cuenta,
hacia 1840, que el infinito de los nimeros reales es de distinto tipo al de los enteros.
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Tal vez Bolzano es e! matematico més moderno del sigle XIX. Agui vamos
a tratar el teorema del valor intermedio al que deberiamos llamar siempre el
teorema de Bolzano, para darle crédito a este excepcional matematico.

3. IMPORTANCIA DEL TEOREMA

Usualmente se introducen los nimeros reales después de haber estudiado al
conjunto de los nimeros racionales denotado por Q y definido como el conjunto
de los numeros del tipo p/g, tales que p y g son enteros y g es distinto de cero.
El conjunto de los numeros racionales tiene muchas y muy convenientes propie-
dades. Posee todas las propiedades algebraicas que uno quisiera, ya que es
un campo donde todas las operaciones aritméticas (excepto dividir entre cero)
tienen sentido. Ademds Q tiene un ordeny la propiedad arquimediana; es decir,
que para cualquier racional r existe un numero natural n tal que r < n. Sin
embargo en el conjunto de los nimeros racionales hay sucesiones mondtonas
y acotadas que no convergen a un nimero racional. Geométricamente esto quiere
decir que los nimeros racionales no “llenan” la recta. ¢ Qué tipo de condicién
nos hace falta para poder garantizar que la recta se llene? ¢ Qué tipo de propie-
dad de completitud (o completez) necesitamos? (Gracias a estas preguntas po-
dremos empezar a apreciar y a valorar nuestro teorema. Hay un gran nimero
de propiedades que resultan equivalentes al teorema que se analiza, y que apa-
rentemente es tan obvio. Algunas de esas equivalencias se dan a continuacion;
todos los conjuntos y sucesiones se toman en R.

1. Propiedad del valor intermedio:

Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y se tiene que £ es
un numero entre f(a) y f(b), entonces existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = &

2. Propiedad de las cortaduras de Dedekind:

Si A y B son dos conjuntos no vacios y cuya interseccién es vacia, con la propie-
dad de que cada nimeroestéen A oen B, yquesix € A yy € B se tiene que
x < y, entonces se puede concluir que A tiene un elemento que es mayor que
todos los demds, o bien B tiene un elemento que es menor que todos sus elementos.

3. Propiedad del infimo:

Todo conjunto no vacio y acotado inferiormente o por abajo, tiene un infimo
(una mayor cota inferior).

4. Propiedad del supremo:

Todo conjunto no vacio y acotado superiormente o por arriba, tiene un supremo
(una menor cota superior).

5. Propiedad de los intervalos anidados:

Sil] =la,b lysetieneque...CI C...CI CI CI, paratoda
n=123,..., entoncesI_# ¢.
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6. Propiedad de Heine Borel:

Si E es un conjunto cerrado y acotado, y que estd cubierto por una coleccién
de abiertos, entonces existe una subcoleccidn finita que sigue cubriendo a E.

7. Propiedad de Cauchy:

Una sucesién {a, : i € N} es de Cauchy si para toda £ > 0, existe un nimero
natural N tal que sin, m > N entonces |a_ —a_| < ¢. Toda sucesién de Cauchy
es convergente.

8. Propiedad de Bolzano-Weierstrass:

Todo conjunto infinito y acotado tiene un punto limite. Un punto x es un punto
limite de un conjunto E si todo intervalo abierto que contiene a x contiene puntos

de E.

9. Propiedad de las sucesiones acotadas:

Toda sucesidn acotada tiene una subsucesién convergente.

10. Propiedad de las sucesiones mondtonas:

Toda sucesién monodtona acotada es convergente.

11. Propiedad de acotamiento para funciones continuas:

Toda funcidn continua en un intervalo cerrado [a, b | es acotada en el intervalo.

Por supuesto que aqui no haremos las demostraciones de estas equivalencias;
sin embargo, es interesante notar que nuestro teorema se encuentra rodeado
de propiedades sumamente importantes. El teorema de Bolzano es uno de los
muchos axiomas que se pueden escoger para 'llenar’ la recta. Es la propiedad
que nos da la completitud (o completez) de los numeros reales. Sin esa propie-
dad el Célculo Diferencial e Integral no hubiera ido muy lejos.

4. ALGUNAS APLICACIONES

En esta seccion veremos diversas aplicaciones del teorema de Bolzano, algunas
de ellas sorprendentes. Por ser jugador de bridge, empezaré con una de las
aplicaciones que mds me gusta y que llama grandemente la atencién a mis com-
paneros de juego y @ mi mismo.

1. La mesa inestable:

Las mesas de juego suelen ser mesas cuadradas y el extremo de sus patas forma
un cuadrado en un plano. La mesa resulta inestable (o como decimos en general,
“esta mesa estd coja’’) debido a que el suelo no estd a nivel o parejo. La costum-
bre mas comun es meter un bloque de papel doblado bajo una de las patas de
la mesa para resolver el problema. Sin embargo, esta no es la mejor préctica,
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va que se tiene uno que inclinar y doblar el papel, que a veces gueda muy grueso
y a veces muy delgado. La mejor solucién es hacer girar la mesa, vy antes de
haber recorrido un dngulo de 90 grados habra quedado estable. La primera
vez que lc hice, mis companeros de juego y hasta yo mismo quedamos aténitos,
quedando en evidencia que soy un matemético “puro”, y no uno “aplicado”.

Ademés tuve suerte, ya que esto funciona unicamente si todas las patas tienen
la misma longitud y el problema estd en el piso.

Probemos esta propiedad usando el teorema de Bolzano. Debemos empezar
por suponer que las 4 patas tienen la misma longitud y que el piso estd deformado
continuamente, y que no hay hoyos o escalones. Por comodidad denotemos con
un cuadrado la posiciéon de dos patas opuestas, y por un circulo la de las otras
dos, como se indica en la Figura 2. Midamos el dngulo de rotacién respecto
al eje que une a las dos patas cuadradas, como se indica en la ilustracién. Al
girar un éngulo 8, definamos h (f) como la suma de las alturas de la mesa so-
bre el piso en la direccién de las patas cuadradas, menos la suma de la longitud
de las patas cuadradas. Y como h,(f) la suma de las alturas de la mesa al piso
en la direccién de las patas redondas, menos la suma de la longitud de las patas
redondas.

Figura 2

Sea H(f) = h(8) — h,(f). Por estar desnivelada o coja la mesa, puede supo-
nerse que para § = 0 las patas redondas no estdn ambas tocando el piso, asi
gue h (0) = 0y h,(0) > 0, asi que H(0) < 0. Observemos que si giramos un &n-
gulo 7/2 (o sea 90°), las patas cambian de posicidn; es decir, que las cuadradas to-
man la posicién inicial de las redondas, y viceversa. Asi que ahora h,(7/2) > 0
y h,(n/2) = 0, de donde H(#/2) > 0. Asi que usando el teorema obtenemos
que para alguna 6, en el intervalo [0, 7/2], H(6,) = O; es decir, h|(8,) = h(8,),
y como la mesa descansa todo el tiempo al menos en tres patas, entonces
h(6,) = 0, o bien h,(0,) = 0. Asi que ambas son 0 y las cuatro patas tocan
bien el piso.

De hecho esta propiedad de una mesa de bridge es un caso particular del
siguiente teorema.




Figura 3

B EDLCACION MATEMATICA B Vol. 5 - No. 3 ® Diciembre (995 B © GE/ M-y 11 B

crema: Supdéngase que el extremo de cada pata de una mesa, estd en un plano
v forman todos un poligono reqular de n lados. Supongamos que el piso es una

cuatro patas tocaran el piso.

Demostracién: Si la mesa estd descansando en tres patas en 6 = 0, después
de una rotacién de 27/n sequira descansando en tres patas, pero no las mismas
tres del principio. Asi que en algun momento una de las patas que estaba en
contacto con el piso dejé de tocarlo. Eso sélo puede suceder cuando cuatro
patas tocan el piso.

Nota: ¢ Qué pasa si la mesa esrectangular, o en general, si no tenemos un poligo-
no regular?

2. Divisién de regiones:

En la mayoria de los problemas de mateméticas se pide que se resuelva una
ecuacion, que se calcule algun valor especifico o que se construya una figura
geomeétrica. Aqgui los problemas que estamos resolviendo son de otra indole.
Simplemente se pide probar gue existan la raiz, el nimero o la figura. El método
gue estamos usando es una aplicacion del teorema del valor intermedio (Teore-
ma de Bolzano). Asf{ que proseguiremos con las aplicaciones para dejar en claro
la importancia de este teorema.

Veamos ahora que siempre se puede dividir por medio de una recta vertical
en dos partes de una misma drea, a una region acotada limitada por una curva
cerrada en el plano.

Para eso tracemos una recta vertical que se encuentre a la izquierda del con-
junto (Fig. 3), yempecemos a moverla hacia la derecha. Larecta tocara la fronte-
ra del conjunto en algun momento, como se indica en la Figura 3, y luego empieza
a pasar por encima del conjunto hasta que vuelve a tocar al conjunto inicamente
en la frontera. Luego se colocara a la derecha del conjunto.

Analicemos cémo se comporta el drea delimitada por el conjunto a la izquier-
da de la recta.

El&rea varia continuamente desde O hasta el drea total del conjunto, que deno-
taremos por A. Asi que por el teorema de Bolzano, en cierto momento el drea

N




& .., 12 EDUCACION MATEMATICA B Vol. 5 - No. 3 ® Diciembre 1993 W © Gf! B

suré exactaments igual a la mitad del drea total. En ese preciso momento la
Inea divide al corjunto en dos partes con drea igual a A/2.

Comoenelejemplo anterior, este método nio da un modo de construir la linea
requerida, vy solo establece la existencia. Pero tampoco tiene mucho sentido
buscar una receta para efectuar una construccion, ya que el conjunto es arbitrario.

Observemos que se ha probado que en cada direcciéon existe una recta tnica
qgue divide a la regidn en dos partes cuyas dreas son iguales.

Veamos la solucion desde otro punto de vista. Tomemos un eje horizontal
(Fig. 4). La posicion de cualquier linea vertical estd determinada por el numero
x, el punto donde la recta corta al eje. Consideremos el drea de la parte delimita-
da por el conjunto v a la izquierda de la recta, y denotémosla por medio de
una funcion, f(x). La grafica de f se aprecia en la figura. Asi que encontrar
una recta que divida el conjunto en dos partes con area iqual, es lo mismo
gue encontrar un punto ¢ tal gue f(c) = A/2. Para esto consideremos la recta
y = A/2. La parte izquierda de la grafica de f(x) se encuentra abajo de esa
recta, y la parte derecha se halla arriba, ya que f(a) = 0 < A/2 mientras que
f(b)y = A > A/2. Asi que existe un punto ¢ donde la recta horizontal corta a
la gréafica de f(x). En ese punto ¢ se tiene que

Una vez examinado este problema, es {acil ver que si se tienen dos regiones
en el plano hay una recta que divide a ambas a la mitad.

Para esto tomemos una direccion cualguiera en el plano § respecto al eje hori-
zontal.

Sean t (0) y {(0) las rectas que dividen a las regiones R, y R, en mitades,
respectivamente. Ahora midamos la distancia entre £, y £,

ot

Figura 4 Figura S
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Suponigamos que chora asociamos ese numero positivo si € estd a la dere-
cha de ¢ si vemos en la direccidn de 0, y negativo si {, estd a la izquierde de
?,. Definamos D () como la “distancia” con signo enire ¢, y {,. Entonces D es
una funcién continua en [0, 7] que depende de 6. Tenemos ahora tres posibilida-

des dependiendo del valor de D(0).

Si D(0) = 0 entonces claramente { (0) = {(0) es una linea que divide a las
regiones R, y H, en mitades.

Si D(0) > 0, entonces D(7) < 0, y por el teorema del valor intermedio para
alguna 6, en [0, 7], se tiene que D(0,) = O; asi que la recta gque divide a las
regiones K| y R, en mitades, es ¢ (6,) (Fig. 5).

St D(0) < 0, entonces D(w) > 0, y repetimos el argumento anterior.

Ahora podemos generalizar lo anterior para ver que si se tiene una torta for-
mada de pan, jamon y queso, siempre es posible con un sélo corte plano dividir
a los tres ingredientes en mitades.

3. El problema del excursionista y los teoremas de punto fijo.

Un excursionista sale desde el punto A a las 9 de la mafiana de un lunes y llega
después de su caminata, tal vez con varias paradas, comida v un rato de siesta,
v planta su campamento en el punto B.

Elmartes alas9delamanana sale del campamento siguiendo el mismo camino
de regreso. Aungue parezca increible, veamos que el excursionista estaba en
el mismo punto del camino a la misma hora del lunes y del martes.

Esto lo podemos ver con argumentos que no utilizan Célculo, si suponemos
gue tenemos un clon del excursionista que el martes sale a las 9 de A hacia
B, repitiendo el mismo camino con paradas, comidas, etc., que hizo el dia ante-
rior el excursionista original. El clon y el excursionista se van a encontrar en
el camino. De hecho el problema puede ser formulado en términos de puntos
fijos, los cuales juegan un papel central en ciertos problemas matemaéticos; so-
bre los cuales hay una extensa literatura y de ello hablaremos méas adelante.

Se puede dar otro argumento usando el teorema del valor intermedio.

Denotemos por d,(t), la distancia recorrida por el camino desde el punto A
el lunes después de caminar un tiempo t, y por d,(t) la distancia del excursio-
nista al coche después de un tiempo t; por supuesto que t = 0 corresponde
“a las 9 de la manana.

Consideremos ahora la funcién D(t) = d (t) — d,(t). Se tiene que D es conti-
nua y D(0) < 0, ya que d,(0) = 0y d,0) es la distancia de A a B por el cami-
no; ademas t, es el tiempo que tarda el excursionista en llegar hasta el punto
B. D(t;) > 0 asi que usando el teorema del valor intermedio se tiene que existe
t"tal que D(t") = 0; esdecird,(t’) = d, (t'). Esto quiere decir que el excursio-
nista efectivamente estaba en el mismo punto a la misma hora del lunes y del martes.

Veamos ahora un teorema de punto fijo que se deriva del teorema del valor
intermedio.

R _ R
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Teorsma: Si f es una tuncion continua de: [0, 1] en el mismo, entonces exisie
s N . . : . [
ur. punto ¢ en [0, 1] para el cual f{c} = ¢; es decir, ¢ es tijc bejo la tuncicn £,

Demostracién: Sif(J) = 0, obiensif(l) = 1, *enemos un punto fijo y el teorema
gueda demostrado.

Supongamos entonces que f(0) > 0y (1) < 1, y recordemos g.e el contrado-
minio (o rango) de f es un subconjunto de [0, 1].

Definimos g(x) = f(x) — x. Entonces g(0) > 0, mientras que g(l) < 0.

Asique por el teorema del valor intermedio hay unacen [0, 1]dondeg(c) = 0;
asi que f(c) — ¢ = 0, y de ahi ¢ es un punto fijo.

Este teorema se puede generalizar a un espacio de n dimensiones y as{ obtener
el llamado teorema del punto fijo de Brouwer.

A
- y =X
)
|
|
1
1
1
y = fx) |
l
1
|
»
Figura © En algin punto la grédfica de f tiene gue cortar a la recta y = x.

Una bonita prueba de este teorema se puede encontrar en el articulo de Mil-
nor. (véase la Bibliografia) (Fig. 6).

4. Cubiertas universales:

Veamos primero qué se entiende por didmetro de un conjunto cerrado y acotado
A. Si denotamos por d(x, y) a la distancia entre los puntos x, y, el didmetro
de A es el méximc de todas las distancias d(x, y), con x, y en A; es decir que
el didmetro de A = max {d(x, y): x, y en A}.

Un conjunto de didmetro | en el plano se puede colocar dentro o en un cuadra-
do de lado 1, o ser tapado completamente por el cuadrado de lado 1. En el
libro de Lay (véase la Bibliografia) se encuentra una demostracién de este he-
cho. Agui nos haremos la pregunta de qué tan grande tiene que ser un circulo
para que cubra o tape a cualguier conjunto de didmetro 1. La respuesta sorpren-
dente es que no es 1, sino que tiene que ser mayor que 1: es de radio 2/V/3.

\

J—
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Observemos que el tridngulo equilatero de didmetro | estd inscrito en un cir-
culo de ese radio, como se puede ver en la Fig. 7.

Aqui probaremos usando el teorema del valor intermedio que cualquier con-
junto de didmetro 1 se puede cubrir o tapar con un hexdgono de lado 1/v/3,

y como éste se puede cubrir con un circulo de radio 1/v/3 tendremos que cual-
quier conjunto de didmetro 1 se puede cubrir con un circulo de didmetro 2/+/ 3.

ING.

NS

Figura 7

Es facil ver que para tapar un circulo de radio uno es necesario un hexagono
de lado 1/V/3, asi gue uno de lado menor no puede ser cubierta universal de
conjuntos de didmetro 1. Para verificar que ese hexdgono es suficientemente
grande, consideremos un conjunto S de didmetro 1.

Sean ! y ¢, dos rectas tangentes a S y que formen un angulo de #/3; ] y
¢ son rectas paralelas y a una unidad de ¢, y £,, respectivamente. Entonces
S estd contenido en el rombo ABCD, donde A, B, C y D son los puntos de
interseccién de las rectas £, con £, etc. (Fig. 8).

Tracemos ahora una recta tangente EF a S, y que AEF forme un tridngulo
equilatero. Lo mismo hacemos con GH. Ahora S estd dentro de un hexdgono
BGHDEF, y la distancia entre EF y HG es a lo méas 1.
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Si EF y HG son dos segmentos iguales y estdn a una distancia 1, entonces
el hexdgono resulta ser reqular. Asf que si EF y HG no estan a distancia | basta
recorrerlos de tal forma que sigan siendo iguales y que se encuentren a la distan-
cia 1. Si los dos segmentos EF y HG no son iguales se puede girar la figura
respecto a .S, manteniendo £, y £, tangentes a S. Después de un giro de 180°,
los segmentos EF y HG cambian de lugar, y asi si HG era mayor que EF en
6 = 0, lo inverso sucede para § = . Por el teorema del valor intermedio los
dos segmentos tendran la misma longitud para algun dngulo 6 en [0, 7].

5. Propiedades de funciones continuas periédicas:

Las funciones periédicas son parte importante de nuestra vida. Sus gréficas pue-
den ser las bien conocidas de seno o coseno, o bien curvas méas complicadas
como las que un médico examina en un electrocardiograma. La siguiente curva
(Fig. 9) es la grafica de y = sen x cos 2x + sen 4x.

Figura 9

Independientemente de qué tan “"complicada” sea la grafica de una funcién
periédica, siempre hay ciertas propiedades garantizadas. Por ejemplo, si se cor-
ta una porcién de la grafica de cualquier tamarfio, ese fragmento siempre coinci-
dird con algun otro simplemente trasladédndolo. El siguiente teorema es una
propiedad importante y muy curiosa de las funciones continuas periédicas.

Teorema: Sifes una funcién continua periddica, con periodo p y L es una longi-
tud cualquiera, entonces existe un segmento horizontal de longitud L cuyos ex-
tremos estdn en la grafica de f.

Para probar esto utilizaremos integrales. Primero observemos que si tenemos
una funcién periddica, la integral de f en cualquier intervalo de longitud p,
el periodo, es la misma; es decir,

f" f(x)dx = j "® f(x)dx
0 a
lo cual podemos reescribir como

f: f(x)dx = j" [f(x + L)]dx
. d0
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De donde
jo [fx)—fx + L)ldx =0

Aqui se considera que f es continua; es decir, que el integrando es continuo.
De ahi que es idénticamente cero, o bien al ser la integral igual a 0, se tiene
que f(x) — f(x + L) es positivo en cierto lugar, y f(x) — f(x + L) es negativo
en otro. Asi que aplicando el teorema del valor intermedio se tiene que existe
x, € [0, pl, tal que f(x,) = f(x, + L) para una cierta L. Asi que el segmento
que se busca es el que une 0(x,, f(x,) y (x, + L, f(x, + L) en la grafica de f.
Con lo cual terminamos la demostracion.

Estas ideas pueden ser utilizadas para obtener mas informacién acerca de
la gréfica de f.

Por ejemplo:
Je)
IO [fx) + fx+2L)—2f(x + L)]dx =0
As{ que para alguna x, € [0, p] se tiene que

f(x) + flx, + 2L) —2f(x, + L) = 0
Es decir,

flx, + L) = % [f(x,) + f(x, + 2L)].

De manera que el segmento que va de [x,, f(x,)] a [x, + 2L, f(x, + 2L)] tie-
ne por punto medio a [x, + L, f(x, + L)].

Asi que dada una tuncién periédica y continua, y un segmento de cualquier
longitud, éste se puede colocar con sus extremos y el punto medio en la grafica
de la funcién (tal vez no sea horizontal).

En general, si L, < L, < ... < L_ son n nimeros, entonces para alguna
x,€[0, plsetienequef(x, + L)) + ... + f(x, + L) = n - f(x,). Interpretan-
do gréficamente este resultado se traduce como que el valor de f en x, es el
promedio de los valores de f en

X

ot Limx, + L,, ..., x,+ L,

Esto parece realmente increible.

Se puede obtener un poco mds de informacién mediante el siguiente teorema:
Teorema: Si f es periddica y diferenciable en [a, b] y 7 es un numero entre
f'(a) yf'(b), entonces existe ¢ € [a, b] tal que f'(c¢) = 9. En otras palabras una
funcién f’ que es la derivada de otra funcién periddica fen [a, b ], también tiene

la propiedad del valor intermedio a pesar de que podria no ser continua.

Es claro que si la derivada de una funcién periédica existe, ésta es también
periédica con el mismo periodo p. Supongamos que f tiene periodo p y que
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f’ existe y es integrable. Asi que todos los argumentos anteriores se pueden
aplicar para obtener los siguientes resultados:

(a) Dada L > 0, existe x, tal que la pendiente de la curva en [x,, f(x,)] es la
misma que en [x,, f(x, + L)].

(b) Dada L > 0, existe x, tal que la pendiente de la curva en (x;, {(x,) es el
promedio de las pendientes en [x,, f(x, — L)] v [x,, f{x, + L)].

(¢) Dadas L, < L, < ... < L, para alguna x,, entonces

Fla) = 2 [F0x + L) + £l + L) + ... + £l + L))

Antes de finalizar vale la pena considerar una demostracion del teorema de
Bolzano o teorema del valor intermedio.

5. DEMOSTRACION DEL TEOREMA

Sea f: [a, b] = “ una funcidn continua para toda x en [a, b]. Sea a = f(a),
B8 = f(b), y supongamos que « # 3. Sea y un numero entre « y 8. Entonces
existe un numero ¢ en (a, b) tal que f(c) = 7.

La prueba del teorema aplica directamente el axioma del supremo que recor-
damos a continuacién:

Axioma del supremo:

Un subconjunto no vacio de nimeros reales acotado por arriba tiene un supre-
mo (cota superior minima).

Ahora estamos listos para llevar a cabo la demostracién anunciada. Para esto
definimos al conjunto S = {x:1a <= x = by f(x) < v}.

El conjunto S es no vacio, ya que a es un elemento de S; ademads es acotado
por arriba, ya que b es una cota superior de S. Por lo tanto, por el axioma del

supremo, existe una cota superior minima que denotaremos por c.

El nimero c es el minimo con la propiedad: Sif(x) < yentoncesx < ¢. Clara-
mentea < c(yaqueaestdenS), yc < b (yague b es una cota superior de S).

Se tiene por la tricotomia de los numeros reales tres posibilidades.
f(c) < v, f(c) = v, obienf(c) = v

Veremos que los dos primeros casos nos llevan a una contradiccion, y por
lo tanto, setiene que cumplirf(c) = v, con lo que queda demostrado el teorema.

Por comodidad vamos a tomar a < .

Supéngase que f(c) < v. Entonces f(c) < 8; asiquec# b yc < b. Como
f es continua en c¢ se tiene que f(x) < v, para x cercana a c¢. De modo que hay
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puntos a la derecha de c tales que f es menor que v. De este modo, esos puntos
pertenecen a S. Como c es una cota superior de S, tales puntos no pueden estar
a la derecha de c. Esto es una contradiccién.

Supongamos ahora que f(¢) > v. Entonces f(c) > «, asiquec#ayc > a.
Como f es continua en ¢ se tiene que f(x) > v, para x cercana a c. Esto quiere de-
cir que hay un numero ¢, tal quea < ¢, < cyf(x) > yparatodoc, < x < c.
No hay puntos de S a la derecha de ¢, pues ¢ es el supremo. Ademas como
todos los puntos entre ¢, y ¢ cumplen con f(x) > v, no hay puntos de S a la
derecha de c,. Asi que ¢, es una cota superior menor que ¢, lo cual es una con-
tradiccidn.

6. CONCLUSIONES

Nuestra intuicién geométrica es una guia esencial, pero desafortunadamente
no es infalible. Hay proposiciones que resultan geométricamente obvias pero
que son falsas.

La demostracién no reemplaza en ningun sentido; nuestra intuicién, sin em-
bargo, larefuerza. Sélo nuestra intuicién e imaginacién, aplicadas a casos parti-
culares, pueden sugerir teoremas generales. Unicamente una demostracién
rigurosa asegura que no vamos por un camino equivocado.

El teorema de Bolzano, o del valor intermedio, resulta ser un teorema impor-
tante, considerando a lo que es equivalente, y sobre todo, al sinniumero de apli-
caciones de las cuales aqui sélo hemos dado algunas. Hay que darle su real

valia al “obvio” teorema de Bolzano, y no dejar que pase inadvertido.
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