ARTICULOS

Los Nifos y las Variables

~ Resumen

En este articulo se revisan los resultados de algunas in-
vestigaciones que estudian las dificultades que tienen los
alumnos que se inician en el estudio del dlgebra, con los dife-
rentes usos de la variable.

La variable y sus distintos usos

{Qué son estas cosas llamadas variables? De esta manera Wagner (1983)
titula uno de sus articulos en el que enfatiza la complejidad de este concepto
y las dificultades que tienen los estudiantes que inician el estudio del dlgebra
en trabajar con la variable. El concepto de variable no es fdcil de definir, ya
que su significado puede cambiar con el contexto en el cual aparece. Usiskin
(1988), por ejemplo, destaca cuatro usos diferentes de la variable y los asocia
a diferentes concepciones del dlgebra.

CONCEPCION DEL ALGEBRA ~ USO DE LA VARIABILE

Aritmética Generalizada Generalizadores de patrones
(traduce, generaliza)

Medio para resolver problemas Incégnitas, constantes,
(resuelve, simplifica)

Estudio de relaciones Argumentos, parametros
(relaciona, grafica)

Estructura Marcas arbitrarias en papel

(manipula, justifica).

(Usiskin, 1988, p.17)
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Aunque puede ser que sbélo uno de estos usos de la variable aparezca
en una tarea especifica, es muy comun que los estudiantes tengan que resolver
problemas en los que aparece mds de uno de estos usos, como lo ilustra el
problema siguiente:

“ Encuentra la ecuacién de la linea que pasa por el punto (6, 2) y cuya

pendiente es 11", 4

7 (Usiskin, 1988, p.14)

Cuando, para resolver este problema, se parte de la relacién general
que existe entre los puntos de una recta y su pendiente, a saber: Y= mX+ b,
queda implicito que se espera que el estudiante sea capaz de concebir las
variables como nimeros generales. En efecto, esta expresién describe una
linea general y las variables involucradas representan nimeros generales
que pueden, por lo tanto, asumir cualquier valor. Sin embargo, para una
linea particular, my b no representan nimeros generales, sino constantes.
Por ejemplo, en el ejemplo arriba mencionado el valor de la pendiente esta
dado y tiene que substituirse a m, bes una incégnita que puede determinarse
usando los datos. X'y Y son dos variables vinculadas por una relacién
funcional: X puede considerarse un argumento al que se le puede asignar
cualquier valor mientras que los valores de ¥ cambian en correspondencia.

Es decir, para resolver este problema, los estudiantes deben ser capaces
de trabajar con nimeros generales, con constantes, con incégnitas, con
variables en una relacién funcional y poder pasar de una a otra interpretacién,
aun cuando estas diferentes caracterizaciones de la variable tengan la misma
representacién simbélica.

Un usuario competente del dlgebra es capaz de interpretar la variable
de modos distintos dependiendo del problema en el cual aparece. Reconoce,
por ejemplo, cuando una expresién representa una ecuacién (1), y la variable
representa una incégnita especifica cuyo valor puede determinarse con
precisién; y cuando una expresién representa una tautologia (2), y la variable
representa un valor indeterminado. Es capaz de distinguir estas expresiones
a pesar de que parezcan muy similares.

x+5=x+1(1)
x+5=5+x(2)

Un usuario competente es capaz de simplificar una expresién al-
gebraica, de trabajar con la idea de variacién cuando las variables estdn
involucradas en una relacién funcional y de discriminar entre las acciones a
tomar en cada caso particular. Para él, las diferencias que caracterizan los
distintos usos de la variable, pueden parecer triviales y hasta insignificantes,
sin embargo, reconocerlas es crucial para los principiantes. El no reconocerlas

se torna frecuentemente un obstaculo que bloquea el aprendizaje del alge-
bra (Matz, 1982).
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En matemdticas se usan generalmente los simbolos literales para
representar las variables. Los mismos simbolos son usados para denotar
diferentes caracterizaciones de la variable, y diferentes simbolos son
empleados para representar la misma caracterizacién de la variable. Este
uso de los simbolos literales puede contribuir a opacar las diferencias entre
las distintas caracterizaciones de la variable y ocultar las condiciones que
determinan dénde y como puede variar su valor (Matz, 1982).

Argumentos de este tipo han llevado en distintas ocasiones a considerar
que los simbolos comunmente usados para representar la variable no son
los mas adecuados y que, por lo tanto, contribuyen a crear cierta confusién
en los estudiantes que inician el estudio del dlgebra (Thorndike ef al., 1923;
Van Engen, 1953; Wagner, 1981; Matz, 1982). Se llegé inclusive a sugerir
(Menger, 1956) la conveniencia de usar simbolos que reflejen la variedad
conceptual que subyace los diferentes usos de variables. Sin embargo, si
bien puede parecer atractivo, hay que considerar que un acercamiento como
el propuesto por Menger no liberaria a los estudiantes de la necesidad de
interpretar la misma variable simbdlica de diferentes formas. Tal y como se
enfatizé anteriormente, es muy frecuente que para poder resolver un problema
se requiera la capacidad de interpretar un mismo simbolo literal de maneras
distintas.

Las consideraciones anteriores subrayan el caracter multifacético del
concepto de variable y sefialan que para poder trabajar exitosamente con la
variable es necesario poder interpretar de distintas maneras los simbolos
que se usan para representarla, asi como poder pasar de una interpretacién
a otra. Con el fin de elucidar de qué manera los alumnos interpretan los
simbolos literales usados para representar las variables en un contexto
algebraico escolar, Kiichemann (1980) realiz6 un estudio con més de 3000
estudiantes cuyas edades oscilaban entre 13 y 15 aros. Para ello aplicé un
cuestionario escrito, en el cual se pedia a los alumnos que interpretaran y
manipularan expresiones algebraicas, y que resolvieran problemas en los
que las variables estaban representadas por simbolos literales.

Al analizar las respuestas dadas por los alumnos, Kiichemann (1980)
identifico seis diferentes maneras de interpretar los simbolos literales:

Letra evaluada: A la letra se le asigna un valor numérico;

Letra no utilizada: La letra es ignorada o su existencia es reconocida pero no
se le atribuye ningun significado; '

Letra como objeto: Se considera la letra como una abreviacién del nombre
de un objeto o como a un objeto en si;

Letra como incégnita especifica: La letra representa un niimero particular pero
desconocido y los alumnos son capaces de operar directamente sobre ella;
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Letra como numero generalizado: Se considera que la letra representa o es

capaz de asumir distintos valores;

Letra como variable: Se considera que la letra representa un rango de valores
no especificado y que existe una relacién sistematica entre dos conjuntos de
valores de este tipo.

Estos resultados destacan el hecho de que los alumnos tienen diferentes
maneras de interpretar las letras usadas para representar las variables. Esto
indica que los que se inician en el estudio del dlgebra consideran que los
simbolos literales usados como variables pueden interpretarse de diferentes
modos, y que su significado puede variar con el problema. Pero los resultados
reportados por Kiichemann muestran también que la interpretacién dada
por los nifios no es siempre la apropiada, y frecuentemente es la fuente de
respuestas erréneas.

Desde una perspectiva piagetiana, Kiichemann considera que esta
clasificacién de la interpretacion de los simbolos literales, refleja un grado
de dificultad creciente. Considera que las primeras tres categorias indican
un bajo nivel de respuesta, y argumenta que para que un nifio tenga una
comprensién de ‘los inicios del dlgebra’, es necesario que sea capaz de
trabajar, por lo menos, con problemas simples que requieran el uso de la
“letra como incégnita especifica”. Afirma que un nifio habrd conprendido
perfectamente el uso de los simbolos literales en dlgebra, cuando sea.capaz
de trabajar con la “letra como variable”. El orden que Kiichemann propone
sugiere que es mds facil para el nifio trabajar con la “letra como incégnita
especifica” que con la “letra como nimero generalizado”, y que es mds fécil
trabajar con la “letra como numero generalizado” que con la “letra como
variable”.

Si bien puede ser valido considerar que los alumnos se acercan al
dlgebra cuando sus respuestas pertenecen a las tltimas tres categorias, la
visién jerarquica que refleja la clasificacién de Kiichemann podria estar
insinuando un orden en el cual deberian ensenarse los distintos usos de las
variables. En efecto, considerar que para los alumnos es mds facil trabajar
con una interpretacién del simbolo literal que con otra implica que es mdas
facil trabajar con una caracterizacién de la variable que con otra. Sin
embargo, hay que considerar que cada uno de los distintos usos de la variable
puede ser ensefiado a diferentes niveles de complejidad y, por lo tanto, una
organizacion jerdrquica, como la que se desprende de la clasificacién de
Kiichemann, no parece ser apropiada para propésitos de ensefianza. Ademds,
como lo muestran los resultados de las investigaciones que estudian el trabajo
de los alumnos con distintas caracterizaciones de variables, a saber, variable
como numero general, variables en una relacién funcional y variable como
incognita especifica, éstos tienen dificultades con cada una de ellas. Esto es,
los resultados de las investigaciones no arrojan evidencias que permitan
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considerar que es mds facil para los nifios trabajar con una que con otra
caracterizacién de la variable. '

Los alumnos y la variable como nimero general

La habilidad para generalizar es una de las caracteristicas mds importantes
de la inteligencia (Krutetskii, 1976). Es una habilidad general, esto es, se usa
en diferentes campos y aparece desde edades muy tempranas. Sin embargo,
Krutetskii y su grupo encontraron que la habilidad para generalizar en
matemdticas es una habilidad especifica: es la habilidad de generalizar
relaciones numéricas y espaciales, expresadas a través de numeros o
simbolos literales. Encontraron ademds que existe una relacién muy estrecha
entre la habilidad para generalizar material matemdatico y la habilidad para
estudiar matemdticas. Argumentan, por ejemplo, que los alumnoes que tenian
facilidad para las matemadticas, podian detectar rapidamente cuales eran
los rasgos generales que caracterizaban situaciones exteriormente distintas,
mientras que los alumnos menos habiles necesitaban mucho entrenamiento
y prdctica para poder generalizar.

Krutetskii sugiere que la capacidad para generalizar en matematicas
sigue un camino evolutivo: desde la habilidad para ver lo que es ya conocido
y general en lo particular, a la habilidad de ver lo que es desconocido ¥
general. Se evoluciona desde la necesidad de analizar muchos ejemplos
particulares, como prerrequisito para una generalizacién, ala habilidad para
generalizar a partir de un unico sjemplo particular. Un punto enfatizado por
Krutetskii es que la habilidad matemdtica, y en particular la habilidad para
generalizar en matemdticas, no son habilidades innatas sino adquiridas.
Este es un hecho crucial que hay que tomar en cuenta cuando se disenan
ambientes de ensenianza para ayudar a los alumnos a desarrollar la ha-
bilidad para generalizar en matematicas.

La variable es un instrumento que se usaen matemdticas para expresar
una generdlizacién. Cuando se quiere expresar matemdticamente un patron,
una regularidad o un método general, se usan las variables para representar
los ntimeros generales involucrados.

Distintos estudios que investigaron la capacidad que tienen los alumnos
para trabajar con la variable como niimero general cuando aparece en tareas
algebraicas tradicionales, encontraron que la gran mayoria tenia dificultades
para trabajar con esta caracterizacién de la variable. Se encontré (Kuche-
mann, 1980; Booth, 1984), por ejemplo, que los alumnos tienden a interpretarla
de varios modos distintos dependiendo del problema: la ignoran; la in-
terpretan como una incégnita especifica asignandole un valor especifico; la
interpretan como un objeto. Resultados similares se obtuvieron en un estudio
desarrollado en México con alumnos de secundaria (Avila, et al., 1990).
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Estos resultados muestran que ante la necesidad de interpretar un
simbolo literal usado para representar un nimero general los estudiantes
estdn bastante desorientados. Booth (1984), por ejemplo, sugiere que los
alumnos tienden de manera “natural” a interpretar las letras como ntimeros
especificos. Tanto Booth (1984) como Kiichemann (1980) sugieren que la
dificultad para interpretar la letra como un niimero general puede depender
del desarrollo cognitivo.

Sin embargo, los resultados de otras investigaciones desarrolladas en
ambientes computacionales no sustentan esta hipétesis y muestran que en
estos ambientes y con ayuda, los alumnos pueden desarrollar la capacidad
de interpretar la letra como nimero general. Thomas y Tall (1986), por ejemplo,
disenaron materiales computacionales cuyo objetivo era ayudar a estudiantes
de 12 afios de edad sin experiencia algebraica, a que mejoraran su com-
prensién de los conceptos algebraicos generales, por medio de una explo-
racién estructurada de ejemplos particulares. Se presté atencién especial al
uso de letras como nimeros generales y de letras como variables (adoptando
la definicién de Kiichemann). Los resultados de una evaluacién aplicada en
seguida después de terminado el estudio y de una evaluacién posterior,
mostraron que las respuestas dadas por el grupo experimental eran
significativamente mejores que las del grupo control, para preguntas que
requerian una comprensién del uso de letras como incégnitas especificas,
letras como nimeros generales y letras como variables.

Los resultados de los estudios longitudinales que Noss (1986) y Suther-
land (1987) desarrollaron en ambientes LOGO, muestran que alumnos de 8
all, yde 12 a 13 afios de edad, respectivamente, pueden acercarse en LOGO
a la idea de nimero general. Por ejemplo, los nifos eran capaces de
considerar que el nombre de la variable usado para designar la entrada a
un procedimiento general de LOGO representaba un rango de valores.
Sutherland (1987) encontré también que después de tres anos de trabajar en
ambientes LOGO en los que los nifios escribian y corrian procedimientos
generales asignando distintos valores a las entradas, seis de los ocho alumnos
de su estudio fueron capaces de usar en un contexto algebraico la experiencia
adquirida en LOGO y considerar que una variable puede representar un
rango de valores.

Los resultados obtenidos en ambientes computacionales sugieren que
acercamientos no-tradicionales pueden ayudar a reducir las dificultades y
ayudar a los alumnos a trabajar con la idea de nimero general y su repre-
sentacién simbdélica. Ademds estd también la sugerencia implicita de que la
instruccién convencional no brinda suficientes oportunidades para que los
alumnos construyan la idea de niimero general y desarrollen un significado
para el simbolo usado para representarlo. De aqui se desprende la necesidad
de buscar acercamientos alternativos a los tradicionales que ayuden a los
alumnos a trabajar con la idea de nimero general y su simbolizacién.
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Sugerencias como la anterior no son nuevas. Mason (1985), por ejemplo,
estudié cémo se podria ayudar a los alumnos a trabajar con aritmética
generalizada. Anglizando el proceso de generalizacién identificd cuatro
pasos, a saber: “observacion”, percepcion mental de un patrén o de una
regularidad; “verbalizacién”, articulacién de lo observado en palabras;
"notacién”, uso de simbolos para formular la generalizacién; “evaluacion”,
verificacion de la validez de la formulacién. En consecuencia Mason enfatiza
la importancia de ofrecer a los alumnos la oportunidad de percibir patrones
o relaciones y de estimular la necesidad de expresarlos antes de apresurarlos
para que trabajen con los simbolos literales.

Estos argumentos sugieren la conveniencia de trabajar con laideade
numero general antes de la introducciéon del lenguaje algebraico formal. Esto,
implicitamente sefiala que algunas de las dificultades alas que se enfrentan
los alumnos al trabajar con los simbolos literales que representan nimeros
generales, pueden reflejar un entendimiento pobre del concepto representado
por el simbolo. El disefio de ambientes diddacticos especiales podria ayudar
a los alumnos con antecedentes aritméticos, a pasar del trabajo directo con
numeros especificos a considerarlos como objetos que pueden ser incluidos
en el concepto mas amplio de numero general. De este modo podria ayudarse
alos alumnos a acercarse a la idea del nimero general y de su simbolizacién
antes de introducirlos al dlgebra formal.

Los alumnos y las variables en una relacién funcional

Las variables pueden ser empleadas para expresar una relacién funcional
entre dos cantidades cuyos valores pueden estar cambiando. Lo que
caracteriza este uso de las variables es, por un lado, su movimiento dentro
de ciertos rangos de valores (aspecto dindmico) y. por €l otro, el hecho de
que el valor que se asigna a una de las variables afecta el valor de la otra
variable (aspecto estatico). El aspecto dinamico es enfatizado cuando se
considera una relacién funcional como una manera de expresar la variacién.
Por ejemplo, la definicién que da Dirichlet de funciones continuas, refleja
esta visién dindamica:

"Sean ay bdos valores fijos y sea xuna cantidad variable que asume
gradualmente todos los valores entre ay b. Ahora bien, si a cada xle
corresponde un tnico valor finito de y, de modo que mientras x pasa
de manera continua de aa b, y y = f(x) analogamente varia de modo
gradudl, entonces se dird que yes una funcién continua de xpara este
intervalo”

) {citado en Hamley, 1934, p. 14)

Si bien anteriormente la definicién para introducir la idea de funcién
reflejaba una visién dindmica de la relacion funciondal, en los curricula ac-
tuales las funciones se suelen definir por medio de dos conjuntos y una regla
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de correspondencia que asigna a cada elemento de un conjunto exactamente
un elemento del otro conjunto. En esta definicién “moderna”, que aparece en
consecuencia del desarrollo de la teoria de conjuntos, se resalta el aspecto
estatico de una relacién funcional, mientras que la idea de variacién y la
relacién entre el movimiento de las variables, o sea, el aspecto dindmico,
queda relegado.

Se encontr6 que cuando se usa la definicién ‘moderna’ para introducir
la idea de funcién, los alumnos tienen dificultades con las ideas de dominio
y de rango de variacién, tanto si se representa la funcién de forma grafica
como analitica (Markovits ef al, 1986; Sfard, 1989). También tienen dificul-
tades con funciones constantes, funciones representadas por grdficas des-
conexas y con funciones definidas por partes (Markovits ef a/, 1986).

Markovits y sus colegas (1986) sugieren que estas dificultades pueden
ser una consecuencia de esta definicién “moderna” de funcién, en la que la
idea de variacién ya no se enfatiza. Sin abogar por un regreso a un acer-
camiento mds tradicional, estos investigadores sugieren que los alumnos
deberian ser ayudados a relacionar la vieja y la nueva definicion de funcién.
Esto implica que para auxiliarlos a trabajar con las funciones y con las
nociones subyacentes, como por ejemplo, las ideas de dominio, rango,
monotonicidad, méximos y minimos, habria que ayudarlos por un lado, a
percibir las variables como entidades cuyos valores cambian bajo
restricciones dadas, y por el otro, a fijarse en la regla de correspondencia
que las une.

La necesidad de desarrollar estas visiones complementarias de las
variables en una relacién funcional, puede interpretarse como la necesidad
de desarrollar lo que Tall y Thomas (1991) llaman “pensamiento versatil”. El
“pensamiento versdatil”, se refiere ala capacidad de moverse libre y facilmente
entre modos de pensamiento secuencial/andliticos y global/holistico (Tall y
Thomas, 1991, p.3). En cuanto a las variables en una relacién funcional, esto
podria implicar por un lado, la capacidad de considerar las variables en
una correspondencia estdtica, uno-a-uno, y calcular el valor de una de ellas
en correspondencia al valor asignado a la otra; por otro lado, la capacidad
de considerar las variables como entidades que se mueven de manera
relacionada dentro de ciertos rangos de valores y, de este modo, trabajar
con la idea de cambio o variacién, o seq, con el aspecto dindmico.

Pero trabajar con la idea de cambio, no es facil para los alumnos.
Kiichemann (1980), por ejemplo, en el estudio ya mencionado encontré que
solo algunos alumnos podian interpretar la “letra como variable” y considerar
que los cambios en un conjunto de valores dependian de los cambios en otro
conjunto de valores. Las maneras en que los nifios representan situaciones
que implican la idea de cambio sugieren que los procesos dinamicos son
frecuentemente percibidos de manera estdtica (Bednarz y Dufour-Janvier,
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1991). Cuando trabajan con procesos dindmicos, los alumnos parecen
observar solo algunas caracteristicas esenciales que pueden describirse de
manera puntual. Tienen también dificultades para percibir el cambio cuando
este es representado por medio de grdaficas u otros codigos empleados en
matemdticas para ilustrar conceptos dinamicos. Hay una tendencia a
interpretar estas representaciones de manera estatica. Dificultades para
trabajar con la idea de cambio fueron observadas tanto en ninos de lo.y 2o.
grado (Bednarz y Dufour-Janvier, 1991), como en los alumnos que empezaban
el estudio del dlgebra elemental (Heid y Kunkle, 1988).

No obstante, se encontr6 (Heid y Kunkle, 1988) que el trabajar con tablas
de valores variables sobre un cierto rango de numeros, generadas por
computadora, puede ayudar a los alumnos a percibir cémo cambian los
valores de ciertas expresiones algebraicas dadas. A través del andlisis de
las tablas los alumnos pudieron deducir los dominios en los que las funciones
crecian o decrecian, y pudieron apreciar cémo los cambios afectaban las
variables relacionadas.

Sin embargo, puede ser que la notacion tabular no sea de gran ayuda
cuando se trabaja con funciones no lineales. Kieran (1992), por ejemplo,
encontré que alumnos de o. grado (15 anos de edad) con cierta experiencia
algebraica previa, tenian dificultad para deducir el comportamiento global
de funciones no lineales, asi como para identificar maximos y minimos, con
base en el andlisis de tablas numéricas. En contraste, el trabajar con una
representacién grafica ayudaba alos estudiantes a obtener una perspectiva
global. Pero en otros estudios se encontré que alumnos jévenes (Heid, 1989)
o de bajo rendimiento (Dreyfus y Einsenberg, 1981) tenian dificultad para
trabajar con grdficas, pero no para trabajar con tablas. Dreyfus y Einsenberg
(1981) sugieren que las nociones que subyacen a la idea de relacién funcional
(p.ej. dominio, imagen) deberian introducirse a través de la notacién grafica
cuando se trabaja con estudiantes considerados de nivel alto, y a través de
tablas cuando se trabaja con alumnos de bajo rendimiento.

Los alumnos y la variable como incégnita especifica

Durante la escuela primaria y antes de cualquier acercamiento al dlgebra,
los nifos empiezan a trabajar con problemas simples en los que se les pide
determinar el valor de una incégnita especifica. Usualmente el valor de la
incognita no es representado por un simbolo literal, sino por otros signos (p.
ej. un cuadrito, una linea, un espacio vacio). Cuando los nifos inician el
estudio del algebra estos signos son sustituidos por un simbolo literal y los
nifios empiezan a trabajar con variables como incognitas especificas.

Los nifios que se inician en el estudio del algebra son capaces de
razonar con incégnitas y encontrar el valor correcto cuando éstas aparecen
en problemas verbales simples. Karplus (1981), por ejemplo, encontré que
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alumnos entre 12y 14 anos de edad podian resolver problemas de acertijos
del tipo: "Pienso un nimero, le agrego 12, multiplico el resultado por 6 y
obtengo 90. ¢éCudl es el niimero que pensé?” (Karplus ef al, 1981, p. 148).
Observé que el patrén de razonamiento que los nifios usaban con mdés
frecuencia para resolver este tipo de problemas, era el de trabajar hacia
atras a partir del resultado dado. La segunda estrategia mds frecuente era
el “ensayo y error”.

Los que se inician en el estudio del dlgebra son también capaces de
trabajar con la variable como incégnita especifica cuando ésta aparece en
ecuaciones de un paso, esto es, en ecuaciones de laformaax= b, a+ x= b
Yy x+ a= b(Kieran, 1984). Para resolver este tipo de ecuaciones, los nifios
usan las operaciones inversas o substituyen distintos nimeros al simbolo
literal con el objeto de encontrar el valor que equilibre ambos lados de la
ecuacién. Estas observaciones muestran que frente a problemas verbales
simples, o a ecuaciones algebraicas de un paso, los ninos que inician el
estudio del dlgebra son capaces de conceptualizar una incégnita especifica,
Y de determinar su valor, deshaciendo las operaciones, o empleando el
“ensayo y error”.

Sin embargo, cuando una incégnita especifica aparece en ecuaciones
con una estructura mas complicada (p.ej. a+ x= b+ cax+ b+ cx= d,
ax+ b= cx + d) los ninos tienen serias dificultades para trabajar con ellas.
Estas ecuaciones no pueden ser resueltas de un solo paso. Para resolverlas
es necesario realizar primero ciertas operaciones numeéricas, operar con la
incégnita o ambas cosas. Esto implica la capacidad de percibir la ecuacién
de manera global a fin de reordenar los términos, antes de intentar calcular
el valor de la incégnita especifica (Herscovics y Linchevski, 1991b). Cuando
se enfrentan a este tipo de ecuaciones, los novatos usan diferentes estrategias
a fin de evitar operar con los niumeros y con las incégnitas. Por ejemplo, se
encontr6 que una de las estrategias que los nifios usan para tratar de resolver
ecuaciones con una aparicion de la incégnita pero con mdas de un término
numerico después del signo de igualdad, consiste en cortar la ecuacién
después del primer término numérico, e ignorar los otros. (p. €j. resolver la
ecuacion 4 + x-2+ 5= 11 + 3-5 como si fuera la ecuacién 4 + x-2 + 5= 11)
(Kieran, 1984).

Resolver ecuaciones del tipo ax + b + cx = d, implica ser capaz de
operar con incognitas especificas. Esto es, este tipo de ecuaciones no pueden
resolverse usando sélo operaciones aritméticas. Operar con la incognita
especifica presenta dificultades para los que se inician en el estudio del
délgebra. Se han observado distintas estrategias todas tendientes a evitar la
operacién con la incégnita. Por ejemplo, los nifios pueden tratar de resolver
este tipo de ecuaciones invirtiendo las operaciones antes de agrupar los
términos similares (Kieran, 1984). Esto sugiere un intento de aplicar a la
resolucion de estas ecuaciones un procedimiento que resulta exitoso para



B rg. 100 Enucacion Maremanica B Vol 6 - No. 3 » Diciembre 1994 B O aei B

resolver ecuaciones de un paso. Otro acercamiento observado es el de tratar
de determinar la incégnita especifica por medio de sustituciones sistematicas
(Herscovics y Linchevski, 1991a).

Los ninos tienen también dificultades para determinar el valor de la
incégnita especifica cuando esta aparece en ambos lados del signo de
igualdad (Kieran, 1984; Filloy y Rojano, 1984, 1989; Herscovics y Linchevski,
1991a). Filloy y Rojano (1984, 1989), por ejemplo, encontraron que el paso de
la resolucién de ecuaciones de la forma x + a = b a la resolucion de
ecuaciones de la forma ax + b= cx + d no es inmediato ni espontaneo.
Para resolver este tipo de ecuaciones, es muy frecuente que los niflos que
inician el estudio del dalgebra usen el ensayo y error y asignen diferentes
valores a las diferentes apariciones de la incognita especifica en una misma
expresién (‘polisemia’) (Filloy y Rojano, 1984). La “polisemia”, sin embargo,
puede evitarse cuando se aclara a los alumnos, de manera explicita, que
todas las apariciones de la incégnita especifica representan el mismo valor
(Herscovics y Linchevski, 1991a). Las dificultades que los alumnos encuentran
con este tipo de ecuaciones llevé a Filloy y Rojano a sugerir la existencia de
un corte diddctico que se manifiesta cuando la incégnita especifica aparece
en ambos lados de la ecuacién. Para enfrentar este tipo de ecuaciones, es
necesario estar familiarizado con la sintaxis algebraica. Estos investigadores
consideran que si bien la sintaxis algebraica tiene sus origenes en la
aritmética, para usarla correctamente es necesario poder romper con ciertas
nociones aritméticas. De alli la presencia de un corte didactico. Dadas las
dificultades que los alumnos tienen para operar con la incégnita inclusive
cuando esta aparece mdés de una vez del mismo lado del signo de igualdad
Herscovics y Linchevski (1991a) consideran el corte diddctico en términos de
un posible obstdculo cognitivo de los nifios para operar sobre o con la
incégnita especifica.

Estos resultados ponen en evidencia las dificultades que los nifios
tienen para operar con o sobre la incégnita especifica. La ensehanza tra-
dicional que tiende a desarrollar y fortalecer las habilidades manipulativas
no parece ser adecuada para ayudar los ninos a superar estas dificultades.
Ademas, parece ser que algunos de los acercamientos a las incégnitas
especificas usados en la escuela primaria pueden ser los que originan
algunas de las estrategias incorrectas que usan los nifios para resolver
ecuaciones. Por ejemplo, es muy frecuente que se ensene a los ninos que
resolver una ecuacion es equivalente a invertir las operaciones. Kieran (1988)
sugiere que este acercamiento puede llevar a los alumnos a concebir la
variable “como el resultado de un grupo de operaciones inversas -y a
(considerar) la letra sin existencia propia en la ecuacién dada” (Kieran, 1988,
p. 95). Esta interpretacién de la incognita especifica puede ser un obstéaculo
para otorgar sentido a una ecuacién que no puede ser resuelta invirtiendo
las operaciones asi como para operar con o sobre la incégnita especifica.
No puede esperarse que los nifios superen estas dificultades esponta-
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neamente. Como ya lo enfatizaron Filloy y Rojano (1989), ayudar a los nifos
a superar las dificultades que tienen para operar sobre y con la incégrita
especifica, es una tarea educativa.

Distintos acercamientos se han usado para ayudar los nifios a superar
las dificultades mencionadas. Filloy y Rojano (1989), por ejemplo, usaron
modelos concretos (el modelo geométrico; el modelo de la balanza) para
ayudar a los ninos a operar con la incognita especifica. Los resultados que
obtuvieron muestran que si bien en esos ambientes los alumnos eran capaces
de resolver ecuaciones con mds de una aparicién de la incégnita especifica,
el hecho de usar modelos puede ocultar lo que se pretende ensenar. Los
modelos pueden anclar los ninos a un contexto concreto y a progresar dentro
de este contexto, demorando la construccion de la sintaxis algebraica. Se
encontré que las intervenciones de ensenanza eran cruciales para ayudar a
los ninos a progresar desde el modelo a la construcciéon de nociones
algebraicas.

También se encontré (Herscovics y Linchevski, 1931b) que la instruccion
individualizada, disefiada especialmente para ayudar a los nifios a superar
la inhabilidad para operar sobre o con la incégnita especifica, puede llevar
a los nifios a adquirir la capacidad de agrupar términos similares en una
ecuacién. Sin embargo, se observé que las dificultades persisten cuando los
alumnos tienen que operar con incognitas de coeficiente unitario y, por lo
tanto, no explicitamente senalado.

Chalouh y Herscovics (1988) sefialan otro aspecto que puede ser crucial
tomar en cuenta para ayudar alos nifios a trabajar con la incégnita especifica,
a saber: buscar en los antecedentes de los nifios una base cognitiva sobre la
cual construir el conocimiento nuevo. Estos investigadores diseaaron un
experimento de ensefianza cuyo objetivo era ayudar a que ninos, sin
experiencia previa en dlgebra formal, lograran dar un significado «a
expresiones con una incégnita y una operacién, y a expresiones con mds de
una incégnita y mas de una operacién. Los resultados que obtuvieron
muestran que los ninos fueron capaces de pasar del uso de un signo para
representar un espacio a llenar (place holdern), al uso de simbolos literales;
al uso de un simbolo literal para representar una cantidad oculta; al uso de
un simbolo literal para representar una cantidad desconocida. Pudieron
también trabajar con expresiones algebraicas con varios términos.
Encontraron también que el hecho de indicar explicitamente el marco de
referencia y pedir a los nifios que respondieran “en dlgebra” fue un elemento
esencial que ayudd a los nifios a pasar de un contexto aritmético a uno
algebraico. Estos resultados indican que para los que se inician en el estudio
del dlgebra puede ser crucial saber con claridad el contexto matemdatico en
el cual se espera que trabajen. Esto sugiere que algunos de los compor-
tamientos erréneos pueden ser consecuencia directa de no tener claro el
contexto en el cual se espera que un problema sea resuelto.
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Estos resultados muestran que se han hecho grandes esfuerzos con el
fin de encontrar acercamientos que puedan ayudar a los nifios a superar las
dificultades que tienen en relacién a las incégnitas especificas. Sin embargo,
se requiere de mds trabajo para ayudar a los alumnos a que se apropien de
la idea de la variable como incégnita especifica y que sean capaces de
trabajar con esta caracterizacién de la variable para resolver problemas y
resolver ecuaciones.

Comentario a modo de conclusién

Hasta aqui el énfasis ha sido sobre las dificultades que los nifios tienen con
las diferentes caracterizaciones de la variable cuando trabajan en algebra.
También se han senalado algunas propuestas hechas con el fin de ayudara
los nifios a superar estas dificultades. Estas sugerencias provienen de los
investigadores que estudian a los nifios que se inician en el dlgebra o que no
han recibido atn instruccién formal del dlgebra. Se sefiala, por ejemplo, la
necesidad de abordar cada una de las diferentes caracterizaciones de la
variable de maneras diferente a la tradicional. Se manifiesta la necesidad
de disefar ambientes en los cuales los alumnos puedan usar sus cono-
‘cimientos matemdticos previos para acercarse a estos conceptos con sentido.
Implicitamente estos argumentos sugieren la necesidad de desarrollar con
los nifios cierto trabajo preparatorio, previo a un acercamiento formal a las
variables. Esto lleva a preguntarse acerca de la factibilidad de disefiar
ambientes que propicien un acercamiento a diferentes caracterizaciones de
las variables antes de la ensenanza formal del dlgebra. Trabajar en
ambientes de este tipo podria ayudar a los alumnos a desarrollar un potencial
para trabajar con diferentes caracterizaciones de la variable y despertar, de
esta manera, ciertos procesos evolutivos que podrian ayudar a los nifios a
comprender, mds adelante, un tratamiento mas formal de las variables.

La idea de ayudar a los alumnos a crear un potencial para trabajar
con conceptos nuevos, estd ligada a laidea de “zona de desarrollo préximo”
de Vygotsky. En anos recientes, la teoria del psicélogo soviético L.S. Vygotsky
(1986-1934) ha sido un foco de interés para muchos psicélogos que estudian
el desarrollo cognitivo de los nifios y la formacién de conceptos. En particu-
lar la nocién de “zona de desarrollo préximo”, desarrollada por Vygotsky,
esta despertando creciente interés entre los investigadores que estudian los
procesos de ensehanza y aprendizaje.

La nocién de “zona de desarrollo préximo” surge, por un lado, de una
critica a las tendencias psicolégicas que prevalecian en la primera mitad de
este siglo y, por otro lado, de la busqueda de una teoria marxista del desarrollo
cognitivo. Vygotsky (1878) critica la relacion que establecen las teorias mas
sobresalientes de su época entre desarrollo y aprendizaje. Enfatiza que ciertas
teorias como, por ejemple, la desarrollada por Piaget, consideran que el
desarrollo es un prerrequisito para el aprendizaje. Senala que la teoria
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elaborada por James (1958), otra tendencia fuerte de su época, identifica el
desarrollo con el aprendizaje. Discute el acercamiento de Kofftka y la escuela
Gestalt, sefialando que en esta teoria se considera que el desarrollo y el
aprendizaje se influencian mutuamente, abarcando, sin embargo, el de-
sarrollo siempre un campo mdés amplio que el aprendizaje. Segun Vygotsky
el error mds frecuente que cometen estas teorias es el de considerar sélo una
etapa del proceso de desarrollo, a saber, la que se refiere al desarrollo actual
del nifo, esto es, al “nivel de desarrollo de las funciones mentales del nifio
establecidas en consecuencia de ciertos ciclos de desarrollo que habian sido
ya completados” (Vygotsky, 1978, p. 85).

Sin negar la existencia de cierta relacién entre el desarrollo cognitivo
del nifio y su capacidad de aprender ciertos temas, Vygotsky afirma que
para poder establecer una relacion entre el desarrollo y las habilidades para
el aprendizaje, hay que considerar dos niveles de desarrollo: el desarrollo
actual y el desarrollo potencial. El desarrollo actual estd determinado por la
capacidad del nifio de resolver problemas por si mismo. El desarrollo poten-
cial estd determinado por su capacidad de resolver problemas en
colaboracién con un companero mds capaz o bajo la guia de un adulto.
Vygotsky define la “zona de desarrollo préximo” como “la distancia entre el
nivel de desarrollo actual determinado por la capacidad de resolver
independientemente un problema, y el nivel de desarrollo potencial,
determinado a través de la resolucién de un problema bajo la guia de un
adulto o en colaboracién con companeros mds capaces” (Vygotsky, 1978, p.
86) y considera que "un aspecto esencial del aprendizaje es que éste crea la
zona de desarrollo préximo, esto es, el aprendizaje despierta una variedad
de procesos de desarrollo que son capaces de operar sélo cuando el nifio
interactua con otras personas de su ambiente y en colaboracién con sus
compaieros” (Vygotsky, 1978, p. 90).

En este planteamiento se refleja la teoria de Vygotsky de los origenes
sociales de las funciones mentales superiores, tales como, por ejemplo, el pen-
samiento, la atencién voluntaria, la memoria légica, la formacién de con-
ceptos. Vygotsky considera que toda funcién aparece dos veces a lo largo
del desarrollo cultural del nifio. Aparece primero en el plano social, esto es,
entre la personas como una categoria interpsicologica, y después, aparece
en el nino como una categoria intrapsicolégica (Vygotsky, 1981). Como sefiala
Wertsch (1984) esto no significa simplmente que los procesos mentales
individuales se desarrollan en un ambiente social, sino, que la organizacién
de los procesos mentales refleja directamente la vida social en el cual estos
se formar. Por lo tanto, el ambiente social en el cual el niflo se acerca a -
conceptos nuevos, adquiere en esta teoria un rol crucial. Se considera que el
dominio de un concepto nuevo es una consecuencia de la interaccién con
personas mds competentes, y es precisamente esta interaccién la que crea
la “zona de desarrollo préximo”. Esto es, la “zona de desarrollo proximo” no
estd en el nino esperando a que una persona mas competente la despierte.
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sino que se crea, para un tema particular, en consecuencia a las negocia-
ciones que se establecen entre el nifio y el experto (McLane, 1987).

Para Vygotsky, la nocién de “zona de desarrollo préximo” esta
directamente ligada a propésitos de instruccién. En contraste con los que
consideraban que la instruccién que se puede impartir depende del nivel de
desarrollo alcanzado, Vygotsky considera que “la instruccién es buena sélo
cuando se adelanta al desarrollo. De este modo depiertay da vida a aquellas
funciones que estdn en proceso de maduracién, y que estan en la zona de
desarrollo préximo” (citado en Rogoff y Wertsch, 1984, p. 3). En esos momentos
los nifios pueden trabajar con funciones nuevas sélo con ayuda del adulto o
de comparneros mds capaces. Esto permite que los alumnos sean capaces
de trabajar exitosamente con tépicos que antes estaban considerados fuera
de su competencia.

Este acercamiento contrasta con la practica educativa usual, que esta
organizada considerando el nivel de competencia que los alumnos pueden
aleanzar sin ayuda. Al aplicar las ideas de Vygotsky a la ensenanza esco-
larizada, el papel del maestro cambia de ser un transmisor de un cuerpo de
conocimientos, a ser un experto que, interactuando con los alumnos, les ayuda
a desarrollar un potencial para resolver problemas nuevos y para construir
conceptos nuevos. También la cooperacion entre companeros adquiere un
rol sobresaliente, en contraste con el trabajo individual y competitivo. La
organizacién del entorno social en el que se desarrollan las actividades de
ensenianza igualmente se torna crucial.

El vehiculo fundamental de la educacién y de la creacién de la “zona
de desarrollo préximo” es, segtn Vygotsky, la interaccién social. Por lo tanto,
el habla y la evolucién de su uso tienen un rol fundamental en la formacién
de las funciones mentales superiores. Vygotsky considera que la funcion
primaria del habla, inclusive para los nifos muy pequenos, es la comunicacion
social. Fl habla comunicativa de los nifnos evoluciona al habla egocéntrica,
esto es, al habla para uno mismo, que aparece “cuando el nifo transfiere
formas sociales, colaborativas de comportamiento a la esfera de las funciones
psiquicas interpersonales” (Vygotsky, 1983, p. 35). El habla egocéntrica es
entonces usada por el nifio para autodirigirse durante una actividad que
desarrolla sin la ayuda de un experto. De esta manera, el habla cambia de
tener una funcién interpersonal, a tener también una funcién intrapersonal
{Vygotsky, 1978) y es usada como un herramienta para la resolucién de
problemas. En la teoria de Vygotsky, el habla egocéntrica lleva al habla
interna, esto es, al pensamiento verbal individualizado. Esto es, el habla
egocéntrica es considerada como el paso de transicién entre el intercambio
social caracterizado por la comunicacién y las funciones mentales internas

(Kozulin, 1989).
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Si bien las ideas de Vygotsky y sus implicaciones para la educacién
han sido analizadas y discutidas por muchos psicélogos (e.g. Griffin y Cole,
1984; Campione, Brown, Ferraray Bryant, 1984; McLane, 1987; Palacios, 1987),
estas no han influenciado substancialmente la préctica pedagégica, en
particular, la ensefianza de las matematicas. Es aun muy comun considerar
que el aprendizaje es un asunto individual y no un problema social, si bien,
ya empieza a haber resultados interesantes de estudios que analizan, por
ejemplo, cémo influye en el aprendizaje la colaboracién entre companeros
en el salén de clase y cual es el papel de las intervenciones del maestro (ver
Hoyles y Sutherland, 1989). Sin embargo, este tipo de investigaciones estan
en sus inicios. Seria interesante, por ejemplo, usar las ideas de Vygotsky
para disefiar.ambientes de clase especiales que ayuden a crear en los
alumnos el potencial para trabajar con diferentes conceptos matemdticos e
investigar el impacto de un acercamiento de este tipo sobre el aprendizaje

de estos conceptos.
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