ARTICULDS

Estudio de las Construcciones del
Pentagono Equiangulo

Parte 1 - Construcciones Exactas

Introduccion

Nos proponemos como objetivo en este trabajo realizar un estudio exhaustivo de
las construcciones mas conocidas del pentdgono regular (o equiangulo) descri-
biendo los diferentes métodos que irdn compareciendo, e investigando en cada
caso su exactitud y el orden del error cometido en aquellos que sean inexactos.

Esta investigacion esta especialmente indicada para profesionales de las mate-
maticas en general, y para profesores de General Basica y de Dibujo Técnico de
Bachillerato, en particular.

Dada la extension del trabajo, se le ha dividido en dos partes, presentando en
esta primera (PARTE 1) el tratamiento de los modelos exactos, y dejando para la
segunda (PARTE 2), los inexactos. A pesar de ello, en esta introduccion —y para
ofrecer al lector una vision global del texto— haremos una relacion de todos los
procedimientos investigados.

Nos basaremos al realizar las sucesivas demostraciones que compareceran, €n
las relacicnes:

d/il=0, Ur=03-9¢° 'y HWl=@-1)"/2

donde 4, r, h y [ representan la diagonal, el radio, la altura y el lado de un pen-
tagono regular arbitrario, y ¢ = (I + \/5)/2 el Numero de Oro [3].

Recordemos brevemente cOmo se obtiene en un pentagono regular las formu-
las anteriores.
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Dicho pentagono reguiar es la Figura Aurea por excelencia. En €l se verifica
(Figura A) que su lado es la Porcion Aurea (o ‘‘parte perfecta’) de la diagonal, o
lo que es lo mismo:

X/y = diagonal =4
lado

Justificacion: Por aplicacion del teorema del seno podemos escribir:

x/sen 108° = y/sen 36. Por tanto,

7 x/y = sen 108° / sen 36° = sen 72° /
sen 36° =1.61803398 = ¢. Por otra
parte, como sen 72° se puede escribir
2 sen 36° cos 36°.
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Figura A

Obtenemos asi otra definiciéon para ¢:

¢ =sen72/sen36 = 2cos 36 = 2 sen 54

Otro método para demostrar que la diagonal dividida por el lado, es ¢, seria
considerar la altura del pentagono [altura () = radio () + apotema (a)]

h=r+a=r+rsens4° = x = [()/2)? + K}"
y haciendo uso de Ia ignaldad
cos 54° = y/2r
se obtiene
x/y = (2.618033989...)" = ¢.

Es importante hacer notar que en un pentagono regular se verifica que e/
doble del apotema dividida por el radio, es ¢. Para demostrarlo basta escribir

(2a)/r = 2(rsen 54°)/r = 2sen 54° = ¢
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Otra relacion fundamental es la siguiente: En un pentagono regular, la razon
entre el radio y el lado es:

rly = (4 — (Z)Z)—‘/l_____ 4 — (¢ + 1))—‘/1 =3 - d))“/: = (.85065808...
Por ltimo, hay que indicar que la altura 4 de un pentagono, es 3/2 del lado,

con un error aproximado de 7 centésimos del mismo. Este aserto se justifica desde
el momento que 4 puede escribirse

h= (/2(4e* — 1) = (y/2)(3.077683537...) = (3/2) y.

Resumiendo: Existen 4 métodos —que nosotros sepamos— para demostrar
que en un pentagono regular la razon entre diagonal y el lado, es ¢.

1. Por aplicacion del teorema del seno (como se vio anteriormente).

2. Haciendo uso de la altura, el radio y el apotema del pentagono (idem).

3. Demostracion de Aboll-Wafa.

Los triangulos ABCy ABE son semejantes (Figura B). Ast:

AC =AM = d
AB = AE =]
d/l = l/x = P = xd

Por otra parte,
d-—x=1=2L=(d-xP=
> P+ 4xd=(d+xP=

Figura B

> P+ 4P = (d + x)* = d + x = [\/5. Si sumamos esta Gltima expresion con la
igualdad d — x = [ se llega facilmente a d// = ¢.

4. Los triangulos que aparecen rayados en la Figura C son semejantes por te-
ner sus tres angulos iguales. Por ello podemos escribir la proporcion:

d/l = 1/(d — 1)
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de donde se obtiene la ecuacion

& —-ld-F=0

y de ahi, finalmente,
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1. Construcciones exactas del pentagono regular

1.1 METODO DE LA SECCION AUREA

Construir un pentagono de lado AB cuya longitud dada es .

]

i

]

C Figura 1
Descripcion del método

Por el extremo B del lado AB se levanta un segmento de longitud / cuyo extremo
denominamos H. Haciendo centro en O, punto medio de AB, y con radio OH,
cortamos a la prolongacion de AB en C. Entonces AC ser4 la diagonal del penta-

gono regular buscando. Obviamente, la diagonal d = AC permitira determinar
los veértices I, E y D del mismo.

Demostracion de la exactitud del método.

Como ya hemos sefialado, para que un pentagono sea equiangulo debe cumplirse
.. d/l = ¢.Enla F‘s 13 | se observa que

. “AC=A0+OC = A0+ OH =12+ [P + (/D" = /2 + (/23
Asiqued/l = (1 + /5)/2 = ¢
1.2 CONSTRUCCION DEL ABOUL-WAFA (basada en la seccion aurea)

Construir un pentdgono de lado AB cuya longitud dada es |.

Sabiendo que d/I = ¢, como [ es conocida, si pudiéramos establecer d estaria de-
terminado el pentagono.
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Figura 2

Descripcion del método

Como se observa en la Figura 2, por el extremo B de AB se traza un segmento per-
pendicular, BC, de longitud /, a AB. Por el punto medio de HF = /, E, se traza
una perpendicular a HC que corta a la prolongacion de AB en M. Entonces AM
es la diagonal del pentagono regular buscado. No resulta dificil ahora determinar
el resto de los vértices del pentagono.

Demostracion de la exactitud
En la figura se observa que los triangulos rectangulos HBC y HEM son semejan-
tes desde el momento que tienen los tres &ngulos iguales, y ademaés son congruen-

tes (se pueden superponer) puesto que el cateto menor de ambos triangulos es //2;
por tanto, podemos afirmar que HM = HC.

AM = AH + HM = AH + HC = I/2 + [P + (/282 = 12 + (/D5
Porloque AM/I = (1 + \/5)/2=¢ =AM =d

Hemos demostrado que AM es la diagonal del pentdgono que tiene por lado
AB = |y, en consecuencia, esta construccidn es exacta.

""""" Figura 3

P 2y S
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1.2 METODO DE INSCRIPCION DE PTOLOMEOD

Inscribir un pentagono en una circunferencia de radio r dado.

A Leemmmemal

Figura 4
Descripcion del método

Haciendo centro en C, punto medio de OF, Figura 4, y con radio CA = 1 se de-
termina el punto B. Asi. AB sera el lado / del pentagono inscrito, v AD la diago-
nal d del mismo.

Demostracion de la exactitud del método

En un pentagono regular se verifica que la razon entre el lado y el radio es /3 — ¢
(vease la Introduccion). Demostremos que en este caso tal cosa se cumple: En
efecto

t=rJ5/2=0B=1-1/2=nr5—-1)2

De modo que / = (r/2)A/ 10 — 23/5 = I/r = \3 — o,

lo que prueba la exactitud del proceso. Ademas AD ticne una longitud igual a la
de la diagonal d del pentagono que hemos determinado. Veamoslo:

d _AD . NN NN YN
LoAB (Jr o+ o5 - /2
= (5+~5)/20 = (1 +5)/2 = 0.

Para esta ultima demostracion se han tenido en cuenta las igualdades:

OB =1—-1/2=rR/5 - 1)/2

t+ 172 = (NS + 1)/2

O
S
I

i
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1.4 METODO DEL LADO DEL CUADRADO INSCRITO

Inscribir un pentdgono en una circunferencia, utilizando para eflo el lado de un
cuadrado inscrito en la misma.
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H H
Figura 5 Figura 6

Descripcion del método:

En primer lugar proporcionemos un procedimiento para obtener el lado de un
cuadrado inscrito en una circunferencia, sin necesidad de dibujar esta figura. Pa-
ra ello tomemos la circunferencia de radio r de la Figura, 5 y haciendo centro en
los extremos del diametro AD, y con radio r, sefialemos los puntos B, Cy H. A
continuacién haciendo centro en A y D, con radio AC (lado del tridngulo equila-
tero inscrito), se determina 1. Entonces OF sera el lado del cuadrado inscrito.

Demostracion: O = A/ID> — 12 = AJ(r/3)? — 12 = /2.

(Recuérdese que r+/2 es el lado del cuadrado inscrito en una circunferencia de
radio dado ry que /3 = ID = AC es el lado el tridngulo equilatero inscrito).

Describamos pues el método: En la Figura 6 hagamos centro en By H con ra-
di» OI (lado del cuadrado inscrito); de esta manera encontramos F. Asi que GF
sera ol lado / del pentagono inscrito.

Demostracion de la exactitud del método.

BF = r/2 (lado del cuadrado inscrito)

BJ = r+/3/2 (mitad del lado del triangulo equilatero inscrito)

JF = A/ BF2 — BJ? = \[5/2
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OF = JF — JO = (\/35 — - FC = P _0p =L L2058 =
OF =JF -JO = (5 - )r/2=FG = /" — OF 7\@ NE

“

= FG/r=+3 - 0=FG =1
1.5 METODO DE INSCRIPCION DE ABOUL-WAFA

Inscribir un pentdgono en una circunferencia dada de radio r.

Figura 7

Descripcion del método.

Dada la circunferencia de la Figura 7 se traza la semirrecta s de origen O. Por
cualquiera de los procedimientos conocidos (véase el Apéndice 1V.3) se encuentra
el punto B de manera que OB/OA = ¢; es decir, que el radio OA sea la porcion
aurea de OB. Haciendo centro en B y con radio r cortamos a la circunferencia en
Cy D. La cuerda CD es el lado del pentagono inscrito.

Demostracion de la exactitud:

r 1

WEZ(eE 3¢

Q.E.D.

. r
CD | 2/R” ~(0B)2y
1.6 METODO DE INSCRIPCION DE LA CIRCUNFERENCIA AUXILIAR

Inscribir un pentdgono en una circunferencia dada de radio r.
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Figura 8

©, =0

Descripcion del método
Dada la circunferencia de centro Oy radio r (Figura 8) se traza la circunferencia
auxiliar de centro D punto medio de OF, y radio /2. Haciendo centro en Cy con
radio CE (E es el punto de corte del segmento CD con la circunferencia auxiliar),
encontramos los puntos A y B. El segmento AB es el lado / del pentagono inscrito
buscado.
Demostracion de la exactitud del método
Para esta demostracion haremos uso de la Geometria Analitica. Como se observa
en la figura anterior, la circunferencia dada la hemos centrado en el origen O de un
sistema de ejes cartesianos. No es dificil demostrar que CE es igual a (+/5 — 1)/2.

La circunferencia inicial (centro O, radio r) tiene como ecuacion

XX+ yt=r

La circunferencia de centro C y radio CE tiene como ecuacion

X+ +nt=r=r2R5-1)Y4

o

P
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La interseccion de estas circunferencias daré las coordenadas de los puntos A
y B. Operando se llega facilmente a que

y=—rl +5/4= —re/2=x= 213 — ¢/2,
expresiones que aparecen reflejadas en la Figura 8. Ahora podemos hallar la dis-
tancia entre los puntos A y B que serd precisamente la longitud del lado / de

nuestro pentagono. Después de unas operaciones simples se llega a que esa distan-
cia es

d(4,B) = (3 - ¢)

de donde se obtiene que

I/r=\3-¢ QE.D.

1.7 MITODO DE LA TEORiA DE GALOIS (Método de inscripcion)

Dividir una circunferencia de radio r en cinco partes iguales.

A

(Xo, yo) (O, yo)

0 N M t

Figura 9

Descripcion del método

Como puede verse en la Figura 9, por el punto medio de OM, o sea N, se traza la
recta s que pase por B. La bisectriz p de lasrectas sy f (tes larecta y = 0, o eje de
abscisas) corta al eje de ordenadas (x = 0) en el punto C(0, yg). La paralela a ¢
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que pasa por C corta a la circunferencia de radio 7 en A. Entonces AB es el lado/
del pentagono inscrito.

Demostracion de la exactitud del método

La recta s tiene como ecuacion
2x+y—r=290

Por otra parte, como p es la bisectriz de s y ¢, el punto C(0, yo) dista de ¢ lo
mismo que de s; entonces se tiene:

02) +y—r _JYo—r

£+/22 + 12 /35

yo = distanciade Cas =

Asi que podremos escribir:

/500 = Yo — r =y = —=—
NG

S+ 1

(Se ha elegido el signo — de la raiz puesto que obviamente yo > 0).

Las coordenadas del punto A se obtienen cortando a la recta

=TI
NS

con la circunferencia x* + y? = r2, Sustituyendo el valor anterior de y en la
ecuacion de la circunferencia, se llega a que las abscisas de 4 pueden ser:

x = £r/(5 + 205/(6 + 2453) = £/ 10 + 245/ 4,

de donde sus coordenadas resultan:
- —\/10+2
\/r Vs \/— + 1 )

Finalmente hallemos la distancia entre A y B:

d(A,B) = \/[1/10 + 2 10““2\/_ 3
4.8 = N0+ 25 + 1 N NG

= l/r = \/(5—\/3)/2= \/3— [(1+~5721=+3-79,

con lo que queda demostrada la exactitud del método de la Teoria de Galois.

A

fit
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1.8 METODO DEL TRIANGULO RECTANGULO

Construir un pentagono dado su lado .

Figura 10

Descripcion del método

Como puede observarse en la Figura 10, se construye un triadngulo rectangulo
donde el cateto mayor es AB = /(lado, que nos ha sido dado, del futuro pentago-
no) y el cateto menor es AC = //2. A continuacion se prolonga la hipotenusa CB
una cantidad igual a AC = [/2, de manera que obtengamos el punto D. Asi que
BD sera la diagonal del pentagono (incognita) v, por tanto, quedan determinados
los restantes vértices del mismo.

Demostracion de la exactitud del método
Es facil establecer que

Dﬁ:é(\m 1)

de donde se deduce que BD/! = ¢, lo cual implica que DB es la diagonal d del
pentagono; la exactitud es, por tanto, evidente. Notese que lo que se ha aplicado
para esta construccion es la ‘‘definicidn constructiva” de la division de un seg-
mento en media y extrema razon [3].

Este método es exacto, comodo y elegante, pui su sencillez.

1.9 METODO DE INSCRIPCION DE LOS TRES ARCOS

Inscribir un pentdgono en una circunferencia de radio r.
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Figura 11

Descripcion del método
Se trazan (Figura 11) los diametros perpendiculares BD y AC. Desde A, y con ra-

dio r, se traza el arco gﬁi’, y desde B, el arco OB’. Con centro en A’ y con radio
A’B’ se traza el arco B’H’. El segmento BH ser4 el lado / del pentagono.

Demostracion de la exactitud

Centrada la circunferencia en el origen de un sistema de referencia, las coordena-
das de 4, A’, By B’, en funcion de r, se expresan respectivamente como

(n0),(72,1/3/2), 0,1, (=r\/3/2,1/2)
La distancia entre los puntos 4’ y B’ resulta
dA"B) = 1)\ NF+ 12+ (F—12=rf2

de donde, si llamamos a ias coordenadas de H, (x, 0) es facil determinar x
observando que d(4’, B’) = d(A’, H) = r+/2, y por ello podemos escribir:

2 =\/(r/2 — X2 + (r/372)%.

Operando se obtiene la ecuacion
X—rx-r=0,

y por ello encontramos para x los siguientes valores:

—

2
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Ahora podemos afirmar que las coordenadas de H se representan por

( 1—2 = r,0).

y entonces

dH,B)=1=[(1 —VII/2P + P = r/G - V52 =

r/l = (3 — ¢)=" = 0.850650808... Q.E.D.

1.10 METODO DE LA ALTURA

Construir un pentdgono dada su altura h.

4

Figura 12

Descripcion del método (Figura 12)

Sobre una recta arbitraria s se levanta la altura # = OEy se determina N€s, tal
que ON = OF = h. Haciendo centro en F (punto medio de ON) se traza el arco
EM, y con centro en Ny radio NM, se traza un arco que intercepte a la perpendi-
cular a s, —por F—, en G. La paralela a la recta ¢, que une los puntos G y N, pa-
sando por E,corta a s en A. Entonces OA es la mitad del lado del pentagono, con
lo que los vértices del mismo B, C y D quedan definidos.

Demostracion de la exactitud

Centramos el punto O en el origen de un sistema de referencia ortogonal y tal que
la recta s coincida con el eje de abscisas. Hecho esto se tiene:
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Las coordenadas de E son (0, &)

Las coordenadas de F son (—h4/2, 0)

Las coordenadas de N son (—#A, 0)

Las coordenadas de M son (/5 — 1)h/2, 0)

Las coordenadas de G son (— h/2, k); k por determinar.

Para encontrar k se procede como sigue:
d(N, G) = d(N, M) = d(N, O) + d(O, M) = h + (\J5 = Dh/2 = (/5 + Dh/2,
Luego podemos escribir: :

dWN, G) = (5 + 1) = N(=h+ b2+ K= k= h2AJ(5 + 12 - 1,

de donde las coordenadas de G toman la forma

(—h/2,h/2AJ (5 + 1) - 1)

Ahora podemos decir que la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Ny
G toma la forma

y—k _ _x+h/2
—k -k

o lo que es lo mismo:

y=(\/(\/§+ 1?2 — 1)x+h/2-\/(\/§+ 2 -1,

'y por ello la ecuacion que nos interesa, la que pasa por E y es paralela a la ante-

rior, se representa:
y=(\/(\/§+ 12 -1)x+h.

El punto de corte de esta recta con el eje y = 0, proporcionara la abscisa del
punto A, vértice del pentagono. Es decir:

x= —h/AJGS+1)2 -1,
I=2/AJ(S+ 12 -1,

con lo que el lado 4B es
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llegandose a la relacion

h/l =J4¢?> —1/2,

que nos permite afirmar que esta construccion es exacta (véase la Introduccion).

EPiLOGO
Como se indico en la Introduccién, a este articulo seguira el de la PARTE 2.

ESTUDIO DE LAS CONSTRUCCIONES DEL PENTAGONO EQUIANGULO

Parte 2 - Construcciones Inexactas

Aqui se tratara el caso de los modelos no exactos. Conviene destacar, entre otras
cosas, la elegancia de las construcciones de Leonardo da Vinci y de Alberto
Durero, las cuales, aun siendo inexactas (con errores despreciables) reflejan
—una vez mas— el genio de quienes las concibieron. Exponemos, ademas, una
modesta aportacion personal que hemos denominado Método de la sucesion, en
el que conjugamos é'spé’cit?)s geomeétricos y de analisis matematico.
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